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「 1 、 


ISBN 978-7-1 11 -20326-1 
定价： 79,00 元 


本书是介绍离散数学理论和方法的经典教材，已经成为全球500多所大学的指定教材，获得了极大 
的成功。中文版也己被国内大学广泛采用为教材。第5版在前四版的基础上做了大量的改进，使其成为 
更有效的教学 工具。 

本书可作为1至2个学期的离散数学课入门教材，适用于数学 . 计算机科学.计算机工程等专业的 
学生。 

第 5 版的特点 

• 易 入门： 实践证明本书对初学者来说易读易傳 

• 灵活： 本教材为灵活使用做了精心设计，各章对其前面内容的依赖降到最小 
* 广泛的课堂实践： 本书已在500多所大学得到了多年实践检验 
• 实例： 书中有700多个实例，用干阐明概念，联系不同内容，并引入各种应用 
• 应用： 本书涉及的应用领域很广_包括计算机科学，数据网络.心理学.化学.工程、语 言学. 
生物学、商业和互联网 

* 历史 资料： 本书以脚注的形式给出了60多位数学家和计算机科学家的传记 
• 关键术语和结论： 每一章后面都列出了本章的关键术语和结论 

* 练习1复习题、补充 练习： IE 文中有3 500多道练习，每章最后都有一组复习题和一组丰富多祥 
的补充练习 

» 计算机 课题： 每一章后面还有一组计算机课题，把学生已经学到的计算和离散数学的内容结合 
在一起 
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本书是经典的离散数肀教材，为全球多所大学广为釆用，本书全面而系统地介绍了离散 
数学的理论和方法，内容涉及数学推理、组合分析、离散结构和算法设计。4书取材广泛， 
除包括定义、定理的严密陈述外，还配备大童的实例和图衷的说明，各种练习和题目，以及 
丰富的历史资料和网站资源，第5版在前四版的基础上做了大 a 的改进，使其成为更有效的 
教学工具 & 

本书可作为高等院校数学、计算机科学和计算机工程等专业的教材或参考书 4 

Kenneth H. Rosen ： Discrete Mathematics and Its Applications, Fifth Editioni ISBN 0-07- 
1198S[4), 

Copyright © 2003. 1999 ， 1995， 1991 * 1988 by The McGraw-Hill Companiesi Inc. 

Origiml English edition published by The MeGmw-Hill Companies, Inc, All rights 
reserved. No part of this publication may be reproduced or distributed iti any form or by any 
means, or stored in a database or retrieval system t without the prior written permission of the 
publisher* 

Simplified Chinese translation edition jointly published by McGraw-Hill Education (Asia) 
Co* and China Machine Press* 

本书中文简体宇翻译版由机械工业出版社和美闺麦格劳-希尔教育（亚 洲） 出版公司合作出 
版。 未经出版者预先书面许可，不得以任何方式复制或抄袭本书的任何部分 & 

本书封面贴有 McGmw - HiU 公司防伪标签，无标签者不得销锊。 

版权所有， 侵权 必究。 

本书法 律顥间 北京市展达律师事务所 
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出版者的话 

文艺复兴以降，源远流长的科学精神和逐步形成的学术规范，使西方国家在自然科学的 
各个领域取得了垄断性的优势；也正是这样的传统，使美国在信息技术发展的六十多年间名 
家辈出、独领风骚。在商业化的进程中，美国的产I界与敎育界越来越紧密地结合，计算机 
学科中的许多 桊山北 斗同时身处科研和教学的最前线，由此而产生的经典科学著作，不仅擘 
划了研究的范畴，还揭橥了学术的源变，既遵循学术规范，又自有学者个性，其价值并不会 
因年月的流逝而减退。 

近年，在全球愔息化大潮的推动下，我国的计算机产业发展迅猛，对专业人才的需求日 
益迫切。这对计算机教育界和出版界都既是机遇，也是挑战；而专业教材的建设在教育战略 
上显得举足轻重。在我国信息技术发 M 时间较短、从业人员较少的现状下，美国等发达国家 
在其计算机科学发展的几十年间积淀的经典教材仍有许多值得借鉴之处。因此，引进一批国 
外优秀计算机教材将对我国计算机教育事业的发展起积极的推动作用，也是与世界接轨、建 
设真正的世界一流大学的必由之路。 

机械工业出版社华章图文信息有限公司较早意识到“出版要为教育服务' Sl99g 年开始， 
华章公司就将I：作重点放在了遴选、移译国外优秀教材上。经过几年的不懈努力，我们与 
Prentice Hall » Add is on-Wesley ， McGraw-Hill, Morgan Kaufmann 等世界著名出版公司建立了 

良好的合作关系、从它们现有的数百种教材中瓶选出 Taneftbaum，Stroustrup , Kcrnighan, 
Jim Gray 等大师名家的一批经典作品，以“计算机科学丛书”为总称出版，供读者学习、研 
究及庋藏9大理石纹理的封面，也正体现了这套丛书的品位和格调。 

«计算机科学丛书”的出版工作得到了国内外学者的鼎力輿助，国内的专家不仅提供了中 
肯的选题指导，还不辞劳苦地担任了翻译和审校的工作；而原书的作者也相当关注其作品在 
中国的传播，有的还专程为其书的中译本作序。迄今， U 十算机科学丛书"已经出版了近百个 
品种，这些书籍在读者中树立了良好的口碑，并被许多髙校采用为正式教材和参考书籍，为 
进一步推广与发展打下 f 坚实的基础。 

随着学科建设的初步完莕和教材改革的遂渐深化，教育界对国外计算机教材的需求和应 
用都步入一个新的阶段。为此，华章公司将加大引进教材的力度，在“华章教育”的总规划 
之下出版三个系列的计算机教材：除“计算机科学丛书”之外，对影印版的教材，则单独开 
辟出 u 经典原版书库"；同时，引进全美通行的教学辎导书 "Schaum's Outlines " 荔列组成 
“全美经典学习指导 系列' 为了保证这三套丛书的权威性 t 冏时也为了更好地为学校和老师 
们服务，华章公司聘晴了中国科学院、北京大学、清华大学、国防科技大学、复旦大学、上 
海交通大学、南京大学、浙江大学、中国科技大学、哈尔滨工业大学、西安交通大学.中国 
人民大学、北京肮空航天大学、北京邮电大学、中山大学、解放军理工大学，郑州大学、湖 
北工学院、中国国家信息安全测评认证屮心等国内重点大学和科研机构在计算机於各个领虓 
的著名学者组成“专家指导委 员会' 为我们提供选题意见和出版监督。 

这三套丛书是响应教育部提出的使用外版教材的号召，为国内髙校的计算机及相关专业 
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的教学度身订造的 。 其中许多教材均已为 M . LT .， Stanford ， U . C . Berkeley , C . M ， U •等世界 
名牌大学所采用 s 不仅涵盖了程序设计、数据结构、操作系统、计算帆体系结构1数据库、 
编译原理、软件工程、图形学、通信与网络、离散数学等国内大學计算机专业普遍开设的核 
心课程，而且各具特色一 ： 冇的出自语言设计者之手、有的历经三十年而不衰、有的已被全 
世界的几百所高校采用 & 在这些圆熟通博的名师大作的指引之下.读者必将在计算机科学的 
宮殿中由登堂而入室。 

权威的作者、经典的教材、一流的译者、严格的审校、精细的编辑，这些因素使我们的 
图书有了质量的保证，但我们的目标是尽善尽美 * 而反馈的意见正是我们达到这一终极目标 
的重要帮助 & 教材的出版只是我们的后续服务的 起点。 华章公司欢迎老师和读者对我们的工 
作提出建议或给予指正，我们的联系方法如下： 


电子邮件： hzjsj @ hzbook.com 
联系电话： （ OiO ) 68995264 

联系地址：北京市西城区百万庄南街 J 号 
邮政编码：100037 
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作者介绍 

肯尼思罗森 （ Kenn 时 hH _ Rmen ) 博士是 A 丁 & T 米德尔顿实验室（新泽西州）技术员工中 
的杰出成员# 

罗森 博士于 1972年获密歇根大学（位于 Ann Arbor ) 数学学士学位，1976年获麻省理工学院 
数 学博士 学位，其博士论文研究的是数论，导师是哈罗德 ■ 斯达克 （Harold Stark ) e 在1982年加 
人贝尔实验室之前，他在科罗拉多大学（位于 Bmilder ) 和俄亥俄州立大学（位于 Columbus ) I 作 
过，还在锎因大学 〈位于 Orono ) 担任过数学副教授 P 在 AT & T 实验室工作时，罗森博士还在蒙 
马斯大学任教，讲授离散数学、编码理论和数椐安全的课程。 

* 

罗森博士在专业期刊上发表过许多关于数论及数学建模的论文。他的《初等数论及其 应用》 
一书由 Addiscm ， Wes 〖 e y 公司忠版，目前已是第4版。本书由 McGraw - H ⑴公司出版，也已出第 

5版。这两本教科书均被几百所大学广为采用。他还是7^ Complete Reference , UNIX 

1 

System V Release 4 - An Introduction 》和《 Best UNIX Tips Ever 》的作者之一 D 这两本书都由 
Osborne McGraw-Hill 公司出<版，销童都达 10 万册以上，并被译成中文、 德文' 西班牙文和意大 
利文。罗森博 士还是《 Handbook of Discrete and Combinatorial Mmhematics 》的编者 e 该 15 已于 

2000 年由 CRC 出版社出版。罗森博士是 CRC 出版社离散数学丛书的编辑顾问。他还对将数学 
软件应用到教育领域和专业领域感兴趣，并且已与滑铁卢 MAPLE 软件公司 （Waterloo MAPLE 
Software ) 合作研究这两个课题 a 

在贝尔实验室以及 AT & T 实验室期间，罗森博士参与过各种课题的研究，如运筹学研究、 
计算机及数据通信设备生产线的设计。他还协助规划 AT & T 在多媒体领域未来的产品和服务， 
包括视频通信，语音识别和合成以及图像网络*他还对 AT & T 使用的新技术 作评估 & 他发明过 
许多新式服务*已持有或正申请的专利超过仍项彳他的一个有意思的研究项目是辅助评估对 
AT&T EPCOT 中心有吸引力的技术。 
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本书是根据我多年讲授离散数学的经验和兴趣写成的。对学生而言，我的目的是为他们提 
供准确而吋读的教材，使离散数学的概念和技术得以清晰地 介绍。 我的 ㈣ 标是向爱怀疑的学生 
们展示离敢数学的实用性，希望为学习计算机科学的学生提供一切必需的数学基础，也希望学 
数学的学生理解数学概念的重要性，以及这些概念为什么对应用是重要的，还希望本书既能达 
到这些目标，又不含太多的 水分。 

对教师（指导者）而言，我的目的是使用成熟的数学教学技术设计一个灵活而全面的教学工 
具，希望为教师们提供能够髙效地、以最适合特定学生特点的方式讲授离散数学的 教材。 希望本 
书能够达到这些0 标。 

我为本教材在过去已经取得的巨大成功而分外高兴，根据成功使用本书的500多所学校的大 
批师生的反馈和建议，此次第5版进行了许多改迸，很多内容有所提高，辅助材料更加丰富，配 
套网姑提供的材料更有帮助性，使师生更容易达到他们的目标。 

本教材是为1至2个学期的离散数学入门课程而设计的，适用于数学、计箅机科学、工程等 
许多专业的学生，唯一的先修课要求是大学代数。 


离散数学课的目标 


离散数学课有多个目标。学生不仅要学会一些特定的数学知识并知道怎样应用，更重要的 
是，这样一门课应^[会学生怎样进行数学思维。为此，本教材特别强调数学推理及用不同的方法 
解题。本教材有5冬重要的主题交织在一起 ： 数学推理、组合分析、离散结构、算法思维、应用 
与建模 Q 成功的离散数学课程应该努力使这五部分内容相互融合、 平衡， 

L 数学推理 ：学生必须理解数学推理，以便阅读、理解和构造数学证明。 本教 材以数理逻辑 
开篇，在后面证明方法的讨论中，数理逻辑是 基础。 本书还十分强调数学归纳法，不仅用许多证 
明的实例进行介绍，还详细地解释 r 数学归纳法为什么是有效的证明方法. 

2. 组合分析：解题的一项熏要技巧是计数或枚举对象。本书中，对枚举的讨论从基本的计 


数方法着手，重点是用组合分析方法来解决计数问题，而不直接使用公式。 

3,离散结构： 离散数学课应该教会学生如何使用离敢结构， 即 学会如何使用表示离散对象 


及其之间的关系的抽象数学结构离散结构包括：集合、置換，关系、图\树和有限状态机等, 


4. 算法 思维； 有些问题是通过详细说明其算法来求解的。算法在描述后鱿可构造计算机程 
序来实现。这一过程中用到的数学部分包括：算法描述、正确性证明以及执行算法所需要的计算 
机内存和时间的分析。这些内容在本书中均有介绍> 算法是用英语 e 和一种易于理解的伪码描 


述的^ 

5. 应用与建模： 离散数学几乎应用在所有研究领域中。本书既介绍了其在计算机科学和数 
据网络中的许多应用，也介绍了在其他各种领域中的应用，如化学、植物学、动物学，语言学、 
地理、商业以及互联网等。这些均是离散数学的实际而重要的应用，而不是编造的 g 用离散数学 
来建模是十分重要的问题求解技巧。本书中的一些练习 让学生 有机会通过自己构造模型来攀握 


这一 技巧。 


© 


泽著中采用汉语 ，—— 


译者注 
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第 5 版的修改 

本书的第4版已在美国的500多所学校使用并获得 r 成功，加拿大的几十所大学以及欧洲、 
亚洲和大洋洲的一些大学使用第4版也获得了成功。虽然第4版已经是一本非常有效的教材，但 
许多教师(包括长期使用者）还是提出了使本书更有效的修改要求。我花了大量的时间和精力来 
满足这些要求 s 

修改的结果就是现在的第5版，它为教师和学生提供了比第4版更多的内容 a 最重要的是， 
第5版的内容结构已大为改进，从而使本书成为一本更有效的教学 I 具，有关逻辑、证明方法和 
证明策略的材料有了实质性的改进，更能帮助学生掌握数学推理 D 对于学生经常感到困难的内 
容，增加了解释和例子加以阐述 P 在习題中还插入了一些新的练习，有通常的练习，也有宫于挑 
战性的练习。还增加 r 一些与内容密切相关的应用，如在网络及计算机科学中的应用&配套网站 
在大撞开发活动支持下初具规模，现在已经能提供一些工具，学生可用来掌握一些关键的概念 
和探索离敢数学的奇妙世界， 

结构的改进 

* 第〗章集中介绍了数学推理,先介绍命题和谓词逻辑，然后是推理规则，最后是基本的 
证明技术， 

• 大 o 及相关记号的讨论直接放在算法复杂性的前面。 

• 数列与求和的讨论直接放在数学归纳法的前_节， 

• 用单独一节专门介绍二项式系数。 

• 用单独一章专门介绍概率论# 

_排序安排在第2章，强调更多的排序箅法 * 

逻辑 

* 蕴含式的介绍更深人，还介绍了蕴含式的否命题、逆命题和逆否命题， 

• 增加一小节介绍逻辑难题 a 
• 量词分在两节中介绍。 

_将英语或数学命题翻译为逻辑表达式的解释更加详细，反过来的解释亦然。 

• 駑词否定的介绍更加深入^ - 

• 介绍了求解及 Prolog 中谓词逻辑的使用， 

• 描述了逻辑在系统规范中的应用，这是系统工程师、软件工程师和硬件工程师都感兴趣 
的内容 

书写和理解证明 

• 证明方法安排在第1章_这样，书中前面的一些章节就可以直接使用这些材料了. 

• 明确讨论了唯一性证明。 

• 3. 1节进一步探讨了证明策赂，扩充了第1章中的初步证明策略 D 
• 用更多的解释和新例子加强了数学归纳法和强数学归纳法的介绍， 

• 介绍了结构归纳法。 

_讨论了递归算法的正确性证明. 

算法 

• 第2章介绍了贪心算法 • 

_扩充了递归算法的介绍6 
• 加强了深度优先和宽度优先算法的介绍 s 
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_ 分析或讨论了更多算法的复杂性。 

• 也扩充了分治算法及用来分析其复杂性的递推关系式的介绍。 

• 增加了快速模指数算法、求最近点对问题算法、赫夫曼 （ Huffman ) 编码算法以及找零钱 
问题的贪心算法_ 

应用 

• 图模型中增加了网页图、电话呼叫图、好莱坞图、 熟人关 系图和合作图 I 
• 讨论了网页蜘蛛所用的搜索方法。 

_描述了卡诺图中格雷码的使用 a 
• 加强了巴克斯范式的讨论， 

_扩展了 〃元关系和关系数据库的讨论 a 
数论、组含学和概率论 

• 更深入讨论了数论申与公钥密码学相关的内容，如伪素数、卡米切尔数及概率素数测试。 

• 扩充了有关不同基扩张之间变换的材料。 

• 单用一节专门介绍二项式系数和二项式 定理。 

• 扩充了概率论的内容 a 许多关键内容都得到了扩充，并都放在同一章介绍。 

图和树 

_增加了用归纳法构造方体的解释 & 

_哈密顿回路存在性的充分条件的介绍更加详细 D 
* 讨论了博弈树和最小-最大 策略. 

_介绍了赫夫曼编码 a 
• 扩充了深度优先和宽度优先搜索 u 
练习 

_增加了 600多道练习，有普 通的, 也有富有挑战 性的， 特别强调有关逻辑和证明以及数 
学归纳法的新练习. 

_增加了一些练习来平衡偶数编号的练习和带答案的奇数编号的练习。 

新的 人物传 记和历史资料 

* 增加了 T 列人物的传记：亚里士多徳 （ Aristotle ) 、谢佛 （ Sheffer ) , SmuUyaru Rivesu 
Shamir、Adkmaru 卡米切尔 （ Carmichael ) 、麦卡锡 （ McCarthy ) 和赫夫曼 （HufimaiO • 


网站 

• 增加了数百个网络资源的 链接。 


• 在某些关键领域中增加了新的例子。 


* 


可以访问一些例子和证明的更详细解释。 


• 对某些主題，用于自评的工具已经可以使用，主题包括蛮含、量词、证明方法、函数、 
大 O 记号、数学归纳法和计数问题。 

_在课本中设置图标，指示网站中相应内容的类型。 


• 开发了关键算法的交互式演示，便于与课本一起使用 a 


易入门 实践证明：此课本对初学者来说易读易慊 & 它的大部分内容只要求学生学过大学 
代数，不需要其他的预备知识，少数几个涉及微积分的地方也有明确说明 • 大部分学生应该很容 
易理解课本中用于表示算法的伪码，不管他们是否学过程序设计语言 • 本书不要求置规计算机 
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科学方面的预备知识 6 

每章都是从易理解的基础开始，基础的数学概念精确地研究之后，其他领域中更难的部分 
和应用就提出来了， 

灵活课本为灵活使用作了精心设计。各章对其前面内容的依赖都降到敢低程度 9 每一章 
分成长度大致相等的若干节 a 每一节乂根据内容划分成小节以便教学。教师可以根据这些分块 
很容易地安排进度。 

写作风格本书的写作风格是直接和实用4使用准确的数学 语言， 但没有过分的形式化与 
过分的抽象。在记号和数学命题的词汇间作 r 精心的平衡 。 

广泛的课堂实践本书已在500多所学校使用过，其中400多所使用了不止一次这些学校 
师生的反馈意见使第5版比前几版更成功。 

数学严密性和准确性本书中所有定义和定理的陈述都十分详细，所以学生可以欣赏其语 
言的准确以及数学所需的严密。但证明则是缓慢引人并展开的，每一步都经过了详细论证 e 本书 
解释并大量使用了递归定义 a 

实例本书使用了 700多个例子来阐述概念、建立不同内容之间的关系或导入应用 D 在大部 
分例子中，先提出问题，再适当给出它的解。 

应用书中叙述的应用展示了离散数学在解决现实问题中的使用价值，所涉及的范围很广， 
包括 il 算机科学、数据网络、心理学、化学、工程、语言学、生物学、商业和互联网。 

算法离散数学的结论常常要用算法来表示，因此，本书每一章都介绍了一些关键算法。这 
些算法既可以用文字叙述，也可以用更易于理解的结构化伪码来叙述。附录 B 对伪码作了描述 

和规范 a 书中所有算法的计算复杂性也都给出了初步的分析. 

历史资料本书对许多内容的背景作了简要介绍。以脚注的形式给出了 60多位数学家和计 
算机科学家的简短传记。这些传记介绍了对离散数学做出过重要贡献的科学家们的生活、事食 
及成就 a 此外，脚注中还包含了大量历史资料，作为正文中历史资料的补充。 

关键术语和结果每_章后面都列出了本章的关键术语和结果，但只列出了学生必须学会 
的那些最重要的关键术语，而不是在该章中定义的所有术语。 

练习书中包含3500多道练习*提出了大 M 不同类型的 问题。 本书不仅提供了足够多简单 
问题用于练习基本技巧，还提供了大 镇的中 等难度的练习和许多有挑战性的练练习的叙述 
清晰而无歧义，并按难易程度进行了分级。有些特殊的沦题还设计成系列练习，这些练习不仅给 
出了正文中没有介绍的新概念，还使学生可以通过 S 己的努力发现新思想。 

比平均水平稍难的练习用单个星号作标记，相当有挑战性的问题则用两个星来标记。必须 
用微积分来解的练习也作了明确说明。导出正文要用到的结果的练习则用符号 a 识别。课本最 
后给出了所有奇数号的练习的答衆或解题大纲。解题大纲清楚地给出了大多数证明步骤。 

复习题每章最后都有一组复习题。设计这些问题的 H 的是帮助学生重点学习该章最重要 
的概念和技术 a 要回答这些复 七题， 学生必须写出较的答案，而只做点汁算或简答是不够的& 

朴充练习集毎聿后面都有一组丰富而多变的补充练习 。 这些练习一般比毎节的练4难度 
大 0 补充练习强化该章中的概念，并把不同内容更有效地综合起来。 " 

计篝机题目每一章后面还有一组计算机題0 ,大约有150个这样的题 H ，把学生可能已经 
学到的有关计箅和离散数学的内容联系起来。如果从数学角度或程序设计角度来看，其难度超 
过平均水平的计算机题目用一个星标记，特别有挑战性的则用两颗星标记 。 

计算和研究每一章的结论部分都有一组计算和研究性问题。要完成这些练习（大约有100 
道>需要软件工具的帮助，例如学生或教师自己编写的程序，或数学计算软件包如 MAPLE 或 
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Mathematica , 大部分这样的练习为学生提供了通过计算发现新事实或新思想的机会，（在《用 
MAPLE 研究离散数学及其应用》一书中也讨论了一些这类练习。） 

写作题目每一章后面都有一组应该书曲完成的题目.要完成这类题目，学生需要查阅参 
考数学文献 e 有些题目在过去的历史上是很重要的，学生需要査找原始资料，其他的题目则是通 
往新内容和新思想的途径 5 所有此类练习均向学生展示正文中没有深人探讨的思想 a 这些题目 
把数学槪念和书面写作的过程结合在一起，以帮助学生探索未来的研究领域。（在《学生解题指 
南》中可以找到为这些题目准备的参考文献 .) 

附录正文有两个附录，附录 A 介绍指数函数和对数函数，目的是复习在课程中要反复使 
用的某些基本内容；附录 B 则介绍正文中用来描述算法的伪码， 

推荐读物在正文的最后，专门有一节用来为各韋推荐参考读物，其中有不超过本书水平 
的书籍，也有较难的书籍；有综述性文章 * 也有发表离散数学新发现的原始文章。 

怎样使用本书 

本书经过 r 桔心写作和编排，适用于不闻水平有不同重点的离散数学课，下表列出了核心 
章节和可选章节 t 为大学二年级学生开设的一学期的入门课程可以以核心章节为基础，其他章 
节由教师取舍。两学期的人门课可以在核心章节外加上所有可选的数学章节 • 强调计箕机科学 
的课程可以使用计算机科学的部分或全部可选章节。 


章 核心节 

I (裉据裔要) 

Z 2, 1-2.4, 2, 7( 根据需要) 
3 3* 1-3. 4 

i A , 1 — 4, 3 

5 5* 1 

6 6* 1, 6. 5 

7 7. K 7* 3, 7. 5 

8 8, 1- 8. 5 

9 % 1 

10 

II 


可选的计算机科学章节 


3-5, 3, 6 
4,6 

5. 3 

6. 3 


9. 2, 9. 3 

10. I 〜 10* 4 

11. 1-1 K 5 


可选的数学章节 



6 



6* 2 i 6. 4 t 6* 6 
7.4, 7+6 
8, 6〜 8- 8 
9, 4, 9. 5 


使用本书的教师町以选用或略去每节最后有挑战性的例题及练习，以调整课程的难度。每 
章对以前各章的依赖关系如下图所示 - 

第1章 

| 

第2章 

办 ― ■ ^ ^±£1 

弟3坤 

I 

第4聿 



第5章 苐6窜 第7章 第8章 第10章 第11章 

第9章 


• □口 PCF 口 □□口 □□口 口 http://sydneyki 11 gi rls . 32666. cor ^ 
















I 


辅助资料 

«学生解题指南由 wisGuMe ) 这本可以单独购买的学生手册包含了各组练习中 
所有奇数编号问题的完整解答。这些解答解释了为什么要用某种特定的方法以及为什么这个方 
法管用，有些问题还给出了一两种其他可能的解法，以说明一个问题可以用不同的方法求解。本 
指南还包含了为每章后面的写作题目推荐的参考文献，以及对学生书写证明的指导意见，并列 
出了学生在做离散数学题时常犯的错误 0 本指南还为每一章提供考试样题及解答，以帮助学生 
准备考试。学生们感到本指南分外有用 * 

《教师资料手册 J Resource Guide ) 本手册包含所有偶数编号练习题的完整解答 。 
它对教材的每一章提出了讲解建议，包括每一节中应强调的重点，以及本节内容在整个体系中 
的位置此外，本手册为每章提供了考试题库，还包括一些样卷及解答。 摄后 ，本手册还给出了 

教学大纲的样本。 

4离散数学应用 》⑽ s c ?/ Discrete Mathematics ) 选本辅助读物是一本独立的教程 》 

既可结合课本使用，也可独立使用 。 它包含了使用过课本的教师们撰写的20多章内容（每章均有 

各自的练习）因为其编排格式与课本类似，所以该书既可作为一门独立课程的课本，也可作为 

学生讨论班的教材，还可供学生独立研究使用 。 

试题库本题库内容广泛，包含了 1600多道 H 题，可以在 Windows 系统或 Macintosh 系统 

中使用 D 教师可以使用这一软件选择试题，也可随机产生试题。对同样的试题 * 教师可以加上自 
己的标题和要求，也可以打乱其顺序后再打印； 既吋 以编排己有的问题，也可以加上自己的问 

题。在《教师资料手册》中有此题库的打印版，包括试题和解答 • 

« 用 MAPLE 研究离散数学及其应用 >(Exploring Discrete Mathematics and Its Applications 

with MAPLE ) 这本补充读物用来帮助学生使用计算机代数系统 MAPLE 来完成离散数学的各种 
计算 „ 对本书的每一章，这本补充读物包括下列内容：相关的 MAPIX 函数及其使用方法的描 
述，完成相关计算的 MAPLE 程序，每章结尾处还有阐明怎样使用 MAPLE 做计算和研究的建说 
和例子，以及可用 MAPLE 做的练习题. 

配套网站 

为本书开发的一个内容广泛的配套网站 _ 该网站将不断地维护和改进 • 可以多种方式使用 
该网站进一步学习离散数学，网站地址是； 

WWW , mhhe ， com/rosen 

由此地址进人该网站的主页。该网页 有下列 链接： 

• 信息中心 
• 学生中心 
* 教师中心 

倍息中心：该中心包含本书及其辅助资料的基本信息。教师在这个网页中可以利用网觅抽 
取系统 “Page Out”. 建立自己的课程网页，还能学习定制出版信息 。 从该信息中心出发，沿着适 

当的链接，可以看到本书网站的一个概观^ 

学生中心 t 该中心包含了可供学生使用的丰富资源，包括下列与课本紧密相关的资源（在课 
本中用相应的图标加以标记 ） i 

* 闷络资源指南： 该指南提供了数百个含相关资料的外部网站的链接。可以通过关 




键词浏览或存取这些链接，它们将把你带到包含下列信息的网站：历史及传记信 
息、谜题及问题、讨论、 Java 小程序、程序以及其他类型的资源。 

_额外的 例子： 这个网站包含了大董额外的例子。这些例子主要集中在学生经常需 


要的课外资料的领域。虽然大部分例子只是扩充了基本概念，但还有一部分十分 
具有挑战性。 

• 额外的 步骒：对一些困难的知识点，提供了更深入的解释帮助理解，尤其是一些 
特殊的证明和例子。 



评估：提供对七个关键概念理解程度的评估。每个评估都提供了一个题庠，其中 



的每个试题由两部分构成=先是一段简短的复习，然后是一个多选题。如果你选 
择的答案不正确，该系统还能提供建议，帮助你理解错在什么 地方。 这样的评.估 
系统应该能诊断出你学习中的问题，从而把精力集中在寻找纠正办法上。 " 

交互式演示 ： 已经开发 r 八个交互 式演示系统， 你可 以用它们考査一些重要算法 


是怎么工作的。这些演示都与课本中的相应材料相对应 
从该学生中心你可以访问网络教学系统 “Met Tutor ' 它提供了在线教学帮助，当你提问与 


课本内容相关的问题时，如果是在规定教学时间内，你会收到实财回答；否则稍后才会收到 
回答。 


学生中心还支持能发布消息的公告板系统 p 使用该系统，你可以提出问题，还可以回答其他 
学生提出的问题。 

除此之外，学生中心还包括下列资源： 

_证明书写指南 
_离散数学的常见错误 
• 写作题目的建议 

• MAPLE 软件 

教师中心：除了包含学生中心和信息中心提供的所有链接外，网站中的教师中心还包含下 
列链接： 

_教学大纲样本 
• 教学建议 

• i Applications of Discrete 一书中的某些章节 

写给学生 

什么是离散数学？ 离散 数学是数学中研究离散对象的部分 ^ (这里“离散 ，’的 含义是“由不同的 
或不相连的元素组成”。）离散数学能解决的问题 包括： 

• 在计算机系统中，有多少种方式可以选择一个合法 a 令? 

* 贏彩票的概率是多少？ 

_两台计算机之间在网络上是否有通路？ 

• 在某一交通系统下,两个城市之间的最短路径是什么？ 

_怎样把整数序列按递增序排列？ 
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• 完成上述排序需要多少步骤？ 

• 如何证明一个排序方法能正确地排序？ 

• 怎样设计两个整数相加的电路？ 

* 有多少合法的因特网网址？ 

你们将学习解决诸如以上问题要用到的离散结构和技术 

更一般地，在对对象进行计数时要用到离散数学，研究两个有限（或可数>集合之间的关系时 
要用到离散数学，分析只含有限步的进程时也要用到离散数学。离散数学的重要性还在不断增 

长， 一 个关键原因就是计算机以离散的方式存储和处理信息。 

为什么要学离散数学？有几条重要的理由需耍学习离散数学。首先，通过这个课程你们可以 
发展自己的数学素质，即理解和创造数学证明的能力4没有这些技巧，你们在学习数学时不可能 

太深人。 

第二，离散数学是学习所有更高级数学课程的必经之路 t 离散数学为学习计算机科学课程 
提供必要的数学基础，这些课程如：数据结构、算法、数据库理论、自动机理论、形式语言、编 
译理论、计算机安全以及操作系统，学生如果没有适当的离散数学基础，在学习上述课程时会感 
到很困难。有个学生给我发电子邮件说，在她学习的每一门计算机科学的课中都用到了本书的 

知识0 

以离散数学为基础的数学课程包括逻辑、集合论、数论、线性代数、抽象代数、组合论、图 
论及概率论（其离散部分 

此外，离散数学还包括了用来解运筹学问题（包括许多离散优化技术）、化学问题、工程问题 
及生物学问题等必要的数学背景 D 从本书屮你将学到在上述某呰领域中的应用。 

许多学生都感到，与他们以前学过的课程 相比. 离散数学入门课程的挑战性大得多。这是芮 
为，本课程的一个主要□的是教你进行数学推理和问题求解，而不只是一搜分散的 技巧。 从课木 
中练习的设计可以看出这个目的。课本中虽然有大量与重点例子类似的练习，但还是有相当比 
例的练习需要创造性思想，这是有意设计的。虽然课本屮的材料提供了解这些问题的丁.具，但你 
的任务是创造性地使用这些工具并取得成功，本课程的另一个主要0的是学会处理你以前没有 
见过的问题 D 然而，只学会解特殊类型的练习还无法保证能学会足够多的解题技巧，也不能保证 
在后继课程的学习中或在将来的职业生涯中取得成功。虽然课本讨沦了许多主题，但离散数学 
是一个极为广泛且充满变化的研究领域。作为作者，我的任务之一是帮助你开发学习新知识的 
能力，在将来的奋斗中你十分需要新的 知识。 

练习我愿意就如何学好离散数学（或数学的其他学科和计算机科学）给同学们提点有益的 
建议。积极地做练习能使你最大地 获益。 我建议你尽可能地多做练习。在做完老师布置的练习 
后，我鼓励你做更多的练习，包括本书每节后而的练习和每章后面的补充练习。（注意练习前面 

的分级标记 


练习标记 

含 义 


尤标记 

常规练习 


資 

较难的练习 



富有挑战性的练习 


fcr 

正文中要用到该练习的某个结论 


(需要用到微积分） 

解题时要用到极限或微积分的概念 



解题时，最好在査阅书后的答案或《学生解题 指南》 中的答案以前，自己先进行尝试。书后提 







供了所有苛数编号练习的答案 0 注意*只是答案，而不是完整解答。特别地，答案中省略 f 解的 
推导过程，《学生解题指南》包括了课本中所有奇数编号练习的完整解答。在解奇数编号练习时， 
只有当你身陷绝境时，才建议壺阅《学生解题 指南》 寻找解题指导 & 你尝试得越多，而不只是被动 
奄阅或抄袭解答，你学到的就 越多。出版商 有意不提供偶数编号的练习的答案和解签 0 在解这些 
练习时，若遇到问题就问老师， 

网络资源我强烈推荐你利用网络提供的新资源，特别是专力本书设计的网站 hu pj // 

其中有许多额外的例子，有为学生经常会遇到的问题而补充 
的额外 步探， 有测 M 你对关键概念理解程度的评估，有考察关键筲法的生动演示，还有一个指向 
外部网站的链接的大杂烩.通过它们可以探索离散数学的奇妙世界。迂有一个能和其他学生进 
行讨论的公告板系统.可以用它请求其他学也帮助你理解概念或指导解题。帮助其他人的学生 
会发现，回答问题的同时也帮助了自己更好地掌握内容 g 你甚至还能访问到一个在线教学网站， 
可以和老帅进行实时交流，得到老师的帮助。（关于使用他人帮助结果的问题，请征求老师的意 
见 d 有关这个网站的详细 信息. 请参阅前面“配套网站"的描述。 

本书的价格 最后， 我了解到本书的价格偏高，但我希望你在本书的投资能得到优质的回 
报。我们花了多年的努力来开发和优化本书及其配套的辅助读物和网站 e 对大多数人來说，我很 
IH 信本书及其配套资料对掌捤离散数学大有帮助 a 即使你现在的课程可能略去了其中某些章节， 
但当你学习新课程时就会发现，阅读本书中的相关章节对新课程仍然十分有益，许多学生都有 
这样的感觉。许多人会在将来的研究工作时乂找到本书，把它当做本有用的工具书，特别是那 
些继续学习计算机 科学、 数学或 T 程的人。 
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第 1 章 基础： 逻辑和证明、集合、函数 

本章介绍离散数学的基础知识.有三个主要内容：逻辑、集合和甬数。逻辑规则给出数学语 
句的准确含义。例如，逻辑规则有助于我们理解下列语句及其 推理： “存在一个不是两个整数的 
平方和的整数”，以及 44 对每个整数^小于等于〃的正整数之和是〃逻辑是所有数学 
推理的基础，对计算机的设计、系统规范说明、人工智能> 计算机程序设计、程序设计语言以及 
汁算机科学的其他领域，逻辑都有实际的应用。 

为了理解数学，就必须理解正确的数学论证（即证明）是由什么组成的。为了学习数学，就需 
要构造数学论证而不仅仅是阅读说明。本章的目的在于讲授正确的数学论证是由什么组成的， 
并且介绍构造这些论证的工具。证明不仅对于数学是重要的，而且在计算机科学的很多方面也 
是重要的，包括程序验证、 算法正 确性和系统安全性等 D 而且，自动推理系统已经被构造出来， 
允许计算机构造自己的证明 d 

离散数学的不少内容是研究用于表示离散对象的离散结构的 . 许多重要的离敢结构都是用 
集合构造的，而集合则指的是一组对象 & 从集合构造的离散结构例子包括；计数时广为应用的对 
象组合，也就是无序的对象集；表示对象之间相互关连的关系，也就是有序偶的集合 I 图形，也 
就是顶点集合及连接顶点的边的集合;以及用于模拟计算机的有限状态机， 

函数概念是离散数学中持别重要的概念，函数为一个集合中的每个元素恰好指派另一个集 
合中的某个 允素。 像序列和宇符串等这些有用的结构都是函数的特例，函数在整个离敢数学中 
扮演养重耍的翔色 * 主要用于表示算法的计算复杂性，研究集合的大小，对不同类别的对象计 
数，以及不 it 其数的其他方面 6 

1. 1逻辑 

1.1.1 引言 

逻辑规则给出数学语句的准确含义，这些规则用来区分有效和无效的数学论证。由于本书 
的一个主要目的是教会读者如何理解和如何构造正确的数学论证，所以我们从介绍逻辑开始离 
散数学的学习 e 

逻辑不仅对理解数学推理十分重要，而旦在计算机科学中有许多应用，这些逻辑规则用于 
计算机电路设计、计算机程序构造、程序正确性证明以及许多其他方而_在随后的几章中将逐一 
讨论这些应用。 

1,1.2 命题 

我们首先介紹逻辑的基本成分* — 命题 ， 命題是一个或 真或假 的陈述语句，但不能既真 
乂假 $ 

例1下面的陈述句均为命题。 

1. 华盛顿是美国的首都。 

2. 多伦多是加拿大的首都。 

3 . 1 + 1 = 2 , 

4. 2 + 2 = 3 fl 

命题1和3成真，命题2和4为假。 ■ 



下一例子给出了不是命题的若干语句。 

例 2 考虑下述语句； 

L 儿点了？ 

2. 仔细读这个& 

3. x+l = 2 。 

语句1和2不是命题，_为它们不是陈述语句。语句3和4不是命题，_为它们既不成真，也 
不为假，这是由于语句中的变量没有被陚值。在 1.3 节将讨论这一类语句形成命题的多种 方法， _ 
命题常用字母来表示，就像用字母表 示变埴 那样。习惯上用来表示命题的宇母是 P ，* r ， 
…等 G 如果一个命 题是盏 命题，它的真值为真，用 T 表示！如果它是假命题，其真值为假， 

用 F 表示。 

涉及命题的逻辑领域称为命题演疋或命题逻辑 e 它最初是2300年前由古希腊哲学家亚里士 

■ 

多德 ® 系统地创建的 Q 

现在我们转而注意从那些已有的命题产生新命题的方法，这些方法在1奶4年曾由英 
国数学家布尔 S 在他的题为 《77 ida ⑽ o / 丁》的书中讨论过 • 许多数学陈述都 
是由一个或多个命题组合而来。称为复合命题的新命题由已有的命题用逻辑运算符组合而来從 
B 31 SM 令户为一命题，则语句 

" 不是 P 所说的情形， 

是另一个命题，称为夕的 否定。 户的否定用 i 表示。 命题 ip 读作“非 〆 、 

例 3 找出命题 

“今天是星期五， 

的否定，并用屮文表示。 


- 丄丄 〆 …0亚里士多铒 〖公元前洲 4_公元前 322) 生 F 希腊北邢的斯塔基尔地区 H 他的父亲是冯其顿 W 王的宮廷侍 
隹 1 囡 b 因为父亲早年便 i 世1%亚黾士多德役能子承 父此， 当他的 卅亲 也去世后.年轾的亚串-士多德就成了 
孤儿 n 他的监护人抚养他长大，并教授他诗歌、榇辞艺术和希腊语。在亚里士多徳17岁时 • 监护人将他送到稚典 进一步 
深造。此后20年里亚里1：多徳在雅典柏拉围学院踉柏拉罔学习并进行自己的学术研究。当柏拉閱于公元前 347 年去世 
时，亚里士多德没有选择继承师钵，因为他的哲学思想与柏拉图冇很大的分歧。此后.亚里士多徳进人王的 
宫廷供职达三年 | 并与国王的侄女结了婚 • 当波斯人打畋 Hermeas 田王后 * 他进往 Mytilene 并受马其顿3王味力二世的 
聘请，相任起太子亚历山大（就是后来袭名的亚历山大大帝）的老在腓力二世逝世后 ， 亚串士 多德重返雅典并成立丫 
“吕克昂”学园。这个学派的老师和学生们习惯在花园中边散步边讨论问廟， WlW 得名为”逍遥®'亚里士多德在“吕克 
昂”学闻讲学达13年.他早上给学_甲的优秀学生讲课 * 晚上_给广大听众 演讲。 当亚历山大大帝于公元前於 3 年去世 
后，那里立刻掀起了反马其顿的犴潮.雅典人攻击亚里十多德，丼判他为不敬神罪 * 亚里士多德最终逃出了雅典，但奶 

二年他耽因病去 W 了，终年& 3 岁- 

亚屯 士多德的舞作主要分为三类 t 一类是公开发表的供一般人阅读的文集， 一 类是实践科学汜编，~类是系统的论 

辩文集 * 论辩文集涉及逻辑学1 哲学、 心理学 * 医学和自然历史9 

© 乔治.布尔 （George Bwle , 】815—1864>迠皮匠的儿子，18〗5年11月生 T 英格兰的林肯 * 由干家境贫 

寒*布尔不得不在协肋养家的 M 时为自己能受教合而奋斗 • 不 1 T 怎么说，他成丫 19世纪最重要的数学家之 
一。 尽管他考虑过以牧师为业 | 姐 S 终还 M 决定从教，并£1不久软开办了 A 己的学校。在备课的时候，布尔不满意当时 
的数学课本，便决定阅读大数学家的论文 D 在阅读伟大的法国数学家拉格 朗口的 论文时，布尔有了变分方面的新发现。 

变分 M 数学分析的一个分支，它处理的适寻求优化某些参数的曲线和曲面* 

lg48 ^ 1 布尔出版 Tfce Mathematical Analysis of Lof^u J + 这是他对符■逻辑 tff 多贡 tt 中的第一次 * 年 * 他 

被任命为位于爱尔兰科克的皇后学院的数学教授 ■ 1抑4年，他出版广《 TVif "/ Tit ⑽奸这是 他最# 名的署作《相 
这本书中布尔介绍了现在以他的名字命名的布尔代数。布尔撰写 reft 分方程和差分方程的 课本. 这些诹本在英闻_直使 
用釗19世纪末.布尔 ft 〖855年结娇，他的妻子是皇后学院 _位1 腊文教授的侄女，1864年，布尔死于肺炎，肺炎是他 

在踩风雨天气中尽管已经湿淋淋了，但仍坚持上课引起的， 
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解否定为 


并非今天是星期五 


也可以更简单地表达为 


今天不是星期五， 


注意严格地说，像例3这种含有 叮变时 间的语句不是命趙，除非假定了 一个确定的时 
间。同样，除非假定了确定的地点，否则含有可变地点的语句不是 命题； 除非假定了确 
定的人，否则含有可变代词的语句不是命题1 


表 1-1 命題之否定的真值 


真值表给 出命 题真值之间的关系。在确定由较简单命题组成 
的命题之真值时，真值表特别有用。表〗 - I 给出的是命题及其 
否定所有可能的真值。 

命题的否定也可以看作非运算符作用在命题上的 结果。非运 
算 符从一 个已有 的命题 构造出 一个新命题.现在将 引人从 两个或 
多个已有命题构造新命题的逻辑运算符，这些逻辑运算符也称为 
联接词。 


定义 


令$和9为命题，用 f A <7表示的命题“ 户而且 g ” 是这样一个 命题： 当 p 和 g 均成真 
时它成否则为假。命题 pA ? 称为 P 和 g 的合取。 

表 1-2 给出了 pAg 的真值表注意真值表中共有四行，每行对应着命 题户和 g 真值的一种 
组合。 

例4 找出命题 p 和 g 的合取，其中户为命题“今天是星期五' g 为命题“今天下雨' 

解 这两个命题的合取 p Ag 是命题“今天是星期五而且下雨”。这一命题在下雨的星期五成 
真，不是星期五的日子为假，不下雨的星期五也为假。 ■ 

令 P 和 g 为命题，用 PV (/表硪的命题 “ p 或是这样一个 命题： 它的真值在/>和9 
均为假时为假，否则成具，命题 pV g 称为 p 和 g 的析取。 

pVg 的真值表如表〗_3 所示。 联接词“或"在析取中的使用对应于词“或 "（ or ) 包含的两种情 
况之一，即是“同或” （ mclusiveor )。 析取所含两命题 之-成 真或两者均成真时，析取的真值为 
真 4 例如，下两这句话中，“或”表达的即是 u 同或' 

“选修过微积分或计算机科学的学生可以选修本课， 

这里我们指的是.选修过微积分和计算机科学两门课的学生以及只选修过其中一门课的学生都 
可以选修本课，另一方面，当我们说； 

“学过微积分或学过计算机科学*但不是两者都学过的学生，可以注册本课 ，的时 候*使用 
的“或”是“异或' 这里我们的意思是既学过微积分，又学过计算机科学的学生不能选修本课；只 


有那些恰好在这两门课中选修过一门的学生可以选修本课 a 

表 1-2 两命题合取的真值表 


衷 1-3 两命题析取的真值衷 






我们还将讨论其他几个重要的命题组合方式。 

把. EgM 令 p 和 9 为命题，痤含/ g 是这样一个命题=在 P 成真而9为假时它为假， 
否则成真。在这一蕴含命题中， p 称为假设（或前项，前提）, g 称为结论（或推论）。 

蕴含命题 p _ q 的真值表如表 1-5 所示 • 一个蕴食有时也称为条件语句 * 


t 1.3 蘊含 


P ❽9 


同样，若餐馆的菜单上写着“涵或沙拉，加一道小菜/一般这都表示顾客 < 以选择扬，也可 
以选择沙拉，但不是既选诱又选沙拉时，才加一道小菜.因此，这里是“异或”而不是“同或' 

例5若/>和9就是例4中的两个命题，它们的析取是什么？ 

解 p 和 g 的析取 pMq 是命题 

“今天是星期五*或今天下雨。” 

这一命题在星期五或下雨天 （包 括下雨的星期五）的任何一天都成真。只有在既不是星期五， 


表卜4两命題异或的真值表 


31 1-5 麄含 p-^q 


的真值裹 


又不下雨的日子，此命题为假， ■ 

，:前面已经说过，在析取中使用的联接 词** 或 ”（ or ) 对应于两种情形之一，即 ** 同或 '所 

以当析取屮的两个命题之一成真或两者均成真时，析取 成真。 有时我们也按“异或”的 
含义使用 # 或' 用异或来联结命题 P 和^时，就得到命题“户或々（但非两 者）％ 这一命题当 P 成 
具且 V 为假时成真.或反过来当 P 为假且^成真时也成真。 f 和《两者均为假或均成真时，这一 
命题为假 4 

ksim 蜃 令 P 和 g 为命题夕和 g 的异或，用 f ㊉ <?表示，是这样一个命题：当 P 和7中恰 

有一个成真时它成真，否则它 为假。 

两个命题异或的真值去如表 1-4 所示 s 


由于数学推理中许多地方出现蕴含，表示 g 的术语很多，下面是常用的几个 


“如果户，那么9” 
“如果 P ， 则9” 

“ P 仅当9” 

“户成立，则成立 
的充分条件是 
\由/> 推出” 

44 户是 g 的充分条件 


• 蕴含 9" 

• 、如果户" 

• 、每当夕” 

• 的必要条件是 Q 


“ g 是 P 的必要条件” 


注意，只有在 P 成真而 g 为假时才为假，所以当 f 和？均成真，或户为假（无论9的真 
值是什么）时，其真值为真。 
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有助于记住“当菹含命题的前提为假时其值为真”这一事实的方法是把蕩含想像为合同或义 
务。例如，许多政治家在竞选时都 许诺： 

“如果我当选了，那么我将会减税， 

如果这个政治家当选了，选民将期望他能减税。进一步地，如果这个政治家没有当选，那么 
选民就无法指望他能减税，尽管这个人也许有足够的影响力可令当权者减税 g 只有在该政治家 
肖选但却没有减税的情况下，选民才能说政治家违背了竞选诺言，这种情形对应于在中户 
为真.伹 9 为假的情况。 

类似地，考虑教授蚵能作出的如下陈述： 

“如果你在期末考试得了满分，那么你的成绩将评定为 A ， 

如果你设法在期末考试得了满分，那么你可以期望得到 A fl 如果你没得到满分，那么你是否 
能得到 A 将取决于其他因素 A 然而，如果你得到满分，但教授没有给你久，你会有受骗的感觉。 

许多人对仅当/与“如果户，那么？”表示同一意思感到有些不解。要理解这一点，请记 
住，仅当 g ” 说的是当 g 不为真时 P 不能为真。也就是说，如果 p 为真但为假，则这个语句 
为假。 当 p 为假时，7或者为真，或者为假，因为语句并没有谈及？的真值 * 人们常犯的一个错 
误是用、仅当来表达然而，当 P 和 V 有不同的真值时_这两个语句有不同的真值， 
我们定义蕴含的方式比语言中的蕴含含义更广泛一整 。 例如，在 

w 如果今日天晴，那么我们将去海滩。” 

中有假设和结论之间的联系，这是一般语言中的蕴含。而且除非今日的确天晴但我们不去 海滩， 
否则上述蕴含总是成立。另一方面，根据蕴含命题的定义,蕴含语句 

“如果今天是星期五，那么2十3 = 5， 

总是成立的，因为它的结沦是成真的 （ F 是假设部分的真值不起作用 h 蕴含语句 

“如果今天是星期五，那么2 + 3 = S / 

是除星期五以外天天成真， 场管 2+3 = 6为假， 

在自然语言中，我们不会使用最后这两个蕴含命题（除非偶尔在讽刺中用到 >，因为其中的假 
设和结论之间没有什么联系。在数学推理中我们考虑的蕴含命题比语言中使用的要广泛一些。 
蕴含作为一个数学溉念不依赖于假设和结论之间的因果关系。我们关于蕴含的定义规定了它的 
真值，而这一定义不是以语言的用法为基础的 D 

许多程序设计浯言中使用的 if - then ( 如果-那么）结构与逻辑中使用的不同 u 大部分程序设计 
语言中都有 iff thenS 这样的语句 T 其中 p 是命题而 S 是_个程序段（待执行的一条或多条语 
句） Q 当程序的运行遇到这样一条语句时，如果 A 为真*就执行 S ; 但若为假，则 S 不执行。 
下面的例子说明这一点. 

例6若执行语句 

if 2 + 2 = 4 then x ; +1 

之前， x -0, 执行以后: r 的值是什么？（符号代表賦值，语句 : r — x +1 表示将 x +1 的值赋 
给 X 。） 

解因为2+2二4为真，陚值语句:^_工+：[被执行。因此在执行此语句之后文的值是0+1 = 1。 

_ 

逆、倒置与反 

由可以构成儿个相关的蘊含*命题 9 — p 称为户 — 4/的逆蕴含，而户-^/的倒置蘊含是 
命题 nw — nP 。 命题称为 p 的反法含^ 

蕴含户 一 g 的倒置 np 与 有相同的真值 。 要明白这 一点，注 意仅当 nP 为假且1为 



真时也就是仅当 P 为真且 9 为假时，倒置 为假， 另一方面_逆蕴含 9— P 和反蕴含都不与 
p — q 具有相同的真值。要明白这一点，注意当 p 为真为假时，原来的蕴含 p — g 为假，但逆 
蕴含与反蕴含都为真。当两个复合命题总是具有相同的真值时，我们称它们 等价。 因此一个蕴含 
与其倒置等价。一个蕴含的逆蕴含与反蕴含也是等价的，读者能够验证这一点， （1.2 节将介绍 
等价命题 ，） 一个常见的逻辑错误是假设一个蕴含的逆蕴含和反蕴含等价于这个蕴含。 


例 7 说明蕴含的用法。 

例7找出如下蕴含的倒置蕴含、逆蕴含和反蕴含： 

“每当下雨时，主队就能获胜， 

解 因为“7每当，是表迖蕴含夕_<#的一种方式，原始语句可以被改写为 

“如果下雨，那么主队就能获胜， 

因此，这个蕴含的倒置蕴含是 

“如果主队没有获胜，那么没有下雨， 


逆蕴含是 


如果主队获胜，那么下雨了 


D 


反蕴含是 


定义 


“如果没有下雨，那么主队没有获胜。” 

其中只有倒置蕴含等价于原始语句 D 麵 

令 f 和 g 为命题，双兹含/是这样一个命题：其真值只有在 P 和^有同样的真 

值时为真，否则为假9 

/的真值表如表所示，注意，双蕴含恰在 p — g 和 g — p 两个蕴含均为真时为 
真 . 正因为如此，术语 

> _且仅当 f 

常用来表示这…双蕴含，并且在符号书写上是把符 表卜6双蓮含 pug 的真值表 

号-►和 — 结合起来。表达命题的其他方式是= p p^q 

“P 是 9 的充分必要条件' “如 果户， 那么 G 反之 T T 

亦然”以及 > 如果表示双蕴含的最后一种方式 T F I F 

是用缩写符号“出”代替“当且 仅当' 注意， (/与 F T 1 F 

(p — q、hiq 一/ 3 ) 有完全相同的敎值 g Z _^_ I _ 


to ； 例 8 令多为语句“你可以坐飞机' 令 g 为语句“你买机票了'则 P 
” “你可以坐飞机当且仅当你买机 票了” 




9为语句 


若 P 和7均为真或均为假，此语句 为真。 也就是说，如果你买机票了 就能坐 飞机、或是如果 
你没买机票就不能坐飞机。当/•和 g 有对立的真值时，此语句为假，就是说，当你没买机票但却 
能坐飞机时（比如你获拇一次兔费旅行）或当你买了机票却不能坐飞机时 ut 如航空公司拒绝你 

登机沁 ■ 

在双蕴含屮使用的“当且仅当”结构在普通语言中很少用。反之，通常用“如果，那么”或 
“仅当〃结构来表示双蕴含。“当且仅当”的另一部分是隐含的。例如，考虑这个自然语言语句 
“你吃完饭才可以吃餐后甜点' 它意味着"你可以吃餐后甜点当且仅当你吃完饭"，这个语句逻 
辑等价于“如果你吃完饭，那么你可以吃餐后甜点”和“你可以吃餐后甜点，仅当你吃完饭 '后 
面这个语句在逻辑上等价于两个语句 t ■个是“如果你吃完饭，那么你可以吃甜点％另一个是 
“仅当你吃完 r 饭，你才能吃甜点 ，由 于0然语言的这种不精确性，我们需要对自然语言中的 
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条件语句是否隐含它的逆作出假设。因为数学和逻辑注重精确，所以我们总是区分蕴含语句 
户和双蕴含语句 p ^ q a 

1*1.4 逻辑运算符的优先级 

使用3前为止学到的否定运算符和逻辑运算符，可以构造复合命题9 一般地，我们将使用括 
号来指明复合命题中的逻辑运算符的顺序。例如 ， （pVW A ( t ) 是/和 T 的合取。然而，为了 
减少括号的数最，我们指定否定运算符在其他所有逻辑运算符前执行„这意味着是和分 
的合取，即 （ ip ) Aw 而不是多和 g 的合取的否定，即 n (夕 Agh 
另一个常用的优先级规则是合取运算符优先于析取运算 
符，因此 pAf / Vr 意味着 CpA W Vr ， 而不是 pA (? Vr ), 因 
为这个规则不太好 i 己，所以我们将继续使用括号来区别析取 
运算符和合取运算符的顺序。 

最后 ,一个被接受的规则是条件运算符和双蕴含运算符 
的优先级低于合取和析取运算符。 因此， — r 等同于 
( pyq )^ r , 当涉及条件运算符和双蕴含运算符时*我们也 
将使用括号，尽背条件运算的优先级高于双蕴含运算。 

表 1-7 示出各种逻辑运箅符的优先级。 

1/1.5 翻译语言的旬子 

有许多理由需把语言翻泽成由命题 变童和 逻辑联接词组成的表达式，特别是因为语 
言(包括一切人类语言)常有二义性，把句子译成逻辑表达式可以消除歧义 * 注意，做 
这种翻译也许要在句子含义的基础上做些合理的假设。此外，一旦我们完成了从句子到逻辑表 
达式的翻译，我们就可以分析这些逻辑表达式以决定它们的真值，我们还可以对它们进行处理， 
并用推理规则（参见 1. 5 节）对它们进行推理 。 

为说明把语句翻译成逻辑表达式的过程，考虑下面两个例子。 

例9 怎样把下面的句子翻译成逻辑表达式？ 

«只有你主修计算机科学或不是新生，才可以从校园网访问因特网， 

解有许多方法翻译这_句子为逻辑表达式。尽管可以用一个命题变续，例如 p 来表示这 
一句子，但在分析其含义或用它做推理时，这种表示不会有什么作用。我们的办法是用命题变量 
表示其中的每一个句子成分，并找出其间合适的逻辑联接同 . 具体地说，令 a 、 c 和/分别表示 
“你可以从校园网访问因特网' “你主修计算机科学”和你是个新牛' 注意到“只有……才”是表 
达蕴含的一种方式，上述句子蚵以译为 

“ 一 (cVn/) ■ 

例10怎样把下面的句子翻译成逻辑表达式？ 

41 除非你已满16周岁，否则只要你身高不足4英尺^就不能乘公园滑行铁道游乐车， 

解有许多方式把这一句子翻译成逻辑表达式。 M 简单也最无用的方式是用一个命题变_域， 
例如 p 表示这一句了％尽管这样做并不错，但当我们尝试分析这-句子，或用它做推理时，这 
种翻译对我们不会有什么帮助。较合适的方法是用命题变朵表示其中的每一个句子成分，再找 
出它们之间合适的逻辑联接词.具体地说，令 p 、 r 和 s 分别表 示“你 能乘公园滑行铁道游乐车' 

0 1英反= 30』48厘米 s ，一 ■ 译者注 





“你身高不足 4 英尺”和“你已满16周岁' 则上述句子可以翻译为 

(r A 1-0 — 

当然，还有其他方式可以把上述句子表示为逻辑表达式，但上面我们使用的这-表 达式已 
满足我们的需要 4 ■ 

1, 系统规范说明 

在说明硬件系统和软件系统肘，将自然语言语句翻译成逻辑表达式是很重要的一部分。系 
统和软件工程师从自然语言中提取需求，生成精确、无二义性的规范说明，这些规范说明可作为 
系统开发的基础。例11说明如何在这一过程中使用命题表达式。 

■■ 例11使用逻辑联接词表示规范说明“当文件系统满时，自动应答不能够发出' 

解 翻译这个规范说明的方法之一是令 /> 表示“自动应答能够发出' 令？ 表示“文件 
系统 满了' 则 表示# 自动应答不能够发出' 因此，题中的规范说明可以用蕴含 " IP 来 
表不 # ^ ■ 

系统规范说明不应该包含有冲突的需求，若有，则无法开发出满足所有规范说明的系统。闵 
此，表示这些规范说明的命题表达式应该是一致的。也就是说，对表达式中各个变量，必然有一 
个真值陚值使所有表达式为真_ 

例12确定下列系统规范说明是否一致： 

“诊断消息存储在缓冲区中或是被重传， 

"诊断消息没有存储在缓冲区中。” 

"如果诊断消息存储在缓冲区中，那么它被重传， 

解要判断这些规范说明是否一致，我们貧先用逻辑表达式表示它们，令户为“诊断 
消息存储在缓冲区中' 令？表示“诊断消息被重传' 则上面几个规范说明埘以写为 
pVq , ■^和 />— 穿，使所有三个规范说明为真的一个真值賦值必须有户为假使 为真。 因为我 
们要使 pVg 为真，但 P 必须为偎， g 必须为真。由于当 P 为假且 g 为真时，为真，我们得 
出结论这些规范说明是一致的，因为当 P 为假且9为真时它们都是真的。使用一个真值表检验有 
关 P 和 g 的真值的四种可能赋值，我们可以得出同样的结论， ■ 

例13如果在例12中加上一个系统规范说明 " 诊断消息不被 重传' 它们还能保持一 

致吗？ 

解由例12可知，只有当 p 为假且 g 为真时那三个规范说明才为真.然而，本例中的新规 
范说明是当 g 为真时它为假9因此，这四个规范说明不是一致的。 _ 

t 1. 7 布尔检索 

逻辑联接词广泛用于在大童信息检索中，例如，检索网页索引。由于这些检索使用来 
'■哪 自命题逻辑的技术 I 所以称为布尔 检索。 

在布尔检索中，联接词 A / VD 由于四配包含两个检索项的记录，联接词 0 R 用于匹配 
f 两个检索项之一或两项均匹配的记录，而联接词 NOT (有时写作 AND NOT ) 用于排 

除某个特定的检索项 . 当用布尔检索为有潜在价值的信息定位时，常需要细心安排逻辑联接词 
的使用。下面的例子说明布尔检索是怎样执行的， 

例 14 闻页检索 a 大部分网上检索引擎支持布尔检索技术1它有助于找到有关特定主题的 
网页。例如，要用布尔检索找出关于新墨西哥州 （New Mexico ) 各大学的网页，我们可以寻找与 
NEW AND MEXICO AND UNIVERSITIES 匹配的网页，检索的结果将包括含 NEW (新） 、 
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MEXICO (墨西哥）和 UNIVERSITIES (大学）三个词的那些网页。这里面包含了所有我们感兴趣 
的网页，还包括其他网页，例如有关墨西哥国的新大学的网贾。另—例子是，要找出与新墨西哥 
州或亚利喿那州 C Arizona ) 的大学有关的网贝，我们可以检索与 （NEW AND MEXICO OR 
ARIZONA ? AND UNIVERSITIES 匹配的网页。（注意，其中联接词 AJVD 优先于联接词 OR 。）这 
—检索的结果将包括含 UNIVERSITIES —词和 NEW 与 MEXICO 两词的所有网页及含 
UNIVERSITIES — 词和 ARIZONA —词的所有网页。 N 样除这两类我们感兴趣的网页外还会列 

出其他网臾。最后，要想找出有关墨西哥国（不是新學两哥州）的大学的网觅，可以先找与 
MHXICO AND UNIVKKSIT 1 ES 匹配的网页， 但由 于这一检索的结果将会包括有关新墨西砰州的大 

学的网页以及墨西哥国的大学的网页，所以更好的办法是检索与 （MEXICO A/VD UNIVERSITIES ) 

/ VOTNEW 匹配的网页，这一检索的结果将包括含 MEXICO 和 UNIVERSITIES 两个词但不含词 
NEW 的所有网页 D ■ 

H 8 逻辑难题 


可以用逻辑推理解决的难题称为逻辑难题求解逻辑难题是实践逻辑规则的一种好 
" 方法。同样，设计用于执行逻辑推理的计算机程序通常也使用著名的逻辑难题来演 

示它们的能力许多人对求解逻辑难题感兴趣，有许多书和杂志也登载逻辑难题以供娱乐^ 

在此我们将讨论两个逻辑难题。首先介绍一个由逻辑学家和难题制作大师 Raymond 
Smullyari 3 提出的难题. Smullyan 已经出版了十多本与逻辑难题（涉及逻辑推理）有关的书 a 

；： vi^g^ ； n 例 15 Sm U llyan[Sm78] 中提出了许多与如下情形有关的 难题： 一个岛上居住眷两类 
」 人一骑士和流氓 • 骑士说的都是实话，而流氓只会说谎 D 你碰到两个人 A 和如 


果 A 说是骑士”， B 说"我们两人不是一类人' 请判断 A 、 B 网人到 底是流氓还是骑士。 


解令 P 和 9 分別表示命题 A 是骑士和 B 是骑士 *则和分别表示 A 是流氓和 B 是 
流氓。 


我们自先考虑 A 是骑士的情形，这就是说；》是與的 • 如果/ V 是骑士，那他说是骑士”就 
是真话，因此 g 为真， A 和 B 就是一 类人。 然而，如果 B 是骑士.那么 B 说的话应该为真，然 
而却并非如此，因为 A 和 H 都是骑士。因此，我们可以得出4不是骑士，也就是， p 为假 D 
如果 A 是流氓，则据题 H 可知 A 所说的是骑士”就不是真话，这意味着 Q 为假且 B 也是 

流氓。而且，如果 B 是流氓，那么 B 说的话也是假的，这与 A 和 B 都是流氓是一致的 D 所以， 
我们得出结论 A 和 B 都是流氓。 ■ 


- WynM ^ SmuHyanUgi 9 年生 Smullyan 中学就缀学了 * 他想学肖己感兴趣的东两而不是中学 课本上 
" 的知识《在换/一所大学后，他于 B 55 年在芝加哿大学数学专业大学毕业*他靠在社闭组织和俱乐部 ft 表 
演魔术来_取大学 学费. 1959年，他 f 普林斯顿大学获得 了逻辑 学博士学位，师从 之后， Smd ! y a n 陆 

续在达時矛斯学院、普林斯顿大学、犹太大学和纽约城市大学教授数学和逻辑学^ 1981年，他加 A 印弟安那大学哲学 
系.现在他是该校的名誉退休教授， 

Smullyan 写过许多关于拔乐逻辑和娱乐数学的书，包括 Satan f Cantor ^ and Infinuy t What Is the Name of This 

Book ^ ^ The Lady ur thf Tt^er? ¥ Alice m Puzdeiand、To Mock a Mockingbird y Forever Undecided ; 以及 TAf 

Riddle of Scheherazade 7 Am^zin^ Logic Puzzles* Ancient and Moderfi # 因为他提出逻辑难题很冇挑战性和娱乐性并能 

激发思维，他被认为是现代的 LewLs GairdL Smullyan 也写过几本关于国际象棋推理逻辑应用方面的书 t 以及儿本高级 

的艾〒数学逻緣和集合论的书， Stnullyan 对旮引用 （ self - reference ：) 特別感兴趣 r 件乐衷了■向大众解释数学逻辑思想 n 

Smujlpn 是一位天才的音乐家 • 经常与妻子一同弹泰 钢琴， 蚩子是一位专业的钢琴演奏家„制造®远镜是他的一个 

增好，他还对光学和立体照相感兴趣*他抒说 w 我从不像某些人那样不胙_时兼顾 斅学和研究* 闲为我在 教学的 R 时就在 
做研究/ 





在本节末的练习5〗〜 55 中，我们会进一步讨论 Smullyan 的骑士 和流氓的难题。接下来 ， 我 
们介绍一个与两个孩子有关的“泥巴孩子难题” （画 dd y children puzzle ) □ 

例 16 父亲让两个孩子（一个男孩，一个女孩）在后院玩耍，并让他们不要把身 上镐脏 .然 
而，在玩的过程中，两个孩子都在额头上沾了泥。当孩子们回来后，父亲说“你们当中至少有一 
个人额头上 有泥' 然后他问每一个孩子“你知道你额头上有没有泥吗？”同样的问题对每个孩子都 
问了两遍_假设每个孩子都可以看到对方的额头上是否有泥，但不能看见自己的额头，孩子们将 
会怎样回 答呢？ 假设两个孩子都很诚实并且都同时回答每一次提问。 

解令 s 和 d 分别表示命题儿子的额头上有泥和女儿的额头上有泥 6 当父亲说“你们当中至 
少有一个人额头上有泥”时，表示的是为真，当父亲第一次问那个问题时两个孩子都将回答 
"不 知道' 因为他们都看到对方的额头上有泥。也就是说，儿子知道^为真，但不 知道 5 是否为 

真 & 而女儿知道 S 为真，但不知道 d 是否为真。 

在儿子对第-次询问回答“不知道 w 后，女儿可以判断出 d 必力真。这是因为问第一次问题 
时，儿子知道 sVd 为真，但不能判断 S 是否为哀1利用这个信息，女儿能够得出结论 d 必定为 
真，因为如果 d 为假，儿子有理由推出，由于 sVd 为真，那么4必定为真，因此他对第一个问题 
的回答应为“知道' 儿子也可以类似推断出 S 必为真 D 因此，第二次两个孩子都将冋答“知道”。 ■ 


真值 


选时，对位串的运算即可 ffl 来处理 


Wi】der Ttitoy , 1915— 2000) 生于马萨诸塞州新捣德 it ， S 个独 牛子. 他的双亲都是教&， 
i 适合开发他的潜力，他的正规教育从布朗大学开始，学的是数学和化学 * 他在布朗大学获 
斯顿大学继续学习，不过从化学改学数学《 1939年由 T 他在拓扑学方面的工作 r 获得林 

学教师.随着第二次世界大战的墦发，他参加了火力控制研 究办公 
计学。用凯发现统计研究很合他的口味，并以他的技能给几位最有 
. 图凯回到普林斯顿大学数学系担任统计学教扠，井在 AT & T 贝 
成为该系首任主任 # 用凱 在统计 学的许多领域作出了 K 要 
次试验的一组#数值的椎断以及统计学原理《 ¥过他最著名的工作 
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表卜 K 宇位运算符 OR 、 AND 和 XOR 的真值表 
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位奉是0个或多个字位的序列。位串的长度就是它所含的字位的个数. 

例 17 101010011是长度为9 的一个 位串。 腫 

我们可以把宇位运箅扩展到位串上。我们在长度相同的两个位串上定义它们的按位 OR 、 按 
位 AND 和按位 XOR 分别为这样的位串，其中每个字位均由被运算的两个位串对应字位经 OR 、 
AND 和 XOR 运算而得。我们分别用符号 V 、 A 和 ㊉ 表承按位 OR 、 按位 AND 和按位 XOR 运 

算。我们用下面的例子解释对位串的这些按位 运算。 

例 18 求位串 01 1011 GU0 和11 0001 1101的按位 OR 、 按位 AND 和按位 XOR (这里以及 

本 1 S 其他地方均把位串按4位分块以便于阅读 : U _ 

解这两个位串的按位 OK 、 按位 AMD 和按位 XOR 分别由对应字位的 OR 、 AND 和 XOR 

得到，其结果是 

01 1011 0110 
11 0001 1101 
11 1011 1111 按位 OR 
01 0001 0100 按位 AND 
10 1010 1011 按位 XQR 

鼸 


练习 

1- 下列哪些语句是命题？这些是命题的语句的真值遐什么？ 

a ) 波士顿是马萨诸塞州 首府+ b ) 迈阿密是佛罗里达州首府, 


c )2 + 3 = 5. 

O 工 + 2= ll fl 

g ) 对每一对实数 A 都有 z + 十 A 

2. F 列哪些是命题？这些命题的真值是什么？ 
a ) 别过去 & 

c ) 在缅 闲州 没有熄苍蝇 a 

e ) 若 则 = 

3. 下列各命题的否定是什么？ 
a ) 今大是黾期四 n 
c )2 +l = 3, 

4. 令 p 、 为如下命题1 
P ： 本周我买了一张彩票， 
qt 星期五我中了百万美元头奖^ 

把下列 各命颃 表达为汉语句子 3 
a)-\p h) p V q 


d )5 + 7 = lO . 

f ) 回答这一问题, 


b ) 几点了？ 
d )4 + x =5 l5 

f ) 若 j ： = z ，则 y ~^~ z 

b ) 新泽西没有污染。 
d ) 缅因州的夏天又热乂哂， 


c)p *q d)phg 

g ) n ^ A ~yi V (声 A g ) 
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5,令 p 和9分別表示命题“在新泽西海岸游泳是允许的〃 和 4 * 在海岸附近发现过鲨鱼' 把下列各命题表达为 


汉语句子 ； 

b)pAq 

V q 

d)p 一 1 ^ 


f)ip 

g)p«-^ 

h)-^p A (p V -y}) 

6. 令 p 和 g 分别表示命题 “ 选举已经有了结果 ’ 

’ 和 “ 选票已经计数完毕 ’ 

r . 把下 列各 命题表达为汉语句子 

a)n 户 

h)pyq 

c)-\p A q 

d}q~^p 

e)n^ —n 多 

H p' q 为如下 命题 : 
气温在零度以下 = 
qt 正在下雪 。 

fh 户 -侉 i 

g)p—g 

h)n^ V CnP A q) 

用户、 g 和逻辑联接词写出下列各命题： 
a) 气溫在零度以 r 且正在下弯 6 



b) 气温在零度以下， 

但没下雪 4 



e) 气温不在眾度以下 

,也不 y 雪， 



d) 也许在下雪 T 也许在零度以下（也许两者在内 ） a 



若气 温在零度以下 * 那也就在_^雪6 

f) 也许气温在零度以下，也许在下雪，但如果在零度以 T, 就不在 下雪。 

g) 气温在零度以下是下雪的充分必要条件 . 

S. 令 g 和 r 为如下命題： 

fi ; 你得流感了+ 
t 你错过了期终的考试。 
r： 这门课你及格了. 

将下列各命题 m 汉语表示： 

a )p c)q 

d ) p\f q\f r — 下） V (9— 下〉 i)(.p Aq ) V A r) 

% ~ P 、 7 为如 F 命 

p , 你的车速超过每小时 S5 英里 （1 英里 =L6 公里 h 
Q ： 你接到一张超速罚单。 

用 p、 ^和逻辑联接同写出下列命题； 

a) 你的车速没有超过每小时 6S 英里 D 

b ) 你的车速超过每小时65 英里， 但没接到超速罚单 t 

d 你的车速若超过每小时 6S 英里，将接到~张超速罚笮. 
d) 你的车速不超过每小时&5英里，就不会接到超速罚申 
c> 车速超过每小时65英里足以接到超速罚单。 

f) 你接到一张超速罚单，但你的车速没超过每小时65英 

g ) 只要你接到一张超速罚单，你的车速就超过毎小时65英 P _, 

10■令 p 、 r 为如下命麵： 

P : 你的期末考试得了个 A t 
qt 你做了本书每一道练习. 
r, 这□课你 得了个 

用 g 、 r 和逻辑联接词写出下列命 M : 

a) 这 H 课你得/个 A， 倍你并没做本书的每道练 

b) 你的期末考试得了个 A， 你做了本书的每一道练习，井且这门课你得了个 

c) 想在这门课得你必须在期末考试得 

d) 你的期末考试得了个 A, 你没有做本书的毎道练习，可不苷怎样这门课你得了个 A P 
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c ) 斯末考试得 A 井且做本书的每道练习，足以使你这门课得 A 。 
f ) 这门课得 A 当1仅当你做本书的每道练习或期末考试得 
11 - 令 p 1 、 g . r 为如下命鹿； 
pz 在这个地 K 发现过灰熊。 

Qi 在小路 _ t 徒步旅行是安全的， 
r s 小路两旁的草莓成熟了。 

用/^ r 和逻辑联接词写出下列命题 s 

a ) 小路阏旁的草莓成熟了，但在这个地区没有发现过灰熊 & 

b > 在这个地区没有发现过灰熊，且在小路上徒步旅行是安全的_但小路两旁的草莓成熟了. 

c ) 如果小路两旁的草莓成熟了，徒步旅行是安全的当且仅当在这个地區没有发现过灰熊， 

d ) 在小路上徒步旅行不安全*钽在这个地区没有发现过灰熊且小路两旁的草蓓成熟了。 

e ) 为了使在小路上旅行很安全，其必要条件（但并不充分>是小路两旁的草莓投有 成熟且 在这个地区没 


有发现过灰熊。 

D 无论何时在这个地区发现过灰熊 ft 小路两旁的草莓成熟了，在小路上徒步旅行就不安全。 
m 判断下列这些双蕴含是真是假： 


a ) 2 + 2 = 4 当且仅当1 + 1 二良 

b ) ]+l = 2 当且仅当 2 + 3 = 4* 

c ) 现在是冬季当且仅当现在不是審季、夏季或秋季。 

d ) l 卞1=3当且仅当猪会飞， 
c )0> l 当且仅当 2 >K 

13, 判断下列各蕴含是真 是假： 

a ) 若 1 + 1=2，则2 + 2 = 5, 
c > 若 1 + 1 = 3.则 2 + 2 = 5 p 
c ) 若1 + 1 = 3，就存在上帝， 
g ) 若 l + l = 2 t 猪就会飞， 

14. 就下列各语句，判断其中想表达的是同或还是异或 * 说明理由; 

a ) 要求有使用 C ++或 Java 的经验。 

b ) 午餐包括汤或沙拉 0 

C) 你必须持护照或选民登记卡不能入境 & 


b ) 若 1 + 1 = 3,则2 + 2^4, 
d ) 若猪会飞，那么1 + 1 = 3, 
f ) 若1 + 1=3,猪就会飞。 
h ) 若2 + 2 = 4，则 1 + 2-3, 


d ) 出版或销毁. 

15. 对下列各语句 * 说■说其中的或是同或（即析取〉与异或时它们的含叉*你认为语句想表示的是哪个或? 

a ) 要选修离散数学课，你必须已经选修微积分或计算机科学的一门课《 

b ) 从 Acme 汽车公司购买一部新车，你就能得到2 000美元现金回扣，或2%的汽车 贷欹。 

e ) 两人套餐包括 A 列中的两项或 B 列中的三项 

d ) 若下雪超过两英尺或寒 K 低于一 100,学校就停课 . 

16. 把下列语句写成“如果 p , 那么 g ” 的形式，[提 彔： 参考本节列出的通常表达蕴含的方式。] 
a ) 要想晋升，帮老板洗车是很有必要的 t 

t >) 吹南风预示着春天要来了。 

c ) 保单有效的充分条件是你的计算机_买时间不超过一年 • 

d ) Wilty 只要行骗就会被抓住。 

e ) 只有支付了订阅费，你才能访问网站。 

f ) 获得选举源于认识右翼人士。 

g ) 每当坐船 Card 就会晕船， 

17. 把下列语句写成“如果户. 那么/ 的形式 & [提 示： 参考本节列出的通常表达蕴含的方式二 
a ) 吹东北风的时候就下雪。 
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b ) 暖天持续一周苹果树就开花， 

c > 活塞队臬得冠军就意味着他们打败了湖人队。 

d ) 必须走 S 英里才能到 朗斯吟 的顶峰， 

e ) 要得到教授职位，世界闻名就 够了， 

D 如果你驾车超过400英里，就需要买汽油了„ 
g ) 只有你构买的 CD 机不超过90天，你的保修单才有效， 

18. 把下列语句写成“如果化那么/的形式9 [提示：参考本甘列出的通常表达蕴含的方式 。:] 

a ) 只要你发给我_个电子邮件+我就会记住把地址寄绐你 

b ) 要成为 美闻公 民*只要你生在美 興就行 了. 

如果你保存课本，它会是你未来其他课程的有用参考书。 

d ) 如果守 n 员衷现好，红翼队将贏得斯坦利杯 D 
e > 你获得这_职位表明你有最好的信背 D 

f ) 有风暴时沙滩受侵蚀。 

tf ) 在服务器登录必须有一个有效的口令。 

19. 把下列命题写成 “ P 当且仅当 f 的形式： 

a ) 如果外边热你就买冰激淋；如果你买冰激淋，外边就热， 

b ) 你羸得竞赛的充分必要条件是你有那唯一的获胜券 D 

r ) 只有你有关系才能得到提拔，只有得到提拔你才有关系 a 

d ) 如果你看电视，记忆会衰退 f 反之亦然。 

e ) 火车恰在我乘坐的那些 H 子晚点 B 

20. 把下列命题写成“；> 当且仅当 f 的形式 ； 

a ) 你能在这门课得 A 的充分必要条件是学会解离散数学问题。 

b ) 如果你每天看报，你就了解情况；反之亦然. 
c } 周末天下雨， T 雨天是周末 

d ) 仅当巫师不在家时你能看到他，仅当你能看到巫师时他+在家。 

21. 给出下列各蕴含关系的逆、逆否和否命题 * 
a ) 如果今天下雪，我明天就去滑雪. 


b ) 只要有测验，我就来上课 s 

c ) 只有当正整数没有1和它自己以外的因数时，它才是素数 
22,给出 T 列蕴含关系的逆、逆否和否命题； 

W 如梁今晚下雪，我将呆在家里。 

b ) 只要是阳光充足的夏天，我就去海滩 s 

c ) 如果我起床晚了，一定是我白天睡到了中午 g 


23. 为下列各复合命题构造真值表 
A)pA np 

d)</? V - ►(p A q) 

24. 为下列各复合命题构造真值表 

d){ p Aq) q) 

25. 为下列各复合命题构造真值表 
a)( 户 V 

26* 为下列各复合命题构造真值表 

a ) P 

d ) ni ^ ©~|? 


b)p V -[p 

e ) ( p -— 一嗜、 

h ) p^-p 

e) ( q ( p 

b )( p 0 g ) ~^( pAq ) 

b)pQmP 

e'Hp ㊉ 訾 ） V (P ©ny) 


c ) ip\J hq ) —q 
1)( plf 

c ) 户 ㊉ Cp V g 1 ) 

0( ” ~ f ?) 

c)(p V g >®( p Aq ) 
0(p 0q) ( p ©n>7) 


c)p ㊉ ， 

f)(p 0 g ) A (p 0^9) 
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2?. 为下列各复合命题构造真值表: 


a)p 呼 if h)-\p^*q 

d ) (p—^q) A 户 c)(p V * q ) 

28. 为下列各复合命题构造真值表： 


а) ( ^3 V q) V r b){p V g) A r 

б) ( py q ) A r e)(p V An r 

29, 为 T 列各复合命题构造真值表； 


a)r) h)-\p - 

d )(^^ t /) A (np ~^ r ) e )< p —V ( n ?^ r ) 


c)(p^q) V ( nP — 
D(np — w ( P ^g) 


c)(p/\q}\/ r 
i )( pAq ) V-r 


v.) (p ~*^q) V ( r ) 
f) (-|p 


30, 构造 （（p ™"^ f ) ~^ r ) —^ 的真值衷 • ， 

31, 构造 —(~. v ) 的真值表 。 

32, 假定在计算机程序中 * 执行下列语句之前， x = l ， 在执行之后 x 的值是什么？ 
a)if 1+2 = 3 then x : = i+l 


b) if C1 +1 = 3)QR(2^2 = 3)then j ： s =jc+1 

c ) if (2+3 = 5)AND(3 + 4 = 7 )flieii jt | = j ：+] 

d) if (l + l-2)XCJKa+2 = 3)then j ' = ^+1 


e ) ifx <_2 then x s = t +1 

33. 求 T 列各对位串的按位 OJ ?、 按位 AND 及按位 XOi ?: 


a) 101 1110, 010 0001 
c ) tX ) 0111 0001， 10 0100 1000 

34. 计算下列表 达式： 

a>I 1000 A CO 1011 V 1 101.1) 
cKD 1010 © 1 1011)® 0 1000 


b)iin oooo, loio loio 
d)ii mi mi* oo oooo oooo 

bxo mi ai oioi) vo looo 

d)U 1011 V 0 1010) AO 0001 VI 1011) 


模糊 逻辑町用于人 工锊能 6 在模糊逻辑中命题的真值是界于 o 和 1( 包括 o 和 i ) 之间的数，以 o 
一布 b ’ 为真值的命駿为假.以1为真值的命 M 为直。0和1之问的真值表示不同程度的 真值， 例如，诺 
句“傅雷德是幸福的”的寘值可以是 CKfi , 闪为傅雷德大部分时间是肀福的； 44 约翰是幸搞的"的真值可能是 
0.4, 因为他幸塥的时间比一 f •稍短。 

35. 模糊逻辑中命题否定的真值是1减去该命题的真值 t 语句“傅雷德不幸福”和"约翰不幸福”的真值是什么？ 

36, 梭糊逻辑中两个命题的合取的真值是两个命题真值的最小值 s 语句“傅雷德和约翰都幸福”和 w 傅雷德和约 


翰都不幸福”的真值是 什么？ 

37. 模糊逻辑中两个命驄的折取的真值是两个 命题真 值的最大值.语句"傅雷德幸福或约翰率福”与“傅雷德不 
幸摇或约翰不幸福”的真值是什么？ 

*38. 断言“本语句为假 ”是命 题吗？ 

*39+ 在一个100条语句的列表中，第^条语句是“在这个列表中，怡有》个语句为假， 

a ) 从这些语句中你可以得出什么结论？ 

b ) 若第 n 条语句是“在这个列表中 * 至少有 n 个语句为假”_回答问题 a ) & 
c > 假设这个列表包含99条 语句， 回答问题 bh 

40,在占西西里的传说中有_个住在边远小镝卜的剃头跎，只有穿 过一条 危险的山路才能找到他，这个剃头 
匠只给那些不自己剃须的人刮胡子。这样的剃头匠能存在吗？ 

4 L 边远村庄的每个人要么总说真话，要么总说谎,对旅游#的问题 * 村民要么回答“是' 要么回答 “不' 
假定你在这一地区旅游，走到了一个岔路 U ， 一条岔路通向你想去的遗址，另一岔路通向丛林深 处1 此 
时恰有 一紂民 站在岔路口，问村民什么祥的一个问题就能决定走哪条路？ 

42, 一 个探险者被几个吃人者抓住了，有两种吃人者；总是说谎的和永不说 谎的。 除非探险者能判断 出一位 
指定的吃人者是说谎者还是说真话#,否则就要被吃人者烤了吃，探险者只被允许问这位吃人者一个 
问题1 
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a ) 解释为什么问： "你说 谎吗？”是不行的。 

W 找一个问题，使探险者可以用来判断该吃人者是说谎者还是说真话者 。 

43 - 使用命题广扫描消息中的病毒”和 y “ 消息来自一个未知的系统#以及逻辑联接词来 表达下 列系统规范 
说明， . 

a ) “每当消息来自一个未知的系统时，就扫描消息中的 病毒， 

消息来自一个未知的系统，但不扫描消息中的病毒， 
e ) “ 每当消总来自一个未知的系统时，就有必要扫描消息中的病毒， 
dr 当消息不足来自一个未知的系统时，就不扫描消息中的病毒， 

44+使用命题，用户输人有效的口令' 访问被 授权' ，用户已经支付了订阅费”以及逻辑联接词来表达下 

列系统规范说明。 . 

用户已经支付了订阅费 ， 但没有输人有效的 n 令， 

b ) “ 每当用户已经支付了订阅费并输人有效的口令，访问被授权。” 

如果用户没有 支付汀 阅费+访问被拒绝， 

如果用户没有输人有效的口令但已经支付了订阅费 ， 访间被授权， 

45, 下列系统规范说明-致吗？ 

" 当且仅当系统正常操作时.系统处千多用户状态。如果系统正常操作，则它的核心程序正在运行 。 
核心程序不能正常运行，或者系统处于中断模式，如果系统不处于多用户状态，它就处于中断模式 。系 
统不处在中断模式， 

46, 下列系统规范说明一致吗？ 

“每当对系统软件进行升级时.用户不能访问文件系统。如果用户能访问文件系统，那么他们能保存 
新文件 d 如果用户不能保存新文件 t 那么系统软件尚未升级， 

47, 下列系统规范说明一致吗？ 

“路由器能向边缘系统发送分组仅.当它支持新的地址空间时 s 要让路由器支持新的地址空间，就必须 
安装最新的软件发布*如果最新的软件发布被安装了，路由器就能向边缘系统发送分组 • 路由器不支持 
新的地址空间， 

48- 下列系统规范说明一致吗？ 

“如果文件系统未加锁-那么新消息将被排 成队。 如果文件系统未加钺，则系统正常运行；反之亦 
然 。 如果新消息尚未排队 * 就会送人消息缓冲区 ， 如果文件系统未加锁，那么新消息将被送入消息缓冲 
区 。 新消息不会被送入消息缓冲区， 

49. 你会用什么样的布尔检索来寻找关于新泽西州海滩的 网贞？ 如果你想找关于泽西岛（在英吉利海峡）海滩 
的网页呢？ 

50. 你会用什么样的布尔检索来寻找关于徒 步旅行 西弗吉妃亚的网页？如果你想找关于徒步旅行弗吉尼亚的 
网页，而不是西弗吉尼亚呢？ 

练习51〜55是关干 Smullyan 的趣味逻辑的 g 个岛上居住着两类人；骑士和流氓，骑士说的都是实话， 
而流氓只会说谎。根据下列不同情况判断 A 、 U 两人到底是流氓还是骑士，如果认为得不出最终结论的，也 
请说出任何可能的结沦。 

51-^ T 说：“我们之间至少有一个是流氓' B 什么都没说， 

514说："我们两个都是 骑士' C 说： “ A 是流氓' 

53- A 说 : " 我是流氓或者 B 是骑士”， B 什么都没说 . 

54. A 和 B 都说；“我是骑士' 

55- 4说 ； “我们都是流氓”， B 什么都没说 E 

练习56〜61是智力游戏题，解题財可以先把语句翻译成逻辑表达式，再用真值表从这些表达式作椎理， 

56 - 对于杀害 Cooper 先生的凶手， 警 察有三个怀疑对象； Smith 先生、 Jones 先生和 WUliams 先生 d 他们三人 
都声称没有杀害 txxsper ^ Smith 还称 Cooper 是 Jonef ^ 的朋友并 il Williams 不喜欢他* Jones 也卢称他不认识 
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Cooper 并且 Cooper 被害的当天他不在镇上， Willems 也卢称他在案发当天看见 Smhh 和:与 Cooper 在 
一起， 因此不是 Smith 就是 Jones 是凶手 & 在下列情况下，请判断谁是凶手。 

a ) 三人中有一人是凶手 T 淸白的那两个人说的是真话，但凶手说的 话不一 定为真 D 

b ) 清白者没有撒谎。 

57,斯蒂夫想用两个事实来判断三位工作伙伴的相对薪水 D 首先他知道如果傅雷德的薪水不是三人中最高的， 
那么杰 M 斯的最商。其次他知道如果杰尼斯的薪水不是最低的，那么麦吉的最高，从以上斯蒂夫知道的 
事实，有可能决定傅雷德 I 麦吉和杰尼斯的相对薪水吗？如果能，谁的最高.谁的最低？解释你的推理„ 
5 S - 五个朋友都能进人谈话室.如果知道下面这些信息，能决定谁在谈话吗？凯文或希思或他们两个都在谈 
话， 竺迪或维杰在谈话，但没有同时谈话。如果阿比在谈话，那么兰迪也在谈话。维杰$凯文或者两人 
都在谈话，或者都不谈话 t 如果 希思在 谈话，那么阿比和凯文也在谈 . 解释你的推理^ 

59, 侦探调査了罪案的四位证人。从证人的话侦探得出的结论是：如果男管家说的是真话，那么厨师说的也 
是真话；厨师和园丁说的不可能都是真话；园 T 和杂役不可能都在说谎；如果杂役说真话，那么厨师在 
说谎，侦探能判定这四位证人分别是在说谎还是在说真话吗？解释你的推理。 

60. 四个朋友被认定为非法进人某计箅:机系统的嫌疑人，他们已对调赍员作了陈述 t 艾丽斯说“卡罗斯千的， 
约翰说“我没干，卡罗斯说"戴安娜干的，戴安娜说“卡罗斯说是我干的，他说谎， 

a ) 如果调査员知道四个嫌疑人中恰有一人说真话，那么谁干的？解释你的推理. 

b ) 如果尚査员知道 恰有人 说谎，谁干的？解释你的推理。 

*61. 试求解下面这个由爱因斯坦提出的著名的逻辑难题〔也称为斑马难题） . 5个不同 M 家旦工作各不相同的人 
分别住在一条街上的5所房子甩，毎所房 子的颜 色不同，每个人都有自己养的不同的宠物，喜欢喝不同 
的饮料，根据以下提兩，你能告诉我哪个房子里的人养斑马哪个房子里的人莒欢喝矿泉水吗？ 
英网 人住在红色的房子里1西班牙人养了一条狗 . 日本人是一个油漆工。意大利人崑欢 喝茶。 捆威 
人住在左边的第一个房子里。绿房子在白房子的右边.摄 影师养 了一只蜗牛.外交官住在黄房子里 B 中 
间那个房子里的人喜欢喝牛奶。再欢喝珈啡的人住在绿房子里^挪威人住在蓝色的房子旁边 . 小提琴家 
育欢喝桔子汁 。 养狐狸內人所住的房子与医师的房子相邻.养马的人所住的房子与外交官的房子相邻。 
(提乐 ； 绘-张 表，其中行表示每个人，列表示他们所住的房子的颜色、他们的工作、他们养的宠物以及 
他们軎欢喝的饮料，用逻辑推理来判断表中正确的 项。） 

1.2 命题等价 


12」引言 


数学证明中使用的 一 种重要方法是用真值相同的一个语句取代另一个语句。因此，在构造数 
学证明时广泛使用从已知复合命题产生具有同样真值的其他命题的方法。 

我们就从根据可能的真值对复合命题进行分类开姶讨论。 

复合命題称为永真式（或重言式） f 如果无论其中出现的命题的真值是什么，它的真 
值总是真 d 真值永远为假的笈合命题称为矛潘 u 最后，既不是永真式又不是矛盾的命题称为可 


定义 


能式。 

在数学推理中永真式和矛盾往往是重要的，下面的例子解释了这两类命题^ 


例1我们可以只用一个命题构造永真式和 
矛盾， p \/ ifi 和 p A ip 的真值表如表1 -9 所示 。 
因为 pV ' iP 总是真，它是永真式。因为 pAnP 
总是假，它是矛盾. _ 


表 1-9 永真式和矛盾的例子 


P 

r 

Ifi 

fiV^ 


— T 

F 

T 

i F 

_!_1 

T 

T 

F 
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1.2.2 逻辑等价 


在所有可能的情况下都有相同真值的两个复合命题称为逻辑等价，我们也可以如下定 
义这一概念 & 

如果/是永真式，命题 p 和^称为是逻辑等价的 • 记号表示 P 和？逻辑 

等价。 


注意 符号 $ 不是逻辑连接词，因为 peg 不是复 合命題 ， 而语句是 永真式 $ 符 
号 ㈡ 有时用来代替辛表示等价。 

判定两个命题是否等价的方法之一是使用真值表 a 特別是，命题 P 和 g 等价当且仅当 
给出它们真值的两列完全 致 5 下面例子解释了这一方法 
例2证明和 等价， 这一等价关系是德摩根定律之一。这是用19世纪中叶英 
国数学家德摩根 （Augustus Efc Morgan )® 的名字命名的。 

解表1-〗0给出了这些命题的 真值。 由于財 P 和？所有可能的真值组合，命题尔和 
npAng 的真值都一样，这两个命题逻辑等价。 



F 

F 


表 I * id n ( P V g } 和 np /\ ng 的真值表 



-7 

P V q 



~yi 

nP A i 

丁 

T 

F 

F 

1 F 

■■ 

F 

F 

T 

F 

F 

T 

F 

T 

' T 

F 

T 

F | 

| F 

F 

F 

1 T 

T 

T 

T 



■_ ，.丄1/'_ : © 奥 古斯塔 * _ 靡根 De Mon 明 n , 18 W — 1871 ) 生于印度，他父亲是印度陆军上校《德摩根7个月 

大时全家移居英闽 n 他上的是私立学校并在那黾培养了对数学的兴搜，德雎根1827年毕业于剑桥三一学院。 
尽管他想过要学医或学法律 * 最后还是决定以数学为毕生事业。1828年他获得了伦敦大学学院 的一个 职位，但当他的一 
位教授阔事被无故解厢时他辞职了 • 不过 * 在1836年他的继任人去 tit 后他又 EI 到 ffJ 己的位置，直到18&6年。 

想摩根以强 SBJ 原理胜干技木_著名，他的学生中有许多是著名的数学家，包括拉弗雷斯伯斟夫人奥古斯塔 （Ads 
August ) ,她是巴 R 奇 （Charks Bahhage ) 计算钒器研究的合作者(参见 X ；于 Ada Augusta 的牛平注释） B 

德摩根是位特別多产的作家_他为不止15家期刊写了 1000多篇文章*德摩根还为仵多学科_写#本_包括逻辑、 
概宇、微积分和代数 u 1838年，他皆次给出了数 学归纳法这一 屯赛证明技术的消晰解释，数学妇纳法这一术语即由他创 
造.18世纪40年代他对符号逻辑的发展做出了奠基件的贡献 & 他发明 Tffi 助他证明命®等价的符号，其中包括以他的名 
字命名的定律 * 1842年，德躍根给 m _ r 关亍极限的 也许是笫一个 准确定义，并提出了无穷数列收敛的若〒檢验标准□铯 
摩根还对数学史有兴趣，写了牛顿和哈雷的生平传记， 

1837年,徳摩根与弗伦德 （ SophkFrmd ) 结婚，后者在1882年擠写了德摩根传记 。 德摩根的研究、写作和教学使他 

无暇颐 及家庭 和什交 +不过他的#良 I 幽畎及广博的知识仍是 M 名于世的， 

拉弗雷斯伯》夫人奥古斯塔 ( Ada August ^ 1815— JS 52) 艾达，奧古斯塔是著名诗人拜伦 （ 爵和 
安娜贝纳 * 米尔班克 （Annabella M 山 banke ) 的唯一孩子，然而他们在艾达1个月大时就分居丫，艾达由母 
亲养大，也是母亲发抛了艾达在智力上的天艾达的老师是数学家威廉 • 弗伦徳 （WiUbm Frcnd > 和奥古斯塔_德囌根 
(Augustus De Morgan ) , IS 38 年，艾达同金 < Kinp 爵土结 _ T 此人后來被晋升为拉弗雷斯 伯爵. 他们一共有3个 孩子* 
艾达结娇后仍坚持她在数学上的研究，帮肋杳理 . E 贝奇 （ChdM Babbage } 从事早期的汁算机器的研究工作，这种 
机器称为解析机 9 关于此种机器辕完整的解释吋在艾达的著作中找到， 1 S 45 年以 fh 艾达同巴贝奇一同致力于能预濟赛 
马结果的系统的研究 B 然而 * 他们的系统不能运行 ■ 使文达去世时还因此欠 F 大笔债务。稃序设计语言 Ada 就是为纪念 
这位伯爵夫人而命名的， 
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例 3 证明命题和逻辑 等价。 

解在表 1-11 中构造了这两个命题的真值表。由于和/> 的真值一致，它们是逻辑 

等价的. 


表 1 

■11 ™ip V 9 和 p 

“q 的 寘值表 


P 

R 


ip 

~\py <i 

P 十 q 

T 

T 


F 


T 

T 

i 

T 

F 


F 


F 

i 

! F 

F 

T 


T 


T 

1 

1 

T 

F 

F 


T 


T 

T 



例4 证明命题户\/ ( qAr ) mp \/ q ) A (p V r ) 逻辑等价 9 这是析取对合取的分配律。 

解表 1-12 中构造了这两个命题的具值表，丙为0 7(*?64和（/>"?)六（户\/「）的真值一样， 
它们是逻辑等价的。 


注意 涉及 3 个不同命题的复合命题的真值表需要 8 行，每一行代表这 3 个命题的真值 
的一种组合，一般涉及《个命题的复合命题需要2” 行； 


表 1-12 尸乂（ 9 6 0和&"#)六【夕"幻逻辑等价的演示 


P 


r 

^ A r 

iqhr) 

P、q 1 

PVr 

(pVq)A(pyr) 

IT 

丁 

T 

T 

T 

1 1 

T 
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T 

T 
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F 

T 

; T 

T 

T 

T 

F 

T 

F 

T 

T 

T 

T 

T 

F 

F 

F 

T 

r 

T 

T 

F 
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T 

T 

T 

T 

T 

| T 

F 

T 

F 

F 

F 

T I 

F 

F 

F 

F 

T 

F 

F 

F 

T 

F 

F 

_ 

F 

F 

F 

f i 

F ! 

F 


表 1-13 给出了若干重要的等价关系在这些等价关系申， T 表示永远为真的任何命题 ， F 
表示永远为假的任何命题，对于涉及蕴含和双蕴含的复合命题，我们也在表 1-13 〜表卜15中给 
出了一些有用的等价关系。本节末的练习中要求读者证明这些等价关系。 

析取的结合律表明表达式 pVgV r 是有定义的 „ 因为先析取 p 和 g 再与『析取或先析取 g 和 r 

再与 f 析取，其结果一样。同样 ， p A A r 也是有定义的。扩展这一推理过程可以 证明： 
p ! V 你 V … V 九和 pi A 扣 A … A A 均有定义，只要 pi ， 扣，…，“为命题。进而可以注意到德 
摩根律可以扩展为 

n (p\ N P2 \I … V Pn pi A n f 2 八 … A nptt) 

和 

~\ ( pi A Pz A *** A pn )<=^ (-| /*l V ^ p2 V #¥p V ^ pn ) 

证明这些恒等式的方法将在第 3 章 3. 3 节给出 4 

i 

表113中的逻辑等价关系以及业已建立起来的其他（如表 i - H 和表 1-15 中所示的那 
些）等价关系，4以用于构造其他等价关系,原因是复合命题中的一个命题可以用与 


© 这些恒等式是布尔代数中恒等式的一种特殊悄况.请将这些恒等式与7节表 1-21 中的集合恒等式比较一下, 
也与 10. 1节表10^5中的布尔 恒等式 比较 一 
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它逻辑等价的命题替换而不改变复合命题的真值。这种方法可由例5和例6得到说明.在这两个 
例子中，我们还使用了如 F 事实（见练习 50): 如果 p 和 v 逻辑等价， g 和 r 逻辑等价，那么 p 和 
r 也逻辑等价 & 


表 1-13 逻辑等价 


等价关系 

名 称 

p/\T ㈡ p : 

恒等律 

p V 


py t^t ! 

p A FwF 

支配律 

pW pep 

p{\p ㈡ p 

幂等律 


双非律 

p V q ㈡ qM p 
p A q<i=^qA p 

交換律 

(py q ) ^ r^py (q 1 ^/ r) 

(pAq) A A C(J A r) 

结台律 

pVCgAr)^C^V<f)A(^Vr) 
pA tgVr)«(pAfl) V (pAr) 

分配律 

1( fi A V nq 

itpM q) ㈡ -\p Pqq 

德瘅根定律 

p V < p A q) ㈡ p 
p A (p V q)<^p 

吸收律 

a 

pV ㈡ T 

p 八 -ip ㈡ F 

否定律 


表 1-14 涉及蘊含的逻辑等价 

hi - ■ " im ■ ■ ■ — 

p 一 qU]p、J q 

V g^np-^Q 
p A g ㈡ p-^Ty) 

-jt p 一 p A 

( p~-^q) A A r> 

{ p-*r) A 一 r) ㈡ （p V q) — r 

(p— g) \J r) 

(p-*r) V iq-^r) ㈡ （p 畔 r 

表 1_1 S 涉及双蕴含的逻辑等价 

p-^-q) A iq^*p) 

p M (J ■㈡ 

pAq^\f (-7 p A nq) 


例 S 证明1(夕\/(-^八0)和哗八1逻辑等价。 

解我们可用真值表证明这两个复合命题等价 a 不过我们不这样做，而是每次使用表^13 
中的一个等价关系，依次建立一串等价，从 -1( 户 V ( nfAg )) 开始 T 结束，最终证明它 
们等价。我们有 r 列等价关系。 

n ( pV (^ pAq ))^ npA ^( npAq ) 由第二德摩根定律 

㈡ np A [i(nf) V 1] 由第 〜德难 根定律 


A ( p\f ~ ig ) 由双非律 

^(npA p ) V (np A ~ iq ) 由分配律 


㈡ F V i-\p A ~ iq ) 
㈡ （Ip /\ - yj ) V F 
㈡ nP Au 


由 于 ifiA 方 ㈡ F 
由析取的交换律 
由 F 的恒等律 


于是] ( pV (] fAq )) 和 npAng 逻辑等价。 ■ 

例 6 证明（户 / W )—4 V W 为永真式。 

解 为证明这个命题是永真式，我们将用逻辑等价证明它逻辑上等价于(注 意： 这也可 
以用真值表来完成 J 


(p Aq ) P V g) ㈡ n ( P A g ) V (p V q ) 

㈡ （nP W V (於 Vg ) 
«(-|p V p ) V V q ) 

㈡ TVT 


由例 3 

由第一德摩根定律 
由析取的结合律和交换律 
由例]和析取的交换律 


㈡ T 


由支配律 



真值表可以用于判定复合命题是否为永真式。对于只贪少数变景的命题，可以用手工完成这 
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一 工作。但当变規数目增长时，就不可行了，例如，对于含20个变量的命题，它的真值表就有 
2^ = 1048 576行。显然，你需要一台计算机帮助你以这种方式判定含20个变最的命题是否为永真 
式 0 但是当变 跫数为 1000时，_台计算机能在-个可以接受的时间内判定复合命题是否为永真式 
吗？要检査2_°种(这 是个 超过300位的十进制数）可能的真值组合中的每一种，一台计算机在 
儿万亿年之内都不可能完成。而且迄今尚没有其他已知的计算过程能使计算机在合理的时间之内 
判定变量数这么大的命题是否为永真式，在第2章我们 学七算 法复杂性时，将研究这一类问题， 

练习 

I. 用真值表证明 F 列等价关系. 

a)/j A b 〕 pVF ㈡ 夕 c)p A F^F 

d)p VTwT c ) p\f Dp^A p^p 

2 - 证明 户) 和 P 逻辑等价。 

3. 用真值表证明交换律 

a)p V q ㈡ q\f p b)p A q^q A p 

4 - 用真值表证明结合律 

a ) (p V 分） V r ㈡ 户 v ( 7 V >) h ) f p A q ) f \ r^p A (.q A r ) 

5, 用真值表征明分配律. 

p /\(. q \/ r }^=4( p Aq)y (p A r ) 

6, 用真值衷证明等价关系 ， 

A V ~n 

7, 用真值表证明下列各蕴含关系为永真式。 

a ) ( p A ~^p b)p g ) c)-|p p 

d > Cp A g ) 今 i p -^ q ) e ) n ( fi 一 p f >]( 户 —<1 、 — 

8+ 用真值表证明下列蕴含关系为永真式 # 

A i p \{ y )] ~^q b ) [( p 今 q ) h ( q ，，)]■+(/> ™^ r ) 

c)[/> A lp — q 、 - d)[(/> V 兮 ） A ( p A Cq r) ] —*"r 

9, 不用真值表证明练习 7 中的各蕴含关系为永真式 a 
10 + 不用真值表证明练习 S 中的各菹含关系为水真式， 

II. 用真值表证明下列称为吸收律的等价关系， 

a ) p V (p A q)^p b ) p /\ ( p\f q)^p 

12 - 判断 （nP A (P 1 是否为永真式。 

13 - 判断 A ( p - ^) 卜是否为水真式。 

14. 证明 pi 和（户 AW V C jAi ) 等价。 

15. 证明 （p — g ) 和 p — (g — 不等价 

16. 证明 p 和1逻辑等价 a 
1.7- 证明和 —- nff 逻辑等价* 

18, 证明和多 — g 逻辑等价 & 

19, 证明 n (户 和冲 逻辑等价* 

20* 证明■"『)和户 ’ 〔g A r ) 逻辑等价。 

21. 证明 （/>— r )/\ (< j — r ) 和 （ pVg)—r 逻辑等价 4 

22. 证明（夕 V < p — r ) 和夕 + ( gVr ) 逻辑等价。 

23. 证明和（户 Ag )^ r 逻辑等价。 

24. 证明和 g—"(p V Oil 辑等价。 

25. 证明和 （p — g > A ( g ^ p ) 逻辑等价。 

2 S . 证明和 npH - W 逻辑等价。 

27,证明和 r ? 逻辑等价， 
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28 , 证明 （pVd A <-^ Vr )— QVO 是永真式, 

29, 证明 （ p —— 是永真式 & 

只含逻辑运算符 V 、 A 和 n 的复合命题的时偶是将该命题中的每个 V 用 A 代替， 每个 A 用 V 代替，每 
个 T 用 F 代替，每个 F 用 T 代替得到的命题。命题 s 的对偶用^表示 D 
30_求下列命题的 对偶。 

AnqA-r h)(pAqAr)V ^ c)(/> V F) A (y V T) 

31』证明 k 

32. 表 1-13 中的逻辑等价关系除双非律外都是成对的。证明每一对命题都是互为对偶的 t 
#33. 为什么两个只含运算符 A 、 Vflh 的等价复合命题的对偶也等价？ 

34, 找一个只含命题 /N g 和 r 的复合命题，当 p 和？为真而 r 为假时命題力真，否则为假。[提示；用各个 
命题或其否定构造合取 J 

35, 找一个只含命题 p、q 和 r 的复合命题，在 />、 g 和 r 中恰有两个为真时命题为真,否则 为假. [ 提示： 
构 M 合取的析取，对命 M 成真的每一种绀合包含一个合取 。 每个合取都应包含三个命题中每个命题或 
它的否定，] 

36, 假定用 a 个命题变黾给出一个 S 值表。证明可依此衷构造一个复合命题，使其真值与此表一致。构造 
办法是， 对变道 的每一种便复合命题成真的组合，用变最或变最的否定作成合取；再对所有合取作析 
取。这样得到的复合命题称为析取范式 ^ 

如果每-个复合命题都逻辑等价于一个只含某些运算符的复合命题，则这一组逻辑运箅符称为功能完备的， 
37+址明 n 、 A 和 V 构成一个功能完备的逻辑运算符集合。[提 示： 利用练习26中给出的事实，即每个命 
题都逻辑等价于一个析取范式。] 

ns . 证明，和/\构成一个功能完备的逻辑运算符集合 。[提 示：萏先用德摩根定律证明 pvg 等价于 

*39. 证明1和 V 构成一个功能完备的逻辑运算符集合- 

下面几道题用到逻辑运算符 NAND (与1_)和 NOR (或非）。命题 p NANDg 在 A 为假或？为假或两者均 
为假时为真；和 g 均为真时为假《命 M P NOR ?只 在&和 g 均为假时为真 t 否则为假。命题 pNAND 
q 和 p NOR g 分别表尕为 p U 和户 I 心（运算符丨和4分别以谢佛和皮尔斯的名宇命名为謝怖竖 （Shdfer 
stroke ) 和皮尔斯 e> 箭头 
40. 为运裤符 NANI ) 构造真值表。 

t ' g . &查理 * 皮尔斯 （OiaHts Saudis Peirct . 1839—1914} 许多人都认为查埋 * 皮尔斯是美网 最有创 造性和 

最多才多艺的知识分子。他生于麻 t 的剑桥，其父本杰明_皮尔斯是哈佛大学的 数学和 自然哲学教授。皮 
尔斯就学于哈佛■:〗 855- 1859 年）并获文学硕士学位 0862). 后在劳伦斯科学学校获化学高级学位 （1863) „他父亲鼓 E & 他 
从事 Q 然科学，但他却选婵了研究 S 辑和科学方法论。 

1861年，为史好理解科学方法论，皮尔斯当上了笑 R 海岸观 #). W 的助理 . 他在规测 S 的服务使他在南北战争期间免 
于从军 , 在改署工作期间，皮尔斯进行了天文和 大地溻 蛾工作 • 他 S / TJ 椭岡函 数理论的最新数学成果，对钟摆设计和地 
ffl 投影做出了莫 旌性的 贡献。他是第一个把光的波长作为度徵争位的人。皮尔斯被提升为觇_署助理署长，并担任此职 
直到189!年被迫退职，因为他不_意观测署新的行 政当® 设定的工作方向， 

尽管皮尔斯毕生致力于物理料学.他仍然提出 r 各种科学的一个层次结构，其中数学位于最高层，而&―门科学的 
方法可以被其下层科学采用。他还是美 S 实用主义哲学理沦的英基人， 

皮尔斯唯~的学术职位是 1879-1 S 84 年在巴尔的摩的约翰斯 * 笛普金斯大学担任逻辑学讲 _ fl 这期间他完成的数学 
工作钽括他对逻辑 1 集合论，抽象代数和数学原理的贡献，他的工作至今仍产生彫啤 * 他在逻辑上的某些 T •作近 來已被 
应用于人工智能。皮尔斯相倍，研究数学可以开发大脑的想象力、抽象思维能力和归纳能力，他从规昶署退体以后的 : E 
花八 H 的工作包括为报纸和期刊写稿 * 编著多邸学术辞典、豳译科技论文、客座授课及撰写教科书，不幸的是，以这些 
工作得到的收人不足以使他和他的第二任茏 T - 免受贫穷之苦 u 晚年他得到由他的许多赞赏若创立的基金的支持，该基金 
由他终生的明友哲学家醆廉 * 觭姆斯 （Willbm jarncs ) 管理，尽管皮尔斯钛广泛的主 恶写作 并出版，大 tt 著作，他仍然留 
下了 100 000多页未出版的手稿，由于这些未发表的作品很 难读， 学者们只总在近来才开始理解他大#贡献中的一部分。 
一些 人正献身丁把他的工作椎上因特网 • 从而使皮尔斯对全世界的贡献更好地得到鉴赏 • 
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4L 证明 P 丨 <7逻辑等价 

42. 为运算符 NOJ? 构造真愤表。 

43. 证明 逻辑等价十 

44. 本题将证明 { 丨 } 是功能完备的一个逻辑运箅符集合 a 

a) 证明 p 逻辑等价于 nh 

b) 证明 （Md + (MW 逻辑等价于多 

c) 从练习29和本题的 a) 、 b> 得知 { 丨丨是功能完备的一个逻辑运算符集合， 

*45. 只用运算符 ¥ 构造一个等价于 p ^ q 的命题， 

46, 证 明丨丨 } 是功能完备的一个逻辑运算符集合。 

47, 证明汐 I g 和<? I > 等价. 

48, 证明/> I Q | r) 和 （p U) | ^不等价。（因此，逻辑运算符I不满足结合律 ，） 

*49, 只用命题 p 和 g 能有多少不间的复合命题真值表？ 

50. 如果釔合命题 h 7和^中， P 与 逻辑等价 t I?与 r 逻辑等价，证明 p 与 r 逻辑等价. 

5L 下面的语句取自一个电话系统的规范说明：“如果电话号码数据库是打开的，那么监督程序被置于关闭 
状态.只要系统不在初态，这句话有_个蕴含，使规菹说明很难懂 . 找一 个等价的易慊的规范说明， 
使其只涉及析取和否定，不涉及 菹含。 

52. 通过对户、分、 r 赋真值，析取表达式 npVv， 心 V T 中有多少吋以同时为處？ 

53, 通过对 p 、 q 、 r、s 赋真值，析取表达式 p\f ， q\{ “ ~\p\fs ，np V V ^5t np V q V q \J r \f n “ 
^ V V ^ ~\P V n<7 V ^ /k V r V ^ ^ p V r V is 中有多少叮以 同时 力 : ft ? 

如果对命题变 M 的真值赋值可使复合命题 为真，则称 这个复合命题是可满 足的。 

54. 下述复合命题哪些是可满足的？ 

a) (p V g V ~r) 八 V V TiO A (/> V "r V A i^ipM nqV A (pV q\f 

U)C-i^V n9V r> A CnP V A tpV nyV i) A (n^V nr V A (p V ^ V A <p V V 

o)Cp V^V A (/s V-K?V ^v) A (<?VnrV.O A (]pV r V 0 A V A (p V ir) A (n^ Vn</V s) A 

(~\P V nr V I) 

55, 解释一下用于 判定复 合命题可满足性的算法如何能用来判断一个复合命题是否是永真式，（提示，考虑 
nP， 其中 P 是 d 经考察过的命题。） 

1.3 谓词和置词 

1.3.1 引言 

含变董的语句.如 

“i> 3，％“x = y+3 M 和 V+y = / 

常见于数学断言和计算机程序。在变量值未知的时候，这些语句既不成真也不为假 0 本节将讨论 
从这种语句产生命题的方式。 

语句、大于3”有两部分， 第部 分即变 ttx 是语句的主语,第二部分谓词“大于 3 ” 表明语 
句的主语会有的一个性质。我们可以用 P < r ) 表示语句 “ x 大于3，、其中 P 表示谓词“大于3%而 
: r 是变童，也把语句 P ( i ) 说成是命趙函教 P 在 J ： 的值。 一見给 变量 x 賦一个值，语句 P ( i > 就成 

为命题，丙而有真值。考虑下面的 例子. 

例1 令 P(d 表示语句 “ jc >3% F<4) 和 F(2) 的真值是什么? 

解在 语句％ >3”中止1=彳即得到语句 P (4> a 因此 P (4) 即语句 W 4>3' 为真 f 但语句 
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户(2)即 w 2>3”， 为假， _ 

还可以让语句中含不止一个变最，例如，考虑语句 l = ：y -3”。 我们可以用 Q (： c t 表示这 
个语句，其中^ y 为变置， Q 为谓词。在赋值给： r 和 y 时，语句 Q(a : y ) 就有了真值 p 

v 例2 令 W 表示语句“工 = j + 3% 命题 QCU 2) 和 Q <3, 0) 的真值是什么？ 

解要得到0(〗 * 2)，在 Q ( jt , jy ) 中令 y -2, 因此， Q ( l f 2) 为语句 
“1 = 2 + 3”，为假々语句 Q (3, 0) 为语句“3 = 0十3”，为真 ， ■ 

同样，叮以用 W ( x , > d 表示语句“工+ 3^ 〆 、在 a y 和 z 被赋 值时， 这〜语句就有了 
真值 a 

例 3 命题 RU , 2, 3) 和 K (0, 0. 1) 的真值是什么？ 

解在语句幻中令 j = 2, 。=3，即得到命題 J ?<1, 2, 3)。 Pf 以看出 
R(U 2 f 3) 就是语句 1 + 2 = 3' 为真 a K (0, 0, 1) 即语句“0 + 0二 I ”， 为假 fl ■ 

— 般涉及 U 个变量如 Xl ，，…，的语句可以用 P ( X 1 ，町，…， A ) 衷示 e 
形为， X 2 ，…， 心）的语句是命 题函数 P 在71元组（: H ，心，的值， P 也称为 
谓词。 

下面的例子说明*命题函数可以吊现在计算机程序中。 

例 4 考虑语句 

if ，>0 then jo s = :t+1 

当程序中遇到这样一条语句时，变 M ^ r 在程序运行到此刻的值即被代人 P ( i ), 也就是代入 
^>0%如果对的这一值 P ( I ) 为真，即执行赋值语句 X :=. T 十1,于是 I 的值增加1,如果对 
1的这一值 PU ) 为假，则不执行赋值语句，所以1的值不改变. ■ 

1.3.2 量词 


士 忠 ■■. 』^ a 有 w —重要方式，也: 

、’ …… 可以从命题函数产生命题，这就是量化。本节将讨论两类 m 化，即全称量化和存在量 

it . 与谓词和量词相关的逻辑领域称为谓词 演算。 

全 称量词许多数学语句断定某一性质对变量在某一特定域内的所有值均为真，这一特定 
域称为 变簠的 论域。这类语句用全称最化表示。命题函数的全称置化是这样一个 命题： 它断言 
PU ) 对 I 在其论域中的所有值为真.论域规 定变最 2可能取的值 a 


定义 


P ( J ) 的全称童化是命题“ P (: T ) 对： T 在其论域的所有值为真 


O 


符号 

yxP ( jc ) 

表示 pa ) 的全称量化，其中 v 称为全称 量词。 命题 ViPG ) 也可表示为 # 对所有工， 尸 u )” 或“对 
每个 p ( xr . 

注意最好不用“任何"一词，因为它常引起歧义，不知指的是“每一个”还是 #( 某一个' 

在有些清况下， 44 任何”没有二义性，例如， 用 于否定句时， 像“ 没有任何理由不努力 
学习， 

下面几个例子说明了全称鼠词的使用。 

例5 令 P (工）为语句 “ z + l > x ss , &化语句 WP ( i ) 的真值是什么？其中论域是实数 
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集合， 

解由于 PG ) 对所有实数 I 均为萬， tt 化语句 

VxP(^r) 

的值为真 * ■ 

例6令 QG ) 表示语句 “^<2' 若论域是实数集合， M 化语句 VxQ ( x ) 的真值是什么？ 

解 Qti ) 并非对所有实数都为真，例如， Q (3> 就为假，因此 

V ^ Q (^) _ 

为假， 

当论域中的所有元素可以一一列出卽例如列成： n ， m …，^时， ft 化语句 
^ P ( x ) 与合取 


P ( jc \ ) A P (^2 ) A A P (工”》 

是一回事^因为这一合取为真当且仅当 PtxO , P ( a ), …，尸(文„)全为真。 

例7若论域是不超过4的正整数， P (: r ) 是语句 “ x 2 <10”， VxFtx ) 的真值是什么？ 

解 语句 V ^ P < x > 就是合取 

P ( l ) A P (2) A 尸⑶ A P (4) 

因为论域由 K 2、 3 和 4 组成，由于 P (4) 即语句 W F <1 CT 为假， VrPb ) 为假 D ■ 

例8若 T ( x ) 是 “I 有双亲”且论域包括所有人，则语句 ViTG ) 是什么含义？ 

解语句 ViTU ) 的意思是对于每一个人 Jt , 这个人有双亲。用 A 然语言表达就是"每个人 
都有双亲' 这个语句是真的（除了克隆人 h _ 

当使用最词时，说明论域是很重要的量化语句的真值通常取决于哪个元素处于论域中，如 
例9所示。 

例 9 如果论域包括所有实数，的4值是什么？如果论域包括所有整数*真值又 
是什么？ 

解 注意/ 当且仅当 P — : r ^ x (： r — 1)>06因此，当且仅当 i <0 或甴此 
得出，如果论域包括所有实数， V : r 为假（因为当0<尤<1时，不等式不成立 h 然而， 
如果论域为整数，为真，因为对任一整数 x 都不存在 OCiCU ■ 

要证明形如 ViP ( x ) 的语句为假，其中 P ( d 是一个命题函数，我们只需要在论域中找到1 
的_个值，此时 PU ) 为假， I 的这个值称为语句 ViPU ) 的反例， 

例 10 假设 P ( d 是要证明语句 VxP ( x ) 为假（其中论域是所有整数），我们给出一 
个反例。^ = 0是一个反例，因为当 ar = 0 时. x 2 = 0 而不大于0, ■ 

在数学研究中,寻找全称量化语句的反例是一个重要的部分，在本书后续章节中还会 
介绍。 

存在耋词许多数学语句断定有一个具有某种性质的元素 。 这类语句用存在 S 化表示，用 
存在量化可以构成这样一个命题：它成真的充分必要条件是论域中至少有一个值使 P (: r ) 为真。 

p ( z ) 的存在量化是命题“论域中存在一个元素^使 p ( x ) 为真' 

我们用符号 

彐 zp (工） 

表示 PU ) 的存在量化，其中3称为存在量词 6 存在 a 化 ErP (: T ) 也可表示为 

“有一个 I 使得 p(Jr)/ ’ 






或 


至少有一个 J 使得 


“对某个 

下面几个例子说明了存在量阔的使用^ 

例11令 P (: r ) 表示语句 “ t >3”， 论域为实数集合，量化语句 3 rP ( x > 的真值是 

■ 〆 I 

什么？ 

解 因为 H x >3” 在如时为真 ， P (: r > 的存在董化 3 rP ( d 为真。 ■ 

例12令 QU ) 表示语句“^=1+1'论域是实数集， M 化语句如 Q ( i ) 的真值是什么？ 

解因为对每个实数 l Q ( d 都为假， QU ) 的存在量化 HtQ ( t ) 为假。 ■ 

当论域中的所有元素可以一一列出——例如列成: n , X 2， …，存在童化 
与析取 

P (^ i ) V P ( n ) V …V PC ^> 

是一回事，因为这一析取当且仅当 PCX 〗）， P (: r 2 )， …， P ( z rt > 中至少一个为真时为真， 

例 13 若 P (^) 是语句> 10' 论域为不超过4的正整数， 3 xP 〈: t ) 的真值 
是什么？ 

解由于论域为 U ， 2，3， 4 h 命题就是析取 

P ( I ) V P (2) V FC 3) V F (4) 

由于 P (4) 即 “4 2 >1 (T 为真， ErP (: t ) 为真 fl ■ 

表卜16总结了全称童词和存在量词的含义。 



VxP ( jr ) 

BtPCj ：) 


% 1-16 量词 

何时为真？ 何时为假？ 

对每一个 U 尸 ( JT > 槁为真 有一个 JT . 使 PCW 为股 

有一个 X ,使为真 对每一个 h 尸 ( JT ) 都为假 


在决定最化语句的真值时，借助循环与搜索来思考是有 益的。 假定在变量I的论域中有坟个 
对象，要决定(: T) 是否为真，可以对:^的!！个值循环査看 P(I) 是否总是真 D 如果遇到I的一 
个值使 PU) 为假，那就证明 ViPU) 为假，否则 VrPO> 为真。要决定 3rPU> 是否为真，我们循 
环査看I的^个值，搜索使 PU) 成真的I之值 U 如果找到一个，那么 3rPU> 为真I如果总也找 
不到这样的^则判定 3 rP (: r) 为假，（注意，当论域有无穷多个值时，这一搜索过程不适用 < 不 
过以这种方式思考量化语句的真值仍是有益的。） - 

1.3.3 绑定变置 

当最词作用于变 M 1或给这一变量賦值时，我们说此变 tt 的这一次出现为绑定的。没有被 
量词绑定或设置为与某一特定值相等的变量出现称为自由的。出现在命题函数中的所有变鐘必 
须是綁定的.才能把此命题函数转变为命颞。可以用全称量词、存在 M 词和陚值来完成转变 • 
逻辑表达式中应用 t 词的部分称为这个量词的作用域。因此，一个变董是自由的——如果 
在指定这个变量的公式中，变 M 在所有景词的作用域之外 # 

例14在语句3工 Q ( I ， ： y ) 中，变 Mi 通过存在景词3 J 被绑定，但变量 > 是自由的，因为 
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它没有被量词绑定*且没有对它进行赋值 。 

在语句 3 jKHt ) AQ 〈 t )) V 中，所有变量都绑定了，第一个 M 词3 ^的作用域是表 

达式 P (. z ) AQ (: r ), 因为3/只作用于 PD AQUh 类似地，第二个量词 Vx 的作用域是表达 
式 RUh 也就是说，存在董词在尸 U ) AQ ( x > 中绑定变 M 全称 M 词 Vi 在只 （1) 中绑定变 M 
x D 由此，我们可以用两个不同的变 M 1和 y 将语句写为(: t )) V 因为两 

个量词的作用 域不重 读者在 H 常使用中应注意这一点，相间的宇母经常被用于老示被不同 
M 词(其作用域不 i [叠）绑定的变量 . _ 

1-3.4 否定 

我们常会考虑 ■ 化表达式的否定,例如_考虑语句 
“班上每个学生都学过一门微积分课” 

的否定 B 这个语句是全称爾化语句，即 

VxP (^ r ) 

其中 P ( d 为语句％学过一门微积 分课' 这一语句的否定是“并非班上每个学生都学过一门微积 
分课' 这等 价于“ 班上有个学生没有学过微积分课' 这也就是原命题函数之否定的存在量 
化，即 

彐 ： T 1 P ( JT ) 

这个例子说明了下面的等价关系： 

n F ( i ) 

假定我们想否定一个存在量化语句。例如，考虑命题“班上有个学生学过一门微积分 
课，就是存在堆化语句 

彐 jcQ ( jt ) 

其中 QU ) 为语句％学过一门微积分课' 这句话的否定是命 题“并 非班上有个学生学过微积分 
课' 这等价于“班上每个学尘都没学过微积分课”，这也就是原命题函数之否定的全称量化，或 
用《词语言表示为 

Vxn Q (^ c ) 

这个例子说明了等价关系 

1彐 j ： Q ( jt ) ㈡ V j ： n QD 

表 1-17 给出了量词之否定的总结。 


表 1-17 疆词的香定 


否 定 

苫价语句 i 

何时为真？ 

1 

何时为假？ 

1 JrP(_r> 

Vx -| Fix ) 

I 

对每个 jr . P<j) 为假 

有 JC , 使 P ⑷为真 

-| S / tP { x ) 

3.r-|PUJ 

有 X 使 P ( JT ) 为假 

对每个 X ， PUr> 为真 


注意 当谓词 PU ) 的论域包含 n 个元素时，其中72是正整数，用于 否定量 化语句的规则 
恰与 L 2节讨论的德摩根#相同，这是因为 iVjt 尸 U ) 与 -I ( F ( A ) A 尸 ( a ) A …(办 ）） 
相等_而后者等价于 n P (^ i > Vn 尸 （ a ) V … Vi P (： r „)( 由德摩根律），该式又等价 
于3丄] P ( jr ), 类似地， n 3 jrP (， r >4 n (尸（工 】 ） V F(w > V … V P ( A ) >相等，后者由德 
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摩根律等价于 n h P<^> A-An 该式又等于 Vm Fix). 

下面几个例子演示了 M 化语句的否定 

例 IS 语句“有诚实的政治家"和“所有美国人都吃干酪汉堡 包”的 否定是什么? 

解令表示" X 是诚实的' 则语句“有诚实的政治家”可以用3 (: r ) 来表示 ， 

「 其中论域包括所有政治家。这个语句的否定是 n 3 它等价于 这 

个否定可以*达为“每个政治家都不 诚实， 

令 c ( x ) 为吃干酪汉堡包”，则语句“所有美国人都吃干賂汉堡包”可以用 V ^ CXi ) 来表示， 
其中论域包括所有美国人 9 这个语句的否定是 nV ^ C ( x ), 它等价于 3 znC (^)。 这个否定可以 
用几种不同的方式來表达，包括“些美国人不吃干醅汉煲包”和“有一个美国人不吃干酪汉堡 

包' _ 

例16 语句和3^(/=2)的否定是什么？ 

解 WW > x ) 的否定是语句 > z ) ， 它等价于 3 zn ( x 2 > x ) 4 这个表达式可以重 
写为 3 i (/ = 2) 的否定是语句1 它等价于 Vm =2)。这个表达 

式可以重写为关 2) D 这些语句的真值取决于论域 d ■ 

1.3.5 翻译语訇为逻辑表达式 

将汉语(或其他自然语言)语句翻译成逻辑表达式，这在数学、逻辑编程、人工智能、软件工 
程及许多其他学科中是一项重要的任务。在 L 1 节中 * 我们学习了把句子译成由命题和逻辑联 

*r 

接词构成逻辑表达式的过程 . 在其时，我们特意对要求谓词和量词的语句翻译避而不谈*当用 
到量词时，将语句翻译成逻辑表达式会变得更复杂。而且 * 有多种方式可用于翻译一个特定的 
语句。（因此，没有“菜谱"式的方法可供你按部就班地学习 J 我们会给出一些例子说明如何将 
汉语语句翻译成逻辑表达式 6 翻译的目标是生成简单而有用的逻辑表达式。本节我们只讨论这 
样的语句，可将其翻译成使用单个鐘词的逻辑表达式，下一节会讨论一联更复杂的要求多个 M 
词的语句。 

例 n 使用谓词和量词表达语句“班上的每个学生都学过微积分课' 

.,1^ 解首先，重写语句以确定要使用的量词。重写后可得： 

“对班上的每一个学生，该学生学过微积分课 。” 

接着，引人变量^语句就变成 
“对班上的每一个学生^ z 学过微积分课， 

然后，引人谓同 CXx ). 表示语句“ I 学过微积 分课' 因此，如果 I 的论域是班上的学生 * 
我们可以将语句翻译为 VxC (: T )。 

然而，还有其他正确的翻译方法，并可使用不同的论域和其他谓词 ， 具体选择什么方法取决 
于后续要进行的推理。例如，我们可能对更广泛的人群感兴趣，而不仅仅是班上的学生 D 如果将 
论域改成所有人，则语句就要变成 

“对每个人 L 如果1是班上的学生，那么 T 学过微积分课， 

如果 s < x ) 表承语句 Z 在这个班上，则我们的语句可表达为 V ^( S ( x ) ^ C ( x )). (注意：语 
句不能被表达为 Vx ( S < x ) AC < X >), 因为这表示的是所有人都是这个班上的学生并且学过微积 

分课 a ) 

最后，如果我们对学生除微积分之外的其他主修课程感兴搜的话，可以使用双变董 M 词 
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qu , /表示语句"学生 i 学过课程这样在上述两种方法中我们就要把 cu ) 替换成 q ( x ， 微 
积分），得到微积分）或 Vx ( S ( x )^ QU , 微积分 ））6 ■ 

在例 L 7 中我们演示了采用谓词和最词表达相同语句的不同方法$不过要记住.应该总是采 
用适合后续推理使用的最简单的方法 b 

例18用谓词和童词表达语句“这个班上某个学生去过墨西哥”和“这个班上每个学生或去过 
加拿大，或去过墨西哿， 

解引人谓词 M (: T ) 表示语句 “I 去过墨西哥' 如果2的论域是这个班上的 学生. 我们就可 
以将第一个语句翻译为 a ^ M ( x ), 

然而，如果 r 的论域是所有人，我们引入谓同 SQO 表示语句“ I 是这个班上的_个学生' 
答案就变成了 3 x ( S (^ c ) A M ( x )), 闲为它表示有某个人 X 是这个班上的一个学生并且去过墨 

西哥。 

类似地，对第二个语句，我们令 C (: r ) 表示语句去过加拿大' 由前面的 推理， 如果 r 的 
论域是这个班上的学生，则第二个语句坷以表达为 V ^( C (^) VM ( x >), 然而，如果： r 的论域是 
所有人，答案就应该是 Vx ( S ( x >-( C (^> VM ( x )), 

不同于使用谓词和 C ( jr ) 分别表示 I 去过墨西哥和: r 去过加拿大，我们可以使用两个 
变置谓词 V(h /表示“ I 去过国家在本例中， V ( x , 墨西哥）和 T / O . 加韋大）与 MU ) 和 
C ( d 意思相同并可以代替它们。如果碰到某人去过多个国家的语句，用这种双变最的方法更可 
取。否则为了简单将坚持用单变 踅谓词 MU ) 和 ■ 


1. 3. 6 选自 Lewis Carroll 的例子 


Lewis CairolK 实际上是 C - L . Dodgson ® 的笔名〉是 《Ahce in WomitfrZand 》的作者，也是有关 
符号逻辑几篇论文的 作者。 他的书中有用 M 词推理的例子。下面的两个例子选自他的书 
i Symbolic logic }, 选自这本书的其他例子在本节末的练习中给出。这些例子说明了怎样用域词 


表示各种类型的词句。 


例1»考虑下面这些语句，其中头两句称为前提，第三句称为结论。作为一个整体它们被 
称为一个论证 t 

“所有狮子都是凶猛的， 

“有些獅子不喝咖啡。” 
w 有些闲猛的动物不喝咖啡， 


(1.5 节将讨论判定结论部分是不是前提部分有效后果的问题，就这个例子来说，结论是有效 


的 ，） 令 P ( x >, QU ) 和 fi ( i ) 分别为语句“ X 是狮子 M , “ jt 是凶猛的”和 
的集合为论域，用置词及 P ( x )、 QU ) 和 KU > 表示上面这些语句 . 

解可以将这些句子表示为： 

Vx(PU) — Q ⑴） 


ti 


喝咖啡' 假定所有动物 


0 道奇 #( C)iArl 找 Lutwidge IKidg 师 1 S 32—1898) 我们知道 Charles Dodgsan 即是 Lewis Carmli ， 后者 
：1 是他发表逻辑著作的笔名 s 道奇森是牧师的儿子，在11个子女中排行第三 B 这11个全是结巴 & 在成年人 

的包围下他常感到不安，道奇森十分严肃和忠于宗教信仰。他与 Dean Lidddl 的三个女儿的友谊使他写成 i 爱丽丝漫游奇 
境记 h 这本书为他赢得了金钱和名声， 

道奇森 ISS 4 年毕业于牛滓，并于 185 7 年获得艺术硕士学位。 law 毕他被任命为牛渖 Christ Church 学院的 数学讲 
师， i 8 si 年英 国教会 委任他以圣职 T 但他从来没有实际 a 行过 宗教职费，他的著怍毡括有关几何、行列式以及竞赛和选 
举中的数学问题的论文和书籍.（他还以笔名 Lewis Carroll 写过许多关}消還性逻 W 的作品 
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3joiP(x) A n R(3 ：)) 

彐 y\ -| R(jt )) 

注意- 第二句不能表示为 Br (尸 , 原因是在 . r 不是獅子时总是成 
真 ，所以只要有一只不是獅子的动物， 3 r ( P ( x )— nKU )) 就成真，即使所有狮子都喝咖啡它也 
成真，同样，第三句也不能写成 

3x(Q(x) — n K(x)> ■ 

例20考虑下面的语句，其中前3个语句为前椹，第4个语句为有效结论。 

“所有蜂鸟都五彩斑斓， 

“没有大鸟以蜜为生， 

“不以蜜为生的鸟都色彩单调， 

“蜂鸟都是小鸟， 

令 PU ), Q ( JC ), RU ) 和分别为语句4是只蜂鸟' “ I 是 大的' “ X 以蜜为生”和1五彩斑 
斓' 假定以所有鸟的集合为论域，用 fi 词及 Q ( x )、 K (: r ) 和 S ( x ) 表示上述语句 s 
解可以把论证中的语句表示为 

Vx < F ( x > — 5( jt )> 

! 3 jc ( Q ( j ：) A 尺 U )) 

V 工 〈-1 尺（: T > — -) Six )) 

V Jt ( P ( x ) n <3(义） ） 

(注意，我们假定了“小”就 是“不 大”，“色彩单调”就是“不五彩斑斓 ' 为证明第4句是前3句的 
有效结论，需要用到将在 1. 5 节讨论的推理规则_ 

1.3.7 逻辑程序设计 

有一类重要的程序设计语言，使用谓词逻辑的规则进行推理。其中之一就是 Prolog 
(Programming in Logic 的缩写），这种语言开发于20 挞纪川 年代，应用于人工智能 
领域。 Prolog 程序包括一组声明，其中包括两类语句；： Prolgo 事实和 Prolog 规则 p Probg 事实 
定义谓词.这是通过指定满足这些谓词的元素来实现的。 Pmbg 规则使用那些 Prolog 事实定义 

好的谓阔来定义新的谓阆，例21演示这些概念^ 

例 21 考虑一个 Prdog 程序，给忠的事实是每门课程的教师和学生注册的课程。程序使用 
这些事实回答与教师授课情况相关的查洵。这样的程序可使用谓词 m ^ mctoKp ， r ) 和 enrolled 
(., d 分别表示教授 f 是讲授课程^的老师及学生 I 注册课程 G 例如，此程序中的 Prolog 事实 
可能 包含： 

instructor(chan t math273) 
i^st^iictorC pat el t ee222} 
inatructor(grossraan , cs301> 
enrol led C kev i n « niath273) 
enrol led C j uarta t ee222) 
enrolledf juana , cs301) 
ej^rolledf JciJco f xnath273J 
enrolled(kiko , cs30I} 

(用小写字母表示项目 是因为 Prolog 把以大写字母开始的名字当做变 

一个新的谓阔 teach e s </^ d 表示教授 p 教学生^耐以用 Prolog 规则来定义； 
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teaches(P , S) : -instructtor(P fl C) , erirolled(S f C) 

上述语句意昧着如果教授 P 是课程 r 的老师，学生 f 注册课程 te ^ chesip , s ) 为真.（注 
意，在 Prdog 中逗号用于表示谓词合取#类似地，分号表示谓词析取。） ^ 

Prolog 使用给定的事实和规则回答査询。例如，使用上述的事实和规则，査询 

? enrol led (kevin , iDath 273) 

生成应答 

yes 

因为事实 enrolkd ( kevin t math 273) 是一个输入 • 査询 

9 enroll & d ( X t iuatJi 273) 

生成应答 

kievijn 

kiko 


要生成上面的应答， Prolog 确定 enr 0 kd ( X , math 273 ) 包含的作为 Probg 事实的 X 所有 aj 
能的值。类 似地， 要找到 Juana 所选课程的教师，可以用査询 

? tearches ( X t 

这个査询返回 

patel 


练习 

L 令表示语句“: t<4' 下列各项的真值是什么？ 

b ) P ( O ) b)F(4) t：)P{6) 

2. 令 P(Jt> 表示语句“单词: r 含字母 a， 下列各项的真值是什么？ 

a) P( orange) b) P ( lemon) c)P( true) d ) P ( false) 

3. 令 QCr, _y) 表示语句 i 是 y 的首府，下列各项的真值是什么？ 

a)Q (丹佛，科罗拉多） b)Q (底特律，密馼根） c>Q( 玛萨诸塞，波士顿） d>Q( 纽约，纽约） 

L 给出执行语句 if PU)then :r 以后的值，其中为语句~>1”，且执行到上述语句时 i 的 
值是： 

a)jt — 0 (3)工 = 1 c)jr — 2 

5. 令 Pa) 为语句每个工作日都花五个多小时上课' 其中： r 的论域是学生集合。用句子表达下列各童 
化语句 a 

a) 3 jcP ( x ) b) VjP ( j ：) c) d) Vjo ~\ P ( 2 :) 

6, 令 Nk > 为语句经去过北达科他' 论域包括你学校的所有学生。用汉语表达下列各最词_ 

a) 3 b) V xNCj ：:) c)13 jt.7V( j ：) 

d) 3 x n N ( x ) e) nVxN (^) f ) Vx ^ NU ) 

7+ 将下列语句翻译成汉语语句，其中(^刃是^是一个畜剧演员”，是1很有趣' 论域是所有人 a 
a) V Jt(CCx) - ^F(x)) h) V x(Cix) A F(_r)) c) 3 x(C( j) d) 3 ^CCC.r) A F(x)) 
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8* 将下列语句翻译成汉语语句、其中是％是一 R 兔子' HU ) 是眺跃' 论域是所有动物， 
a) Vx(J?(^>—H(^)> b) V^<K(jc)A HC^)) c) 3 xiRix)Hix)) d) 3 j ： (J?C^) A H(jc)) 

9 - 令为语句 s 说俄语' q (乃为语句， “ j ： 了解计算机语言 C ++ \ m PUU QU )、 置词和逻辑联接 
词表示下列各句子， S 词的论域为你校全体学生的集合。 

a ) 你校有个学生既会说俄语又了解 C ++ 。 b ) 你校有个学生会说 俄语， 但不了解 C — 5 

c 〕 你校所有学生或会说俄语，或了解 C ++ 。 d ) 你校没有学生会说俄语或了解 C ++ ， 

10* 令 CU ) 为语句 “ x 有一只描' D (: r ) 为语句 “ x 有一只狗' 为语句4有一只雪貂' 用 CU )、 

d ( jc ), niu t 词和逻辑联接词表达 r 述语句 。 令论域包括你班上的所有学生 。 

班上的一个学生有一只猫，一只狗和一只雪貂， 
b ) 班上的所有学生有一只猫、 只 狗或一只雪银 L 
C ) 班上的一些学生有一只猫和一只雪貂，但没有狗， 

⑴班上没有学生同时有一只猶、一只狗和一只雪貂 a 

d 对猫、狗和雪貂这三种动物的任意一种，班至都有学生将其作为宠物。 - 

1 L 令 PCr > 为语句“2 = 〆 ' 如果论域是整数集合，下列各项的真值是什么？ 
a ) P ( O ) b ) F ( l ) c ) P <2) 


d)P( — 1 ) e) 3jtP(ji} D V ， tP(j ：) 


12. 令 QG ) 为语句、+ ]>2文' 如果论域为整数集合，下列各项的真值是什么？ 

a>Q(0) b)Q(-I) c)Q ⑴ d) 3xQ(x) 


V xQ (.^) f > 彐 g ) V -( Q < x ) 

13 -如果论域为整数集合，下列各语句的真値是什么？ 

a ) V n(w + l !> w ) b ) 3 3 t ?> c > 3 — — jj ) d ) V n (« 2 


!4. 如果论域为实数集合，下列各语句的真值是什么？ 

a) 3 x(jc^ i> b) 3 jc(j ： a <x 2 > c) V x{{ — x) 2 ) d) 

15. 如果所有变貴的论域为整数集合，下列各语句的真值是什么？ 

a) V >i(^>0) h)3 n(n z =2) c) V b> 3 n(^<0) 

16. 如果每个变童的论域都为实数集合，下列各语句的真值是什么？ 

a) 3 =^2) b) 3 jo(jt 2 = — 1) c) V +2^1) d) V x(x z ^x) 

17. 假设命题函数 PU ) 的论域为整数0， 1, 2, 3 和 t 使用析取、合取和否定写出下列命 

a) 3 xP(jc) b) V xPCji^ cl 3 x ^ P(x) 


d) V x n jPC^) 彐 OnV xP( j) 

18. 假设命题函数 QU ) 的论域为整数一2, -1, 0, I 和 2, 使用析取、合取和否定写出下列命題。 
a} 3 xPi^) h) V xP(x) t) 3 ^ n 尸 〈工） 

d) V ^ n ^)n 3 xP(^) 0=] V joP(jt) 

IS . 假设命题函数的论域为整数1， 2 t 3, 4 和 5, 使用析取 1 合取和否定（而不使用母词）表达下列 
语句+ 

a> 3 jrPfx) b) V jrPix) 彐 j^Ptx) d)n V ^F(x> 

e) V j ：( ) V 3 j F(^) 

20 ■假设命题函数 PU ) 的论域为整数 一5，一3, 1, 3和使用析取、合取和否定 （而不 使用暈词） 

表达下列语句. 

a) 3 iFU) b) V xPU) c) V —PU 》） 

d) 3 j((x^0) A P(jc)) e) 3 PCj:)) A V jc((x<0) 

2 K 使用谓词、 霣词 和逻辑联接词 t 以两种方式将下列语句翻泽成逻辑表达式 • 首先，令论域为班上的学 
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生*其次，令论域为所有人。 

a > 班上有人会说印地语。 b ) 班上的每个人都很友好 6 

c ) 班上有个学生不是出生在加利福尼亚。 d ) 班上有个学生曾演过电影， 

班上没有学生上过逻辑编程课程 5 

22. 使用调同1 fl 词和逻辑联接词，以两种方式将下列语句翻译成逻辑表达式 g 首先，令论域为班上的学 
生， 其次， 令论域为所有人. 

a ) 班上的每个学生都有移动电话. b ) 班上的某个学生曾看过外闯影片 I 

c ) 班上的某个学生不会游泳 d ) 班上的所有学生都会求解二次方程 
d 班上的某个学生不想变富。 

23. 使用谓词、虽同和逻辑联接词，将下列语句翻译成逻辑表达式。 

a ) 人无完人。 h ) 不是每个人都很完美 1 

c ) 你的所有朋友都很完美。 d ) 你的某个朋友很完美。 

e ) 每个人都是你的朋友并且很完美 B f ) 不是毎个人都是你的朋友或有人并不完美。 

24. 使用谓词（带有一个或两个变量），通过改变论域，以三种不同的方式将下列语句翻译成逻辑表达式. 

a ) 学校中的某个人去过乌兹别克斯坦， b ) 班上的每个人都学过微积分和 C ++ 

c ) 学校里没有人同时拥有摩托车和自行车， d ) 学校里有某个人不快乐 。 

e ) 学校里的每个人都生于20世纪， 

25. 使 用谓饲 （带有一个或两个变最），通过改变论域，以三种不同的方式将下列语句翻译成逻辑表达式， 

学校里 的某个 学生曾在越南居住过 t b ) 学校_的有个学生不会说印地语， 

e ) 学校里的某个学生会用 Java 、 Prolog 和 C ++ . d ) 班上的每个学生都喜欢泰闻食物， 
e > 班上的某个学生不打曲棍球 6 

26. 使用谞词、量词和逻辑联接词，将下列语句翻译成逻辑表达式。 

a) 某东两不在正确的位1>)所有的工具都在正确的位置并且状况良好 
d 每样东西都在正确的位 S 并 且状况 良好。 d > 没有东西在 1 H 确的位逋并且状况良好。 

e ) 有某祥东西不在正确的位置，但它状况良好 _ 

27. 使用逻辑运算符、清同和 fi 词来表达下列语句。 

a ) 某些命题是永真式。 b ) 矛盾的否定是永真式 

c ) 两个可能式的析取可以是一个永真式。 d ) 两个永真式的合取是一个永真式， 

28. 假定命题函数 PU , >0的沦域由 I 和 y 的序偶组成，其中 I 是 1. 2或 3* y 是1、2或3。用析取和合 
取写出下列命 

a ) 3 ^ P(^r 3> b)VyFCU y ) c ) 3 y n F ( 2 , y ) d ) V j ： n F ( x f 2) 

23. 假定 QUr , > d 的论域由工 t y 和 z 的 H 元组组成，其中 1 或 2 f j = 0 或 1 , 或 U 用析 

取和合取咢出下列命题 a 

a))fyQ(O t 0) b)3.rQ(jc f 1, 1) c) 3 ^ Q(0 f 0 f sr) d> 3 i iQU ， 0 ， 1) 

30. 用置词表达下列语旬，然后取该语句的否定并使否定词不在摄词的左边^再用简单语句表达这否定（不 
要简单地表达为“不是…… 

a ) 所有的狗都长 跳蚤， b ) 有一匹马会做加法 a 

e ) 每只考拉都会爬树 d ) 没有会说法语的猴子 9 
e ) 有会游泳和捕鱼的猪 * 

31. 用量词表达下列语句，然后取该语句的否定并使否定同不在最词的左边 a 再用简单语句表达这否定 （不 
要简单地表达为“不是…… 

a> 一些年长的狗会学习新的技巧。 b ) 没有会镦积分的 兔子。 
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C ) 每只鸟都会飞 d ) 没有会说话的狗 
e ) 班上没有人会法 m 和俄语。 


32. 用贵词表达下列命题的否定，再用语句表达这些否定。 


—些司机不遵守驾驶速度限制。 
c ) 没人能保守秘密。 

33. 找出下列全称里化语句的反例（如果可能的话>, 
a) V^r(x s b>V jt{x>0V^<0) 


h ) 所有的瑞典电影都很严肃 s 
d ) 班上的 某人的态度不好， 
其中所有变最的论域是整数集合。 
€> Vx(j=!) 


34. 找出下列全称 S 化语句的反例<如果 p ： [能的 话>， 
a ) V x ( bVi x ( t 2 ^2) 


其中所有变鼋的论域是实数集合， 

c) V x( I x I >0) 


35. 用谓词和 M 词表达下列语句。 

a) — 名飞机乘客如果在一年中飞行的里程超过 2S 000 英里， 或在那一年坐飞机的次数超过 Z5 次，就表 
明他是岛贵乘客 。 

M —名男选手，若他的马拉松比赛过去 M 好成绩在3小时内，他就有资格参赛 & 一名女选手，若她的 
过去最好成绩在 3. S 小时内，她就有资格参赛 6 

c ) 一名学生要想取得硬士学位，必须至少修满60个学分 * 或至少修满45个学分并通过硕士论文答辩， 
并且所有必修课程的成绩不低于 

⑴有某个学生在一个学期内修了 21个学分并且全部凍程的成绩都为 
练习36〜40主要进行系统规范说明和逻辑表达式之间的翻译，当中涉及積词， 

36. 将下列系统规范说明翻译成语句，其中谓词 S(h 是^在状态 I 和: y 的论域分别是所有系统和 

所有可能的状态 # 

a> 3 xS(x* open) b) V JciSix, ma If auctioning) V S(^ t diagnostic}} 

t：) 彐 jS(jt ， open) V 3 xSC , diagnostic) d) 3 j: ^ S(x, available) 

c> V j n S(jt, working) 

37 . 将下列规范说明翻译成语句，其中是“打印机户不能提供服务”， S ( p ) 是“打印机户很忙' IAJ ) 
是“打印作 )lk j S 失了' Q ( i ) 是“打印作业 j 在队列中' 

a ) 3 p(F(p)AB(p)y^3jL(j) b)VpB(p}^BjQ(J) 

c) 3J(Q(j)AL(j)) 3 pF(p) d)i ^ fiB(p) A V jQCj))^ 3 jL(>) 

38. 使用谓同、置词和逻辑联接词表达 T 列系统规范说明。 

a ) 当硬盘中的空闲空间少干 30 MB 时，就会向所有用户发送詧告消息。 

b ) 当检测到系统错误时，文件系统中的目录均不能打开且不能关闭文件。 
d 如果当前有用户登录了，就不能备份文件系统& 

d ) 当有至少内存可用且连接速度至少为 56 Kbps ,就可以进行视频点播 & 

39. 使用谓词、皆词和逻辑联接同表达下列系统规范说明， 

a ) 如果磁盘有 t () MB 以1:的空闲空间，那么至少能保存一条邮件消息. 
b > 每当有主动报 警时. 所有排队的消息都被 传送。 

c ) 诊断监控器跟踪所有系统的状态，除了主控制台 。 

d ) 对参与电话会议的每一方*不在特殊列表上的主叫方应当付费 . 

40. 使用谓词、最词和逻辑联接同表达 T 列系统规范说明。 

每个用户都可以访问电子邮筘。 

b ) 如果文件系统被锁定，组中的每个人都能访问系统邮箱 . 

c ) 防火墙处于诊断状态仅当代理服务器处于诊断状态。 

d ) 如果吞叶 fl ： 在 100 kbps 和 500 kbps 之间且代理服务器不处于诊断模式，则至 少有… 十路由器工作 
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正常。 

41,判断 V〆 戶( I ) aQ ( i )) 和 V iKy — ViQU ) 是否具有相同的真值， 

12. 证明语句 Vi ( P (』） AQU ))^ UVjtP (： r)A VxQU ) 有同样的處值 ， 

43. 证明 gMPQ ) VQCr )) 和 a ^ Pix ) V 3^ tQO ) 有同样的真值， 

44. 证明下列逻辑等价关系，其中 A 是不含 fi 词的命題 & 

a)C VxP ( jt )) V A ㈡ V ^ fP (^) VA ) b ) ( 3^ P (^)) V A « 3^( P (^) VA ) 

45. 证明下列逻辑等价关系，其中 A 是不含 S 词的命题. 

a ) ( VjtP < j ?) ) A ㈡ Vx ( P ( x ) /\ A ) b ) C 3 xP ( jt ) ) A j 4 ㈡ 3 j ：{ P ( j ：) A A ) 

46. 邢明 WPU ) V VjQU ) 和 VdPU ) VQOr )) 不是逻辑等价的， 

47. 证明 3 工尸 A 310 〔工）和 31( 外丄 > 八 0( 工））不是逻辑等价的。 

48. 符号表示命题 

“有唯一的 x 使尸 U ) 成真， 

论域是整数集合 * 下列各项的 a 值是什么? 

&) 3 1 ) b> 3^(^ =1) cV 3! 工（工十3 = 2 x ) ti) + 

49. 下列语句的真值是什么？ 

a) 3 3 j:P(x) b) VjoPij：} -*■ 彐 ! jtP(jt) c) 3!i P(^) n ^jcPijr) 

50. 假定论域垦 U 2 和 3, 用否定、合取和析取写出 a 化语句 
5L 给定例 21 的 Probg 事实. 对 F 列査询 holog 返回的是什么？ 

a )? instructor ： (chan, math273) b )? instructor (pat el . C5301) 

c)? enrolled(X. cs301) d)? enrolledCkiko^ Y) 

c)? teaches(grossman , Y) 

52, 给定例 21 的 Prolog 事实， 对下列査询 Prolog 返冋的是什么？ 

a )? enr q 11 edCkevin ^ ee 222) b )? enrolled ( kiko f math 273) 

c) ? instnictor(grossmdJuX) d)? instructor(X* cs301) 

e)7 teache3(X* kevin) 

53 + 假定 Prolog 事实用子定义谓词 7) 和 / aM 汀 （ F , X ), 这表示 M 是 Y 的母亲. F 是 X 的父 
亲 e 给出一个 Prolog 规则定 义谓词 W / (叹 d 丫），表示 X 和 Y 是兄弟（也就是，有相同的父亲和 

母亲）。 

54. 假定 Prabg 事实用于定义谓闻讲 oAer ( M , Y ) 和 fatheKF , X ),这表示 M 是 Y 的母亲， F 是 X 的父 
亲 & 给出一个 P 『 dog 规则定义谓词发 raW / fl — KX ，7), 表示 X 是 Y 的祖父 e (提示：可以在 Prolog 
屮写一个析取，使用分号分开谓词或将谓词放在单独的行中 .） 

练习55〜58是根据 Lewis Carroll 的》一^中的问题编写的 5 
55 - 令 Fk ), 和財 I )分別为语句1是教授'、无知 ”和％ 爱虚荣' 用傲词、 逻辑联 接词和 

QU )、 尺 U ) 表达下列语句 s 假定论域是所有人的 集合。 

a ) 没有无知的教授。 

b ) 所有无知者均爱虚荣。 

C ) 没有爱虚荣的教授 d 

d ) 能从 a ) 和 b ) 推出 c ) 吗？若不能，有没有一个正确的结论？ 

56,令 PU )、 和分别表示语句、是个清楚的解释' w : t 令人满意"和\是借口'假定: r 的论域 
是所有英语 文章。 用量词、逻辑联接词和 PU )、 QU )、 RU ) 表达下列语句 t 
W 所有清楚的解释都令人满意 a 


36 


第 J 章 


b ) 有些借口令人不满意， 

c ) 有些借口不是淸楚的解释。 ， 

能从 a ) 和 b ) 推出吗？若不能，有没有一个正确的结论？ 

57, 令 JPG )、 QU )、 R ( x ) 和分别为语句 “ Jt 是嬰儿' 的行为符合逻辑' “ jc 能管理鳄鱼”:被 

人轻视' 假定 I 的论域是所有人的集合。用撤词，逻辑联接词和 PD 、 Q ( jt ). i ? Or ) 和 SU ) 表达下 
列语句 a 

a ) 婴儿行为不合逻_。 b ) 能管理鳄 ft 的人不被人轻视 & 

c ) 行为不合逻辑的人被人轻视 t d ) 婴儿不能管理鍔魚 d 

4) 能从 b ) 和 e ) 推出 d ) 吗？若不能，有没有_个正确的结论？ 

58. 令 PD , Q (. tK KU ) 和 SU ) 分别为 i # 句 t 是只鸭子' ^是我的一只家禽' r 是一名军官”和 “: r 
摁意眺华尔兹' 用 ® 词、逻辑联接词和 QUU ROr ) 和 SU ) 表达下列语句 5 

d 没有鸭子愿意眺华尔兹， b ) 没有军官不会眺华尔兹。 

c ) 我所有的家禽都是鸭子。 d ) 我的家禽都不是军官 & 

能从 a )、 b ) 和 c ) 推出 d ) 吗？若不能，有没有一个正确的结论？ 

1.4 嵌套置词 


V 4. 1引言 


在 1*3 节我们定义了存在量词和全称 M 词，并展示了如何用它们来表萊数学语句。我们也解 
释了如何用它们来将汉语语句翻译成逻辑表达式9本节我们将学习嵌套貴词，它是出现在其他 
童词的作用域内的最词，如在语句 Vi 3^ i +： y =0>. Q 嵌套織词通常在数学和计算机科学中出 
现4尽管嵌套量词有时比较难理解_但在 L 3节介绍过的规则却有助于我们使用它们。 


14.2 翻译涉及嵌套量词的语旬 


复杂的表达式往往会涉及在各种上下文中出现的最词。要理解这些涉及许多 M 词的语句， 
我们需要阐明出现的量词和谓词的含义。具体如例1所沅。 

例1 假定变最 I 和^的论域是所有实数的集合，语句 




y y(^c -\- y — y + x ) 

说的是对所有实数 i 和 x ^ y = y ~^ x , 这是实数加法的交换律。同样，语句 

V x 3 yi^c + 夕= 0 ) 

说的是对所有实数有一个实数 > 使得1 + ^ = 0,也就是每个实数都有一个加法 
的逆 u 同样，语句 

V^VyV^x+Cy+i：) = (工 + ： y)+z) 


是实数加法的结合律 

例2将下列语句翻译成汉语句子 



V 1 V _ y ( (J > 0 ) A (jy < 0 ) — ► (xy < 0 )) 


其中变最 I 和 y 的论域都是全体实数。 

解这个语句表示对任意实数: r 和: y ， 如果 x > 0 且 31 < 0 ，那么 i ; y < 0 p 也就是说，这个语 
句表示对实数 I 和如果 I 是正的且: y 是负的，那么工 y 就是负的。这可以更简洁地叙述为“一 

个正实数与一个负实数的积是一个负实数' _ 

表达汉语语句的带嵌套量词的表达式可以相当 复杂。 在翻译这样的表达式时，第一步是写 
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出表达式中的 M 词和谓词的含义，第二步是用简单的句子来表达这个含义。例3和例4示出了这 
个过程 a 

例 3把语句 

V x(C(.x) V 3 yiCXy) A 

译成文字语句，其中 C (: c ) 是“: r 有台计算机 ' FG , : y ) 是4和: y 是朋友％而 I 和 y 的共同论域 
是学校全体学生的集合。 

解 该语句说的是，对学校的每一个学生 X 、 或者 X 有台计算机，或者另有学生 ^ 他有台 
计算机，并且 i 和:^是朋友。换言之，学校的每个学生或有计算机，或有个有计算机的朋友._ 
例 4 把语句 

3 j V y V (F(-£5 j) A F(x^) /\ iy ^ z)) — ] F(y^z)) 

译成文字语句 _ 其中 F ( a , 6>的含义是 c 和6是朋友，而 I ，： y 和 z 的论域是学校所有学生的 
集合。 

解 这个语句说的是，有一个学生 X ， 对所有学生 3^ 及不同于 3 的所有学生 ^ 只要 x 和 y 
是朋友，：也是朋友 * 那么3^和 z 就不是朋友。换句话说，有个学生，他的朋友之间都不是 
朋友。 ■ 

1.4.3 将语句翻译成逻辑表达式 

在 L 3 节我们展示了如何用量词来将句子翻译成逻辑表达式，然而，当时没有谈及这样的句 
子，即将其翻译成逻辑表达式要求使用嵌套 M 词，我们现在介绍如何翻译这样的句子 4 

例 5 将语句 41 如果某人是女性且为人父母，这个人是某人的母亲"翻译成逻辑表达式，当中 
涉及谓词、 置词 (论域是所有人）以及逻辑联接词。 

解语句"如果某人是女性且为人父母，这个人是某人的母亲"可以表达为“对每个人如 
果: T 是女性且/是父母，那么存在一个人^且文是 J 的母亲' 我们引人谓词 F ( X ) 来表示:是 
女性”，穴工）表示“: r 是父母”， M <^ ? 表示1是;^的母亲' 则初始语句可以表示为 

V x( ( Ft ^r) A PCjr) ) 3 jr» y)) 

我们可以把移到左边，因为 y 不在 F( ： r) AP (:^>中出现，这样得到一个等价的表达式 

Vx3^((F(x) A P ⑴） —M(x,：?)) ■ 

例6将语句“每个人都恰有一个最好的刖友”翻译成逻辑表达式，当中涉及谓词、童词（论 
域是所有人）以及逻辑联接词。 

解语句“每个人都恰有一个铙好的朋友”可以表达为"对每个人^ : r 恰有 一个最 好的朋 
友' 引人全称 M 词， 可以霖 到这个语句等 价干“ Vhj ： 恰有一个最好的朋 友）' 其中论域是所 
有人， 

x 恰有一个最好的朋友意味着有一个人 y 是: r 的最好的明友，而且，对每个人^如果 z 不 
是 y - 那么^不是 i 的最好的朋友，当我们引人谓词 j _) 为语句是1的最好的朋友”，则 

语句“0：恰有_个最好的朋友 " 可以表示为 

3 y ( A V 

因此，初始语句可以表示为 

'i x 3 A V z ( (z 尹 y ) — -f fKjr ,:))) ■ 

例 7 用最词表示语句“有位妇女已搭乘过世界上每一条航线上的航班' 

解 令忾切， /) 为搭乘过/”，而 Q (/， d 为 “/ 是 a 上的航班' 于是可将上述语句表 


示为 
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彐 tt. V a 彐 /(P(w，/) A Q( f ta)) 

其中 ，扣、 / 和 a 的论域分别为世界上所有妇女、所有空中航班和所有肮线。 

这个语句也可以表示为 

彐 彐 /R ( m ， f ， a ) 

其中/, d 为已搭乘过 a 上的 /' 虽然这样表示更紧凑，但它使变童之间的关系有点 
含糊不淸，因此，第一个解要好些， ■ 

用汉语表达的数学语句可以被翻译成逻辑表达式，如例 S 至例10所乐， 

例8将语句“两个正整数的和是正数”翻译成逻辑表达式， 

解要将这个语句翻译成逻辑表达式，我们首先重写它以示出隐含的量词“对每两个 

flsB 1 

正整数，它们的和是正数' 然后，引入变童工和: y 就得到 " 对所有正整数 x 和 y ， 
^+; y 是正数”。因此，对以将这个语句表达为 

VjcVy((^c>0) A (y> ()>—( 戈 + J > 0” 

其中这两个变量的论域是全体整数。 ■ 

例 9 将语句“每个实数（除了零）都 有乘法逆元” 翻译成逻辑表达式 □ 

解我们首先重写这个语句为“对每个实数 j (除了零>. I 有乘法逆兀％然后可以再 
将之重写为 “对每 个实数 L 如果那么存在一个实数: y 使得这可以重 
写为 ： 

V 工 （（x # 0) — 3 yi^y — 1 )) ■ 

正如前面提到的， W : 同常用于数学概念的定义，你可能熟悉的极限概念即为一例，极限是微积分 
中的重要概念。 

例10丨甭要微积分知识）用 S 词表示极限的定义. 

解回顾一下，语句 lim /( i ) = L 的定义是：对每个实数^>0,存在一个实数5>0,使得对 

J * 

每一个 JT ， 只要0< I x-a | <3,就有1 /( j：)-L I <e ,极限的这一定义用量同表示为 

V e 彐在 V jc(Q <C , jt ——a 1 <C I /( j:) ~ L I < e) 

其中 e 和 S 的论域是正实数集合， i 的论域是实数集合 * 

这一定义还4表乐为 

Ve >0 彐改； >0 V 工〈0<| 工 —— a |<茂一 i /( x ) — L |< e ) 

其中 e 和 S 的论域为实数集合，而不是正实数集合 。 ■ 

1,4.4 否定嵌 套置词 

带嵌套量同的语句可以通过连续地应用否定带单个 M 词的语句的规则成为否定的 g 具体如 
例 11 〜例 13 所示令 

例 11 表达语句 V ^3： y ( x ： y = l ) 的 否定，使得最词前面没有否定词 d 

解通过连续地应用否定 M 化语句的规则 (见 1.3 节表1 一 m , 可以将 
中的否定词移人所有量词里面。我们发现， nVd〆 町 =1) 等价于3工 
而后者又等价于 3 xVn ( x > r = i )。 由于1 ( i ： y = l ) 可以简化为，所以，我们的否定语句 

可以表达为 ■ 
例12使用簠饲表达语句“没有一个妇女已搭乘过世界上每一条航线上的航班' 

解这个语句是例7的语句“有位妇女已搭乘过世界上每一条航线上的航班”的否定*由例 
7,我们的语句可以表达为 i 3 切 Va 3/( P(m /) AQ (/> a ), 其中 P (^, /) 是、搭乘过/% 
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而 Q (/\ a ) 为“/是 a 上的航班' 通过连续地应用否定量化语句的规则（见 1.3 节表 P 17) 并在最 
后一步应用德摩根律，可发现我们的语句等价于如下语句： 

tfun Va 彐 /( P ( w ，/) A Q ( f \ a ))= d /( PC ^,/) A Q ( f \ a )) 

三 V 加彐 £iV/n (P(-Wff) A Q(/d)) 

=V 如彐。 V /(-! P(w,f) V nQ(/.a)) ■ 

例 13 使用量词和谓词表达 Um / ti ) 不存在这一事实， 

-T ^ # 

解 ] im /<； r ) 不存在意味着对全体实数 L , lini /(^)# L e 根据例10, lim / k ) 关 L 可以表达为 

X Al J * cJ iT 

n Ve>Q 彐占 >0 V x(Q <1 i x — a \ <_ d — \ fix ) ~ L \ < e ) 

连续地应用否定量化表达式的规则，可得到如下等价语句序列 f 

n V 0彐汐 > 0 V x (0 < C ! x — a \ < C . I fijc ) ^ L I <C g ) 

基 彐 e 〉 On 彐在 > 0 V 1(0 < I j ： — a | < 8 — | / Xjc ) — L f <； c ) 

= 彐 e > 0 V 占 > Oni V 工 （0 < 1 jc — a I I /( jt) ― L I ■< 

= OBx^i (0 <11 x — a 1 < \ /(x) —— L I ； <1 e) 

= 彐 彐 ： t (0 <Cl x — a I <C 5 A I f (工) —— L J ^ c ) 

在最后 ^ 一步使用等价式 "1 ( p —^ q ) = p A ~ K ? □ 

由于 lira /( a ：) 不存在意味着对全体实数 L , lim /( x )^ Z ,. 这个语句可以表达为 

T ■-■ a sT — 4 i 

彐 e >0 V 5> 3^(0<! i <^ A I f ( sc ) - L i ^ e ). 

这最后一个语句表示，对每个实数 L , 存在实数 <>0使得对每个实数^>0,存在实数: r 使得 
0< | x~a | <(5和 | I _ 

1.4. 5 置词 的顺序 

许多数学语句需要对多变挝命题函数作多重量化 。 除非 所有童 词均为全称值词或均 
为存在量词， 否则量 词的顺序是®要的。例14〜16用于说明这一点。这几个例子中 
每个变鲎的论域都假定为实数集合。 

例 14 令 P(h >0为语句 、+ > r = y +/， 置化语句 VzVyPU , /的真值是什么？ 

解 M 化语句 

Vx V y jP ( x ， y ) 

表示的命题是 

“对所有实数 I 和所有实数 +;y = J + z 成立， 

因为 PU , y ) 对所有实数 X 和 J 成真，>0 成真， ■ 

例 IS 令 Q ( z ， ： y ) 表示“: r + y =0”， 童化语句办 V _ rQ ( x , ： y ) 和 V:t iQb , y ) 的真值是什么？ 

解量化语句 
表示的命题是 

w 有个实数: y 能使 Q (: r . y > 对毎一个实数1成立， 

不管 y 取什么值，只有一个工的值能使1 + 31 = 0 成立， 因为没有实数: v 能使 k r +3=0 对所有实 
数 j ： 成立，语句 HyN / jtQ ( j：f : v ) 为假 w 
量化语句 


表示的命题是 


Vx 3 ： yQ(j. ； y> 
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“对每个实数^都有一个实数 y 使 Q(a W 成立， 

给定一个实数 I ,总有一个实数^能使 : r + y = 0, 这个实数就是_^。因此，语句 
Vx 办 Q ( z ， ： y ) 为真， _ 

例〗5说明量词出现的顺序不同含义也不同，语句 HyVxPU ， 30和 feayPO ， 不是逻辑 
等价的，语句办 ViPU ， y ) 成真当旦仅当存在一个> 使得 P ( x , jO 对每个 J 都成立 * 因此，要 
使这一语句为真，必须有一个特定的 y 值， 对这个值无论是什么样的 z ， Fix , : y ) 都 成立； 另一 
方面， yx ^ yP ( jc f j ) 为真当且仅当对 x 的每一个值都有一个 j 的值使 PU , y ) 成立 a 所以，要 
使这个语句为真，不管你选什么&总有 y 的一个值（也许依赖于你选的 d 使尸 W 成立 . 换 
言之，在第二种情况下，^随着 I 而定，但在第一种情况下， j 是与 x 无关的常数 6 

从这些观察可以看出，如果三 vViP(h 为真， 则 y ) 必定也为真 f 可是如果 

V ^ 3 y P ( x t : y) 为真， 3y V-rPCx^ : y ) 不 定为真 s (参见本章补充练习 14 和 16。） 

循环最 化思考 对多个变量使用 M 词时，借助嵌套循环来思考是有益的。（当然，如果某个 
变鼋的论域有无穷多个元素 * 是无法真正对所有值做循环的。 不过 这种思考方式对理解嵌套量 
词总是有益的 J 例如，要决定 VtVjPU , j ) 是否为真，我们先对工的所有值做循环，而对I的 
每个值再对 y 的所有值楯环，如果我们发现对I和 _y 的所有值都为真，那么我们就判定 
了 fe V ： yPU f W 为真 。 只要我们碰上-个I值，对这个值又有 一个: y 值使 y ) 为假，那么 
就证明了办 VyHh W 为假。 

苘样，要判定是否 为真， 我们对 i 的所有值循环，对 x 的每个值1对 j 的值 
循环直到找到一个^使 W 海真， 如果对 x 的所有值，我们都能碰上这样的一个 y 值，那么 
VxByPU , y> 为真。如果对某个I我们碰不上这样的;V,那么 V_r3yP(i, y) 就为假 6 

要决定: y) 是否为真，需要对: r 的值循环直到找到某个1，就这个 x 对 y 的所有 
值循环时汽工， y) 总是成真。如果能找到这样的 I. ^rVyP(^, y) 就为真 ， 如果总也碰不上这 
样的^那么我们知道 irVyP(^ : y) 为假* 

最后要看^)是否为真 d 我们对 x 的值循环，循环时对 x 的每个值都对 y 的值循 
环，直到找到 r 的一个值和 y 的一个值使尸(^， W 为真。只有当我们永远碰不上这样的工和: y 能 
使 P (: r ， y > 成真时，语句: y ) 才为假。 

表 1-18 是两个变莆所有不同的可能量化方式的总结。 

例 1S 说明，两个以上变 M 的量化也是常见的。 


衷 I - I 8 两个变屢的邐化 


语 句 

何时为 a ? 

何时为假？ 

V ^ VyP (^^ y ) 

V ^ VxPtx , 

对每一对 J ：、 JV 、 FU » : y ) 均为真 

有一对: r , J 使 W 为假 

1 

Vi 3 y P ( x * y ) 

对每个 都有 y 使^为真 

有使 P ( JT ， ： y ) 对每个: y 总是舰 

'iy P (^ k y ) 

有一个 X ， 使 Rx ， 对所有 J 均为真 

对每个 j ： 都有 y 使 P (: r , : y ) 为個 

Er 3 y P ( jr + y ) 

3 yBxP ( j * y } 

有一对工、> 使 Fix , y ) 为 K 

■ ---- — - —— 

对每…对工、>， P (工 ，均为假 


例16 令 QU , 3 N d 为语句语句 VxVy 玉 Q (: r , y ， 幻和玉 Vz 办 QU , >之) 
的真值是什么？ 

解假定给 I 和 y 赋了值，那么就有一个实数 O 使得1 + 3^-心于是童化语句 

\/工 彐 z ) 


为真，因为它其实就是语句 
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“对所有实数^和所有实数有实数心使得 
这里 M 词出现的顺序是重要的， W 为里化 语句 

彐 z \/ x\/y Qij ' iy ^ z ) 

也就是语句 

“有实数 i 使得对所有实数^和所有实数力7 + 3^/ 

为假，因为没有 V - 的值能使^+>=-1对 JT 和: y 的所有值都成立。 _ 


练习 


L 将 F 列语句翻译成汉语句子.其中每个变虽的论域是全体实数。 

V j ： 3 yi^<y^ b) V.rV^f C^>0> A (,y>0)) —f^v>0)) 

c) V J V J 彐 z( ry^z) 

2 . 将 f 列语句翻译成汉语句子，其中每个变] a ： 的论域遒全体实数 b 

a ) 彐工 V y(.xy y) b) V x V y( ((^^0) f\ (y<0)) -^(x — y>0)) 

c ) V > rV：y 彐 + 

3 . 令 QU ， y ) 是语句 “ o : 已经发送电子邮件消息给其中 i 和 y 的论域都是班上的所有学生，将下列量 
化式子表达成汉语句子。 

a) 3 j: 3 >'Q( J ： * y) b) 3 x V yQ(x^ y) c)^ x 3 yQi^r* 

tl) 3 > V xQiXi y) e) V y) f) V .x V yQiJt^ v) 

4. 令 _ v > 表示语选修 y % 其中 r 的论域是班上全体学生的集合， y 的论域是你校所有计算机科 
学课程的集合 《 用句子表达下列各童化语句 6 

3x 3y P(x f y) b)3j fc V i yP(x 1 y) c)Vx^yF(j f y) 

d ) 3 yVxP <. T , >) ^\ fy 3. iP { x , y > 

5 -令 W ( y , >0 表示 ~ 访问过 y ’， 其中 i 的论域是你校全体学生集合，> 的论域是所有网站的集合 a 用简 

单的句子表达 F 列诺句。 
a) WfSarah Smith * www^ att. com) 
h) 3^W(_r t www + imdb- org) 

c) 1^(Jose Orc“ y) 

d) 3y(W{ Asliok Puri, y) A 圯 （Cindy Yoon, y)) 

e) 3yVz(y=pi(David Belcher) A ( 祝 （Cswid Belcher, «) ~^W(y T z))) 

O 3r 3yW( (x^y) A (y^ z))) 

6. 令 C (: r , W 表示 1 注册了 y % X 中 i 的论域是你校全体学生的集合， y 的论域是你校开设所有课程的 
集合。用简单的句子表迖下列 语句， 

a)C(Mandy Gotdberg, CS 252) b) 3xC{jc r Math 695) 

c) Carol Stea, 3.) d) 1 t(C(j ：, Math 222) ACU, CS 252}} 

e) 3r 办 W((j^=j) A z) ~*CAy^ a:))) f > Br ijr^y) A (C(j:, z)^C(ji?^ t) )) 

7 . 令丁 U , W 表 示学生 1 喜欢菜肴 ^ 其中 x 的论域是学校的所有学生，>，的论域是所有菜肴。用简单的 
汉语句子表达 F 列语句 9 

a)™| T( Abdallah Hussein ^ Japanese) b) 3 j:T{ x f Korean) A V jT(xt Mexican) 

c) 彐 7X Momque Arsenault t y) V T(Jay Johnsojit j) ) d) V x V 艺彐 ， ( T(jt^ y) A IX^y))) 

e) 3i3 艺 V 3 KH 1 , y)^T(z, y)) f) V j ： V 之彐： y< T(i ， y^) 

8. 令 CKi ， y) 为语句、为 y 的参赛者' 用 QU . j )、 M 词和逻辑联接词表达下列各句，其中 f 的论域是 
你校所有学生的集合， y 的论域是所有电视智力竞赛节 EK 

a > 你校有位学生参加了一个电视智力竞赛节 
b > 你校没有学生参加过电视智力竞赛。 
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d 你校有位学生参加了 jeopardy 和 Wheel of Fortune 两个电视竞赛 c 

d ) 每个电视智力竞赛节 H 都有你校的一名参赛学生& 


e) 你校至少有两个学生参加了 Jeopardy 比赛 B 

9. 令 LG , j ) 为语句\爱 y 1 , 其中： r 和 y 的论域都是全世界所有人的集合.用童词表达下列各语句 


* 


a ) 每个人都爱 jerry 。 
d ) 没有人爱所有的人， 
g ) 恰有一个人人都爱的人。 
j ) 有人除自己以外谁都不爱 Q 
10,令为语句能骗 y 
a ) 人人都能骗 Fred , 
d ) 没有人能骗所有人。 


b ) 每个人都爱某个人+ 
e ) 有个 Lydb 不爱的人。 
h > Lynn 爱的人恰有两个 


e ) 有个人人都爱的人^ 

f ) 有个人 人都不爱的人 a 
i ) 每个人都爱自己。 


其中 x 和: y 的论域为全世界所有人的集合.用置词表达下列语句> 


b ) Evdyn 能骗所有人 s 
e ) 人人都会被人骗。 


e) 每个人都能骗某个人 a 

f ) 没有人能56 Fred 和 Jerry 两个人 


«:■ 


g > N a nc y 恰能骗两个人 D h ) 恰有一个人人都能骟 的人， i ) 没有人能骗自 E 2« 

j ) 有人除自己以外只能骗_个人. 

1 L 令 SU) 为谓词# t 是学生”， FCr) 为谓词 4 是教员' 而 ZUx. .v) 是谓词问过 . v 问题％ 其中论域是 
你校所有人员的樂合 & 用#同表达下列语句， 


a ) Lom 问过 Michaels 教授问思 U 

c > 毎位教员都问过 MHler 教授问题或被 Milk 『教授问过问题， 

e ) 有位教员从未被学生问过问题. 
g ) 有位教员问过所有其他教员问题 . 


1>>每个学生都问过 Gross 教授问题。 
d > 某个学生从未问过任何教员问®。 
D 有个学生问过所有教员问 
h ) 存学生从未被教员问过问题 3 


12. 令为语句 i 能上因 特网' CCr , j ) 为语句^和 y 在因特网上交谈过”.其中 I 和 j 的沦域是你们 
班上所有学生的集合9用量词表达下列谢句 . 


a ) Jcrry 没有上 过囡 特网， 

bjRachel 没在因特网上与 CheUea 交谈过 e 

c ) Jan 和 Shareri 从未在因特网上交 谈过。 


d ) 班上没有人与 Bob 交谀过 

e ) 除 Jos - eph 以外， Sanjay 与每个人都交谈过。 

f ) 班上某人没有上过因特网， 


g ) 班上并非人人都上过闲特网。 

h ) 班上恰有一人上过_特网， 

i ) 班 I 除 一个学生外都上过因特网。 

j ) 班上上因特网的人在闪特网上与班上至少另一名学生交谈过 • 

k ) 班上有人上过因特网.但从未与班上其他人交谈过 w 

l) 班上有两个学生没做过网上交谈。 

m ) 班上有个学生与班上每个人都做过网上交谈. 

班上至少有两个学生没有与同一个人做过网 h 交谈 
0>班上有两个学生，他们当中有一个与班上其余毎个人都交谈过 & 

J 3. 令 MU , y ►为“ I 已发给 y 电子邮件' 为 “ JT 绐: y 打过电话' 其中论域为你们班上所有 学生， 

用量词表达下列语句。 〈假定 所有被发出的电子邮件都能收到，尽管事实并 4 N 如此。） 

a ) Chou 从未给 Koko 发过电子邮件。 

b ) Arlene 从未给 Sarah 发过电子邮件，或未打过电话。 

c ) | ose 从未收到过 Deborah 的电了-邮件。 

d ) 班上每个学生都给 Km 发过电子邮件 B 

e ) 班上没有人给 Nina 打过电话， 

f ) 班上每个人或给 Avi 打过电话或给他发过电子邮件 & 

g ) 班上有个学生给班 t 其他人都发过电子邮件 a 
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班上有人给班上其他人或打过电话，或发过电子邮件， 

D 班±有两个学生互发过电子邮件 
j ) 班上有个学生给自己发过电子邮件。 

to 班上有个学生旣没从班上其他人那里收到过电子邮件，也没有人给他打过电话。 

【）班上每个学生都或从同班同学那里收到过电子邮件，或接到过同班同学的电话1 
班 h 至少有两个学生.一个给另一个发过电子邮件，第二个_给第一个打过电话， 
n ) 班上有两个同肀，他 fH 当中有一个给班上其余同学或发过电子邮件，或打过电话 。 

14- 用贵词 和喟词 衷达下列语句 6 

a ) 班上有个学生会说印地诂 & 
b > 班上每个学生都会开车， 

c ) 班上某 学生去过阿拉斯加，但还没去过夏威夷 t 

d ) 班上所有学生都至少学过一种程序语言 。 

c) 班上有个学生已选修学校某个系开设的所有课程， 

f ) 班上有个学生恰好与一个同班同学在同一座城市长大 

g ) 班上每个学生都至少与一位同学至少在一个在线聊天室交谈过 t 
15. 用1同和湣词表达下列语句， 

a) 每位学计算机科学的学生都需要上一门离散数学课， 

b ) 班上有个学生有-台个人电脑 3 

d 班上每个学生至少选修了一门计算机科 学课， 

d ) 班上有个学生至少选修过一门计筲机科学课. 

e ) 班上每个学生都去过校闲里每座建筑。 

f ) 班卜_有个学生去过校园里至少-座楼的每个房间 g 

g ) 班上毎个学生都去过校园里每座楼的至少一个房间^ 

】6 + 离散数学班上有〗个主修数学的新生，1£个主修数学的二年级学生，15个主修计算机科学的二年级学 
生，2个主修数学的:-:年级学生和1个主修计算机科学的四年级学生 6 用■词表达下列语句，再给出其 
真值 a 

a ) 班上有个三年级学生。 

b > 班上毎个学生都主修计筲机科学， 

c ) 班上有个学生既不主修数学_也不是三年级学生。 

d ) 班上毎个学生要么是一年级学生，要么主修计算机科学 v 
0>有_门主修课，有一名学生在毎一学年都主修它 & 

17. 使用滑词， fl 同和逻辑联接词（如果有必要）表达下列系统规范说明 5 

a ) 每个用户恰能访问一个邮箱 a 

b ) 在所有锚误条件下某个进程能继续运行.仅当内核运行正确 a 

c ) 校园网的所有用户都能访 问貝有 后缀的 URL 的所有站点_ 

恰有两个系统监控着每一个远程服务器 

18+使用谓词、 S 词和逻辑联接同（如果有必要）表达下列系统规范说明 。 
a ) 在各神故障情形下，至少要有一个控制台可以访问， 

h ) 只要档案文件包含有至少一条由系统的用户发送的消息，就玎以检索到 用户的 ^ mail 地址。 
c) 对每个安全鉍洞.至少有一个机制可 以检溯 到这个》洞当 PL 仅当有一个进程还未被损害 

<1)对网络上的任意两个端点，至少有两条路径可以连接它们。 
c ) 没有人知道系统的用户的1_1令，除了系统管理员， 

19-便用数学和逻辑运算符、谓同及里同表迖下列 诺句， 论域是全体整数。 

a ) 两个负整数的和是负数。 

b ) 两个正整数的差不一定是正数 3 



两个整数的平方和大于等于它们的和的平方， 
d ) 两个整数的积的绝对值等于它们的绝对值的积 ， 

20. 使用数学和逻辑运箅符、谓词及 t 词表达下列语句，论域是全体整数， 
a ) 两个负擦数的积是正数 . 
b > 两个正整数的平均数是正数。 

两个负整数的差不一定是负数。 
d ) 两个整数的和的绝对值不超过它们的绝对疽的和。 

2 L 使用谓同、 M 词、逻辑联接同和数学运算符表达语句“每个 iE 整数是四个整数的平方的和' 

22 - 使用谓最 ㈣ 、逻辑联接词和数学运算符表达 语句“ 有某个正整数不是三 个核数 的平方的和' 
23. 使用垌同、量词、逻辑联接闻和数学运箅符表达下判数学语句： 

&) 两个负实数的枳是£数 。 h ) —个实数与它 H 身的差是芩 1 

c ) 每个止实数恰有两个平方根。 d ) 负实数没有实数平方根。 

24 - 将下列嵌套量化式子翻译成表达出数学事实的汉语语句。论域均为全体实数. 

3 x V t v(. 3-+ v— _ v ) h) ^ jc 1 ^ y(( (x^O) A Cy-CO)) (j: 一 jC>0)) 

c ) 3 t 3 y ( (< x ^>0> A ( y ^ O )) A ( x — y >0)> d ) V r V y (.{ jr ^ O ) A { ^^-0) ( jc _ v #0)) 

25. 将下列嵌套世化式 f 翻译成 表达出 数学事 实的汉 语语句 ， 论域均为全体实数 ， 

a ) 3 .rV y ( jry = y ^ b ) V x V y ( (( x <0) A ( y <0)> ~^( xv >0>) 

c ) 3 ^3 y (( r -> y ) A d > V Jr „v 彐之 （jt + . v = d 

26. 令 g (. r ，）_) 为讲句、十 j — y \ 如果两个变 S 的论域都是整数集合，下列各项的真值是什么？ 

a ) Q ( l * ]) b ) Q (2. 0) c ) Vy Q ( I , _ v ) 

*J) 3jtQ(x+ 2 3 3x 3^ Q(Xf _y) V_r 彐 ； y Q( y) 

g> 3yVrQU, y) h))fy3^QU ， y) i)VjrV^Q<^, y) 

27. 假定所有变虽的论域都是整数集合.确定下列语句的真值 B 

a) V ^ 3 7n(n 2 <^.m > b) 3 w V m(n<im 2 ) c) V w 3 = 

d ) 彐？ I V tn ( nm = m ) e) 3 n 3 m ( + ?tr —5} f ) 3 打 3 肌 < ^ + m 2 = 6) 


d) 彐 ？ I V wK nm =m) e ) 彐 n 3 ni( 〆 += 5 : 

R) 3 w 3 m C n fm — 4A^^m = l) h) 彐 彷（打 + 浓 = 4 八 

28. 假定每个变跫的论域都是实数集合.确定下列语句的真值 


f > j ?? d m ( n +7 ?r = 6) 

#>i = 2) i) VnV m 3 p(p^(m + n)/2) 


a) Vj 彐 / = v) 
c) 彐 j W 巧 = 0) 
e ) Vx ( 3 vijry = D ) 

g ) Vr 彐 ： yO r y = i) 

i ) 3 y ( L j = 2 八 2 jt — y = 1) 

29. 假定命题函数 PU . y ) 的论域由 i 和 j 的序偶 组成， 
取写出 K 列命题 & 
a) V.r V.v P ( j^f y) 


b) Vjt 3y{ J：=y ) 

3^ 3y(^+yT^y^^) 

f) 彐 ； r ^y(y^0 -^jry=l) 

h) 3yU+2y=2A 2^+4y = 5) 

i) Hy 3 之 U=Cr+ ， )/2> 

其中； r 是1、 2 或 3, j ； 是1、 2 或3。用析取和合 


b ) 彐 j: By jP f t y . 

d)V：y 彐(山 _y) 


c) 3.rV^ F(x. y) d)>fy3^PU, y) 

30，黾写下列语句*使否定只出规在谓词中（即否定同不在量同外边，也不在含逻辑联接词的表达式外边> 
a )， - b}~[\fx3y y) 

c>n 3^(0(^) A Vr ， R( ： r ，： y)) d)^ 3y( 3 jcR(j:* y) V VjSCxi ,y)> 

e)-[ 3y( Vjt 3zTXt ， y* z) V 3x^zU(x^ s)) 

3 L 表达出下列语句的否定.并且所有的否定词紧跟在谓词之前。 

ft) V f 彐穸 V 之 T( ： r ， 夕， b) ¥ x 3 yP(x P jr) V V x 3 yQix* 
c) V^3 y( P(jc v y) A 3 zK(x* y* s:)) d)Vj" 彐 ; y(jP (: r t y) —Q ( :今 y )) 

32. 表达出下列语句的否定.并且所有的否定词紧跟在谓词之前， 


) 31 £ V V V .rT(.r T v- £ 


b) 3 jt 彐 yP( j ： * >0 A V xV yQ( ji * 
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c ) 3 x )) d ) V 3 x 3 ~ CT ( x ^ jvi z }\/ Q ( j[t y )) 

33, 重写下列语句，便否定只出现在谓词中 （_ 否定词不在 M 阒外边，也不在含逻辑联接词的表达式外边）, 
V^r Vj/f (- T * y ) 3- i ： P y ) 

c )， 办 * >0 V Q (_ r - y )) ci )，（ 彐 j : 彐力 Pti ， y ) A V ^ V x v Q ( j ：^ y )) 


c)n j ( 3^ V^r f J ( j: t y* ^)A3^V j yFCx, z)) 

34, 用童词表达下列语句，然后取该语句的否定并使否定词不在童词的左边。再用简单语句表达这否定（不 
要简单地表达为"不是 …… ": U 

a ) 没有人因玩彩票损失超过1000美元。 b ) 班上有个学生只与男外一个学生在网上交谈过 | 

c ) 班±没人恰给另外两个同班同学发过电子邮件 & d ) 某个学生已完成本书每道练 


e ) 没有学生做过本书每节至少-道练习。 

35,用觉阗表达下列语句 * 然后取该语句的否定并使否定调不 在致词 的左边 & 再川简单语句表达这杏定（不 
要简单地表达为 “不是 …“ 

a ) 班上每个学生都恰好选修过本校两门数学课。 

b ) 有人去过世界 i ： 除利比亚以外的每个国家， 

c ) 没有人攀登过喜马拉雅山的每座山峰1 


d ) 每位电影演员都或与 Kevin Bacon 同拍过电影，或跟与 Kevin Bacon 同拍过电齡的人同拍过电影《 


發3匕用置词和语句表达下列命题的否定。 


a > 班上毎个学生都喜欢数学 . b ) 班 t 有个学生没见过计算机。 

c ) 班上有个学生选修过本校开设的每门数学课 d ) 班上有个学生去过校园每座楼的至少一个房间 0 
37* 找出下列令称置化语句的反例（如果可能的话），其中所有变置的论域是全体整数 . 
a ) V I V y(^ z =y -^x = y ) b ) V 工3 y ( y 2 = j ) c ) V j V 

38, 找出下列全称 S 化语句的反例（如果町能的话），其中所有变量的论域是全体整数。 

a ) V JT 3 y ( x = 1/ y ) b ) V z 彐 y{yr — x <100) c ) V jl V y (工 2 ) 

39, 用 tt 间表达实数乘法的结合律， 

40, 用鐘词表达实数乘法和加法的分 

4 L 如果变 fe 的论蜮分別如下，确定语句 

a ) 非零实数 1>>茄零整数 c ) 正实数 

42. 如果变皆的论域分别如下，确定语句的真值。 


a > jE 实数 


t >) 整数 


d 非零实数 


43,证明语句， 3 x VyF(xr y )^ YjrB： n P 有同样的真 慎。 

>44. 证明 V ViQ (; r ) 和 Vi WPU ) VQ ( jy )) 逻辑等价。（銪变 M j 用来正确地把 S 词组合在一起 ，) 
M 5. a ) 证明 hPU ) 八和 AQ <>0) 逻辑等价， 

l >) 证明 Vx 尸 Or ) V 3 iQU ) 和 Vi 彐： y ( PCx > VQ ( y )) 逻辑 等价, 


一 个语句称为前東范式 （ FMF ) 的充分必耍条件是其表达形式为 

Q - j ：] 兑 w ， Q 山 P ( j ：] … 

其中每个 q , i = l , 2 t …， h 或是全称最同，或是存在 M 词；而 PO , ，々 t …， a ) 是不汽置同的 
谓阛。例如 y ) AQ ( j )) 是前束范式.而 3 xF(d V hC ?( i ) 不是（闪为并不是所有虽词都先 
出理） • 

将命题变置、谓词、 T 和 F 用逻辑联接 词和里 词组合在一起形成的每一个语句都等价于一个前束范式。 
练习47要求的就是对这一車实的证明 & 

*4 S * 把下列语句改为前束范式 ，（提 示 ； 利用 L 2 节表 1-13 和表 1-14 的等价关系， L 3 节表1-17，： L 3 节练 
习 42-45 和本节的练习44和 45 J 
a ) 3 xP ( x ) V 3 ^ QU ) VA f 其中 A 是不含最词的命 

b >-| ( Vx 尸（文 ）V V ^ QU )) 
c ) > ^ 彐 
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给出并证明把任意语句变换为等价的前束范式的方法。 

48 , 如果: r 大于或等于 S 中的每个数，实数 I 称为实数集合 S 的上界,如果 i 是 S 的上界，而_0_小于或等 
于 S 的所有上界，实数 r 称为实数果合 S 的最小上界。 如栗集合 S 有鍅小 上界. 这最小 上界一 定是唯 
—的 . 

a ) 用世洞表达 Jt 是 S 的上界这 -- 事实 a 

b ) 用危词表达 I 是 S 的最小上界这一事实， 

*49. 用全称摄词1存在敏词和逻辑联接词表达 M 化表达式 

语句 Uma ,= L 表承对每个正实数^有个 正整数 N , 使得只要就有丨〜一 LI <% 

I?-，to 

50. (需要微积分知识）用1词表示语句 = L 

51. (需要微积分知识）用最词衷示语句不存在 4 

52. 《需要微积分知识）用置词表达下面的定义：如果对每个实数^>0,存在正整数使得每一对正整数 
m 和^只要 m > W 和; i > N , 就有丨‘一 \!< e t 则序列称为哥西序列 

5 3. (需要微积分 知识》 坩量词和逻辑联接词表达下面的定义；如果对每个实数 e >0* 有尤穷多个 n 使 

成立，而只有有限多个 n 使〜 + e 成立，则实数 L 称为序列的最大抆， 

1,5 证明方法 


t . 5 , 1 引言 


在数学研究中提出的两个重要问 题是： （1) 什么时候数学讼证是正确的？ （2) 什么方法可以用 
来构造数学论证？本节通过描述各种形式的正确与不正确的数学论证来帮助回答这些 问题。 

定理是可以被证明为真的命题， （定 珲有时称为命题、事实或结果用一系列命题 
… W 来证明一条定理为真，这些命题就形成一项论证，称为 证明。 在证明里用到的命题 
可以 包括： 公理或公设（它们是关于数学结构的基本假设），被证明定理本身的前提，以及从前 
证明过的定理等 4 推理规则 （它们是从其他断言得出结论所用的方法）把证明的各个步骤联系 



起来。 

本节将讨论推理规则 。 这样做有助于解释清楚正确的证明是由什么组成的。还将描述某呰 
常见形式的不正确的推理(称为谬 误）。 然后将介绍各种常用的证明定理的 方法。 

名词“引理”和“推论"用于特定类型的定理。引理是在其他定理的 ii £ 明屮所用的简单定理 D 当 
使用了一系列的引理（其中每个引理都被单独地证明）时，一些复杂的证明通常会更容易被理解。 
推论是从已经证明了的定理直接证实的 命题。 “猜想 H 是真值未知的命题 。 当发现了猜想的证明 
时，这个清想就成为定理。许多时候猜想都证明为假，所以猜想不是定理。 

本章讨论的证明方法是重要的,不仅因为它们被用来证明数学定理，而且因为它们对计算 
机科学的诸多应用，这些应用包括 ； 验证计算机程序是正确的，证明操作系统是安全的，在人工 
智能领域里进行推理， 熟。 所以，理解证明中所用到的技术无论在数学里还是在计箅机科学里 
都是必要的 @ 

1 . 5,2 推理规则 

现在将要介绍命题逻辑的推理规则。这些规则为用来证明一个结论是从一组前提合乎逻辑 
地得出的步骤提供了正当理由，重言式（户 A ( p — 是一个被称为 假言推理或分离规則 的推 
理规则的基础。这个重言式写成下列方式： 
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使用这种记号时，前提写成一列，而结论写在横线下(符号 /. 表示“因此 ') 假言推理是说，若 
蕴含式及其前提都已知为真，则这个蕴含式的结论为具 D 

； 例1假定蕴含式“若今天下雪，则将去滑雪”和它的前件“今天正在下雪 ” 都为真。那 
! 么，根据假言推理，得出蕴含式的后件“将去滑雪”为真 & _ 

例2蕴含式“若《被3整除，则 V 被9整除”为真。所以.若《被3整除，则根据假言推理 
得 m Y 被9整除 a _ 

表 1-19 列出了重要的推理规则，在 1.2 节的练习里可以找到对这呰推理规则的验证。这里 
是使用这些推理规则的一些例子 a 


表 1-19 推理规刚 

推理现_ ma 式 名称 


p 

,\P V q 


P~*(pV 


附加 


P Ag 
: .P 

ipAq) - 

化简 

P 

C( p} A (q)) ~^(p Aq} 

合取 

^*P A <f 



P 

P ^ 

f\ i P -^q 

假言推理 

: M 



~iG 

P - -9 

L^y A ( 卢一 7 >」 今 -ip 

取拒式 







9— r 
二 P "， r 

^ip -^q) A (g-^r )] 畔 （ p-^r) 

假言 E 段论 

P 、 守 

L< p y g ) 

析取三段论 




~lpv r 

q) i\ (Wr)]MqVr} 

消解 

.\q V r 




例 3 说出哪个推理规则是下列论证的基础：“现在气温在冰点以下。因此，要么现在气温 
在冰点以下，要么现在下雨， 

解 设， 是命题“现在气温在冰点以下”，而 v 是命题"现在正在下雨”。那么这个论证形如 

P _ 

:、 p y <1 

这是使用附加规则的论证. ■ 

例4说出哪个推理规则是下列论证的 基础： “现在气温在冰点以下并且现在下雨。因此, 
现在气温在冰点以下， 







解 设力 是命题"现在气温在冰点以下' 而 g 是命题“现在正在下爾'这个论证形如 

P A 

二 P 

这个论证使用化简规则。 ■ 

例5 说出在下列论证里使用哪个推理 规则： 

若今天下雨，则我们今天将不野餐。若我们今天不野餐_则我们明天将野餐，因此，若今天 
下雨，则我们明天将 野餐。 

解设 P 是命题“今天下雨”，设 g 是命题“我们今天将不野餐”，而设 r 是命题我们明天将 
野餐' 则这个论 i 正瑕如 

q r 
“ P 一^ 

因此，这个论证是假言三段论。 ■ 

1,5.3 有效论证 

若每当所有的前提都为真时，结论也为真，则这样的论证称为有故的 & 所以，证明从前提 
PH P 2 , 九合乎逻辑地得出心就等于证明蕴含式 

^Pi A pz A A pn、— q 

为真。当在有效论证里用到的所有命题都为真时，就得出正确的结论 & 不过，当在有效论证里用 
到一个或多个假命题时，该论证可能得出不正确的结论。例如，“若及> + ,则（在) 2 >(夺)\ 

由此可知#>音，因此，（及) 2 =2>(音) 2 =|，是一个基于假言推理的有效推理。不过，这 

个推理的结论为假，因为9不能整除 10 P = 1020 U 在这个论证里使用了假命题“101被3整除' 
这就意味着该论证的结论可能为假 p 

g^ v :当存在许多前提时，为了证明一个论证是有效的，就常常需要多个推理 规则。 对此通 
… 过下面这桉例子米说明，在这些例子中一步一步地显示出论证的步骤，明确地叙述 

出每步的理由。这些例子也说明如何使用推理规则来分析以用语言表述的论证。 

例 6 证明 s 前提“今天下午没有出太阳并且今天比昨天冷％ “只有今天下午出太阳，我们 
才将去 游泳' “若我们不去游泳，则我们将乘独木舟游览”，以及“若我们乘独木舟游览，则我们 
将在黄昏时冋家”，导致结论“我们将在黄昏时回家”。 

解设 P 是命题“今天下午出太阳”，？是命题"今天比咋天冷' r 是命题 # 我们将去游泳”, 5 
是命题“我们将乘独木舟游览' 而 f 是命题“我们将在黄昏时回家' 则这桦前提成为 nfA 心 
p，s 9 结沧是 f 。 

如下构造一个论证来证明这些前提得出需要的结论 a 


步驟 

理由 

I. n 夕 A y 

前提引人 

2 - nfi 

化简.用步骤 1 

3, r~^p 

前提引人 

4 .下 

取拒式，用步骤 2 和 3 
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5。 r -5 前提引入 

6.5 假言推理，用步骤4和5 

7“ 〜 前提引人 

假言推理，用步骤 S 和7 

例 7 证明 ； 前提"若你发给我电子邮件消息，则我将完成编写程序 


若你不发给我电子 


邮件消息，则我将早早地 i 睡觉' 以及“若我早早地去睡觉，则我将感觉精力充沛地醒来' 导 
致结论"若我不完成编写程序，则我将感觉精力充沛地醒来' 

解设是命题“你发给我电子邮件消息' ?是命题“我将完成编写程序 ' r 是命题“我将早 
早地去睡觉' 而 s 是命题“我将感觉精力充沛地解来' 则这些前提是 g，n r — &需 


耍的结论是 n 户 


o 


下列 论证证 明这些前提得出需要的结论 




步驟 


2 * ~iQ 一 nP 
3- 


nq 


~n 


理由 

前提引人 

步骤】和逆否命题 
前提引入 

假言三段论，用步骤2和3 
前提引人 

假言1段论，用步骤4和5 


■ 


5.4 消解 



己经开发出自动执行推理和证明定理任务的计算机程序。许多这类程序利用称为消 
解 ( remlmiun > 的推理规则.这个推理规则基于永真式 s 


((p \/ q ) A (n ^ V r )) ^ (g V r ) 

(此永真式的验证见 1. 2 节练习 28 a ) 消解规则最后的析取 qVr 称为消解式 （ resclventh 尚在此永 
真式中令(/时，可得而且，当令 r 二 F 时，可得（户 VW A ( nP ) (因 
为 gVF ㈡ 这是永真式，析取 H 段论规则便基于此式， 

碑丄 mn 使用消解证明假设“: fasmine 在滑雩或没有下雪和“下雪了或 Bart 在打曲抿球” 
… 蕴含结论 “ Jasmine 在滑雪或 Bart 在打曲棍球。” 

解令 A 为命题“下雪了”，9 为命麵 滑雪％ ”为命题 “ Ban 在打曲棍球' 我们可 
以将假设分别表示为和 p V ”。使用消解，命题 gVr 成立。 ■ 

消解在棊于逻辑规则的编程语言+扮演着重要的角色，如在 Prolog 中（其中用到了量化语句 
的消解规则）。而且，可以用消解来构建自动定理证明系统。要使用消解来构造命题逻辑中的证 
明，假设和结论必须被表示为子句，子句是变童的析取或这些变贵的否定。我们可以将命题逻辑 
中非子句的语句用…个或多个等价的是子句的语句替换。例如，假定有一个形如 pVQAr ) 的语 
句，因为 pV ( gAr )«< p \/ g )/\</> Vr ), 便可以用两个子句 P V g 和 p V r 来代替 p V r ) 。我 
们町以用语句和1来代替形如 n 〈多的语句 * 因为德摩根律表明 n (pV g^^nP A nQ , 也可 


以用等价的析取来代替蕴含 P — 〜 

例 9 证明假设 （pAW Vr 和 r — j 蕴含结论户 Vb 

解可以将假设 MAP VrM 写为两个子句 pVr 和 gVn 也坷以将替换为等价的子句 



使用子句 pVr 和 - rVs ， 通过消解便可得出户 Vh 

1 5. 5 谬误 


_ 




几种常见的谬误都来 源于不 正确的论证,这些谬误看上去像是推理规则，但是它们 
是基于偶然事件而不是重言式。在这里讨论这些遂误，是为了说明在正确与 不正确 


的推理之问的区别， 

命题 p 不是重言式，因为当 a 为假而 g 为真时，它为假 6 不过，存在许多把 
它当作重言式的不正确论证。这种类型的不正确推理称为 肯定结论谬误 Q 
例 1 ft 下列论证是否有效？ 


若你做本书的每一道练习，则你将学习离徴数学。你学习过离散数学， 

因此，你做过本书的每一道练习。 

解设是命题“你做过本书的每一道练习”。设 g 是命题“你学习过离散数学' 这个论证形 
如■-若 p — g 并且心 则^这是使用肯定结论谬误的不正确推理的例子。事实上.你可能通过其 
他某种方式学习离散数学而没有做本书的每一道练习 & (你可能通过阅读、听讲座、做本书的一 
些但不是全部练习等方式来学4离散数学。） _ 

命题 [ (户 —9) 不是重言式，因为当 P 为假而 g 为真时，它为假$许多不正确的论 

证都不正确地把它当作 r 推理规则^这种类铟的不正确推理称为否 定假设谬误， 

例 U 设 p 和 g 如同例10那样 D 若蕴含式 f — g 为真 * 并且 ip 为真，则得出1为真这是否 
正确？换句话说，如果假定：若你做本书里每一道练习，则你将学习离散数学*那么 假定： 若你 


没有做过本书里每 道 练习.则你没有学习离散数学，这是否正确？ 

解即使你没有做过本书里每一道练 > J , 你也好能学过离散数学。这个不正确的论证具有 


形式： p ^ g 这是否定假设谬误的例子。 



1 . 5.6 带 置词命 题的推理规则 


已经讨论了命题的推理规则。现在将要描述包含童词的命题的一些重要的椎理规则。在数 
学论证里 大最地 使用这些推理规则，通常都没有明确地指出来0 

全称例示 是这样的推理规则，用它从前提 VrPU ) 得出 P 《 c ) 为真，其中 e 是论域里的具体成 
员- 当从命题* 4 所有女人都聪明”得 出“丽 沙聪明"时，就使用了全称例示，其中丽沙是论域所有女 
人中的 一员。 

全称生成 是这样的推理规则，它说明在对论 域里所 有元素 f 来说 PQ ) 都为真的前提下， 
VlP ( X ) 为真 p 当通过从论域里拿出一个任意元素^并证明 P ( C > 为真来证明 ViP (: T ) 为真时，就 
使用了全称生成。所选择的元素 r 必须是论域里一个任意的元索，而不是特定的元素.在许多数 
学证明里隐含地使用全称童词引人，而很少明确地指出来6 

存 在例示 是这样的推理规则，在允许从已经 3^ P ( I ) 为真，得出在论域里存在一个使得 P 
G ) 为真的芄素 r 。 在这里不能选择一个任意值的 G 而必须是使得 p ( c ) 为真的那个〜通常不知 
道 r 是什么，仅仅知道它存在，因为它存在，所以可以给它一个名称而继续论证。 

存在生成 是这样的推理规则，用它在已知使 P ( C ) 为真的一个具体的 I ： 时， 得出 3： rP (：7：) 为 
%, 即 若知道论域里一个使 PU ) 为真的元素 C , 则知道 32 PU ) 为真。 

这些推理规则总结在表 1-20 里。在下面例子里将要说明如何使用带 S 词的命题的推理规则 


之中的一个, 
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表 1-20 

带趣词的命通的推理敕则，1/是论域 

推理规则 

名称 

V xPix ) 

•% P(c) * 若 

全称 M 词消去 

P( c y 

^ ■ D 厂、，对任意 

“V _rP (工） 

全称 M 词引人 

3 xP { x 3 

存在谢词消去 

对某个元素 

PM ， 对某个元索 c^U 
-'3 xPix ) 

存在 M 词弓1人 


例 12 证明前提“在本离散数学课堂的每 一个人 学过一门计算机课程”和“玛拉是本课堂 
的学生”蕴含 结论“ 玛拉学过一门计算机课程' 


解设表示 “ x 在本离散数学 课堂' 并且设 CU ) 表示 “ x 学过一门计算机课 
程，则前提是 Vx ( D (: r )— CU )) 和 ZX 玛拉）。结论是 C (玛拉）。 

下列步骤缚以用來从前提证明结论。 

步嗶 理由 

L V ^( D (^) -^ C ( x )) 前提引人 


2. !>( 玛拉） — C (玛拕> 全称例示，用步骤1 

3. D (玛拉） 前提引人 

4. C (玛拉） 假言推理，用步骤2和3 _ 

例13证明前提“在这个班上的某个学生没有读过书”和“班上的每个人都通过了第一门考 

试”蕴含结论 41 通过考试的某个人没有读过屯' 

解令 CU ) 表示~在这个班屮”，表示、读 过书 了”， PU ) 为 “I 通过了第一门考试， 
则前提是 3 iaXi > An 和 Vx ( C ( jt )— 尸(尤））.结论是 3 i ( PU ) A ] 下列步骤町 

以用来从前提证明结论， : 

步骤 理由 


L 彐; r ( C ( x)Ai B { x )) 

2. CU) An BU) 

3. C(a) 

4+ x(C(x)^P(j:)) 

5. C(a) —P(a) 

6 * P(a) 

7^ B ( a ) 

8, P ( a > An BU ) 

9, 3 jo(P{jc) A n B(x)) 


前提引人 

存在例示，用步骤 I 
化简，用步骤2 
前提引人 

全称例示.用步骤4 
假言推理.用步骤3和5 
化简，用步骤2 
合取，用步骤6和7 ， 

存在生成，用步骤8 



注意教学论证常常包含既使用命题推理规則又使用董词推理规则的步驟。例如，全 
称例亲和假言推理就常常一起使用，当把这些推理规則组合起来时，从前提 
V ^( PC ^) — QO )) 和尸 ( c ) 就证明结论 Q(d 为真， 其申 *： 是论域的成员。 



t 注意 数学里许多定理说 S 对一个具体集合（比如整数集或实教集>里的所有元 
素来说成立一个性质。虽然这些定理的准确陈述需要包含全称量词 t 但是数学 
里的标准约定是省略全称量词。例如，命题“若整数 n 被3整除 * 则 V 被9整除'其 
实意味着“对所有整教 n 来说，若整數 n 被3整教，則沪被9整除”同理，命题“若 
其中 j 和 j 都是正实教， 则工 其实意味着 44 对所有正实数 jt 和 y 来说 * 若 
:則另外，当证明这种类型的定理时，常常使用全称生成规则而不明 
确地指出夫 p 证明的第一步通常涉及选择论域里的一个一般元素，随后的步驟证明这 
, 个元素具有所考虑的性质。全称生成蕴含着对论域里所有元素来说定 理都成 立。 

在随后的讨论里将遵循通常的约定而不明确地 指出使 用了全称量词和全称生成。不过 f 读 
者应当总是能够理解何进隐含地应用了这条推理规则 s 

1,^7 证明定理的方法 


■ 乂 - f . .- 证明定理可能会比较困难 ■ 现在进一步明确一下构造证明的 方法。 将要描述如何证明 
'' 1 ' 不同类型的命题，因为许多定理都是蕴含式，所以证明蕴含式的技术是重 要的# 回忆 
一下： p 〜 q 为氤 t 除非户为真并且 q 为假。 注意当证明命题时，只需要证明 I 若户为真则 q 
为真；通常并不要证明 V 为真，下面的讨沦将给出最常见的证明蕴含式的技术。 

直接证明叮以通过证明：若 P 为真则 g 也必然力真#来证明蕴含式夕― g 。 这样就 
证明/ > 为真而 g 为假的组合 永远不 会出现 。 这种证明称为直 接证明， 为了完成这样的 
证明，假定 p 为真，并且使用推理规则和已经证明的定理，来证明 g 也必然为真。 

在给出直接证明的例子前，先给出一个 定义。 

earn 整数《是偶数，如果存在一个整数々使得〃=2心整数 〃是奇 数，如果存在一个整 
数 A 使得^ = 26+1 4 (注意一个整数或为偶数或为奇 数。） 

例14给出定理“若 n 是奇 数. 是奇数”的直接证明。 

解假定这个蕴含式的前件为具。即假定 〃是奇 数。则/|=2々+1，其中 * 是整数。由此得出 
n 2 (2 it + l ) 2 =4 p+u + l = 2(2 F +2 jfe > + l 0 因此， V 是奇数（它是一个整数的两倍再加 ■ 


^ 间接证明因为蕴含式等价于它的逆否命题 nf . 所以可以通过证明它的逆 

否命题 ng — nP 为真. 来证明蕴含式心通 常直接 地证明这个相关的蕴含式，但是 
任何证明技术都可以使用 u 这种类型的论证称为间 接证明 ， 

例 IS 给出定理“若 3 n + 2 是奇数，则 n 是奇数”的间接证明 s 

解假定这个蕴含式的后件为假：即假定”是偶数，则对某个整数々来说有 ” = 所以 
3« + 2 = 3(2^)+2 = 6 i + 2 = 2(3* + l ) T 所以 3 n + 2 是偶数（因为它是2的倍数），因为对这个蕴含 


式后件的否定蕴含着前件为假，所以原来的蕴含式为真。 ■ 

空证明和平凡证明假定蕴含式 f 的前件 P 为假。则蕴含式为真，因为该命题形 
如 F — T 或 F -+ F , 所以它为真。因此，若可以证明 f 为假，则可以给出蕴含式的证明，这 
称为 空证明$ 常常用空证明来证明一些定理的特殊情形，这些定理说=对所有正整数来说 ， 一个 
蕴含式为真 [ B 卩形如的定理，其中 PU ) 是命题函数 L 这种定理的证明技术将在 3.3 节 


讨论。 

例16证明命题 P (0) 为真，其中是命题函数“若《>1, Ml n 2 >n*\ 

解注意命題 P ( o ) 是蕴含式“若 o > i , 则0 2 >0' 因为前提 o > i 为假 T 所以蕴含式 
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动地为真, 



注意蘊含式的后件0 2 >0为佤这个事实，与蕴含式的真值 无关. 因为前件为假的蕴含 
式保证 为真。 

假定蕴含式的 后件？ 为真，则 p — g 为真，因为该命题形如 T — T 或 F — T , 而它们都 
为真 a _，若可以证明 g 为真， 则可以给出 p — g 的证明，这称为平凡证明,当证明定理的特 
殊情形（见对分情形证明的讨论）时，以及在数学归纳法（它是3,2节讨论的一种证明技术）中，平 
凡证明常常是 M 要的。 

例17设 PU ) 是命题“若 a 和6是满足的正整数，则 V ㊁ 妒' 证明命题 P (0) 为真， 

解 命题户(0)是'若则因为 = U 所以 P (0) 的后件为真 & 因此 t 
P (0) 为真。这是平凡证明 法的一 个例子4注意在这个证明里不需要前件，它是命题 ■ 
证明的小策略 我们已经介绍了直接证明和间接证明并给出示例，然而，当面临证明的情 
形时，要使用哪一种方法呢？首先，快速评估下直接证明是否可行，这通过扩展前件中的定义 
开始，然后使用它们（以及公理和可用的定理）进行推理。如果直接证明看来没什么希頦，做间样 
的步骤试一下间接证明，有时当直接证明不太的行时，间接证明却能丁作得很好。例18和例19演 
示了这种策略 。 

在给出示例前，先介绍一个存用的定义 & 


定义2 


理数 


实数 r 是有理数，若存在整数 p 和乒 0) 使得「=/>/&不是有理数的实数称为无 


例18证明两个有理数的和是有理数. 

解首先尝试直接证明。假设”和 < 是冇理数，白有理数的定义， 吋知存 在整数々和 
使得存在整数 f 和 uU 尹0>使得我们能用这个信息证明 r + s 是有理数吗？很显 
然 ，下- 步是相加 r = /? / r / 和 .V = f / u . 得到 




pu i- qi 



闵为 y 关 0 且 1 ^^,所以卟关0,因此， C 经被表眾为两个整数卽 + W 和叫的比.其 
中#关0。这袭示 r + s 是有理数。直接证明成功 ■ 
例19证明如果《是整数且 V 是奇数，则〃是竒数， 

解首先尝 试直接 证明，假设《是整数且 V 是奇数.那么 • 存在整数*使得々十1。我 
们能用这个信息证明〃是奇数吗？看来没有明显可行的方法，闵为求解 M 会得出等式 


这没有什么用， 

因为直接证明没有迖到目的，下面尝试间接证明。我们将命题％不是奇数"作为前件。因为 
每个整数不是奇数便是偶数，这意味着 n 为偶数。这表示存在整数 * 使得 m = 2 匕要证明这个定 
理，我们需证明这个前件蕴含着％ 2 不是竒数”的结论，即/是偶数。我们能用 n = M 实现这个 
目标吗？对这个等式的两边取平方*吋得 V = 4 F =2(2 P )， 这表示 V 也是偶数_因为/ =2 f 


(其中 t =2 k 2 ) 

归谬证明 

明技术， 




间接证明成功了。 ■ 

当直接证明和间接证明均不成功时.还可以用其他的办法。下面再介绍几种证 


假定可以找到矛盾式4使得为處 * 即 nP — F 为真 E 于是命题 - ip 必然为假。所以 P 必 
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然为真。当可以找到矛盾式（比如使得有可能证明蕴含式 — 为真时，就可以使 

用这种技术。这种类型的论证称为归谬证明. 

下面给出3个归谬证明的例子。第一个例子是鸽巢原理（将在 4. 2节深人介绍）的应用 s 
: 例20证明在任意22天中至少有4天属于一个星期的同一天。 

解 令 / r 为命题 M 在任意22天中至少有4 天属 于一个星期的同一天'假设 ip 为真， 
则22天中至多有3天属于一个星期的同天。闶为一个星期有？天，所以至多可以选择21天， 
这就与题设矛盾， i 正毕。 ■ 

例 21 通过给出 归谬证 明来证明及是无理数。 

解设 f 是命题是无理数' 假定 nP 为真，则及是 有理数 . 将要证明它导致矛盾 . 在及 

是有理数的假设下，存在整数 u 和6 满足及 =心仏其牛 g 和6没有公因子（所以分数“邝是既约 

的 h 因为 W = a /6, 所以当这个等式的两端都平方时，就得出 2 = d / M 。 因此，这意 
味着是偶数，它蘊含着 a 是偶数 D 另外，因为《是偶数，所以对某个整数 f 来说有闵 
此， 26 2 = 4 r £ , 所以 6 2 =2 r 夂这意味着 P 是偶数。因此* 6也必然是偶数 

已经证明了 nP 蕴含着其中 a 和6没有公因子，以及2整除^1和6 & 这是矛盾的， 
因为已经证明了 nP 既蕴含 r 又蕴含下，其中 r 是命题； a 和6是没有公因子的 整数。 內此， nP 为 

假，所以 P : 是无理数"为真。 _ 

对一个蕴含式的间接证明可以改写成归谬证明_在间接证明里，通过用直接证明来证明 

为真，来证明 p — q 为真 D 即在夕一 g 的间接证明里，假定飞为真而证明 n 户也必然为真。 
为了把 p — g 的间接证明改写成归课证明，假 定户和 1都为真^然后利用 n # 的间接证明的 
步骤，来证明 nP 也必然为真。这样就得出矛盾式由此完成归谬证明。例说明如何把 

对蕴含式的间接证明改写成归谬证明。 

例 22 给出定理“若3«十2是奇数，则是奇数”的归谬证明6 

解 假定 3 n + 2是奇数而 fj 不是奇数，所以 n 是偶数 * 按照在例15解答里的同样步骤 （ 这个 

定理的间接证明），可以证明若”是偶数则扣+ 2 是偶数 4 这与如+ 2 是奇数的假定矛盾，证毕. 

■ 

分情形证明为了 iE 明形如 

(pl V p 2 V — V pn、 ， q 

的蕴含式，可以用重言式 

[(pi V j^2 V … V Pn ) ^ 4 g ) A </>2 — g ) … A ( p n g ) 」 

H . 来作为推理规则。这个推理规则说明，町以通过对；=1，2,…，《分别证明每个蕴 
■ : 含式幻来证明由命题此，…， 趴 的析取式组成前件的原来的蕴含式。这种 

论证称为分请形证明，有时为了证明蕴含式<7为真，方便的做法是用析取式 pi v /> 2 V…V 
h 代替夕作为蕴含式的前件，其中 f 与 P】VW \ V 扒等价，考虑下面的例子9 

例23用分情形证明法证明 I ^ I = I ^ 1 I 5 I ，其中 I 和 > 是实数。 （ 1 1 I 是工的绝对 

值、当 时， | J ： I = JCf 当 时， i J ： I = 

解令多为“』和7是实数”，令 I /为“ I 町 I = UI 1^1". 注意 P 等价于 Pi ViVVhV 
尸 4 ，其中 p ] ^ J 4 i x^o A y >0 H , P 2 为 “ xgOAjKO ”， P 3 ^ jc <0/\ y >0 $ \ P 4 为 “ z <0 Ay < d ”。 
因此，要证明 p — g ， 我们可以证明 Pi —心 PnqRPcq , 
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很■-然 i J \^ q ， 因为当 x >0 且 ： y >0 时 xy ^ O , 因此丨 j：：y 丨 = xy = Ixl \ y \ ^ 

要证明 Pz ^< i ， 注意若工>0且: y<(K 则 xy ^_0 , 因此 1 ： o ? 丨= — ay 二 j ：( — y )= \ x \ 1^1. 
(因 此， 因为 ^< o * 我们有丨 y !=—>) 

要证明巧-^7,可遵循前一种情形的推理过程*只需将 X 和^的角色互换， 

要证明 P4 -^ g . 注意当 X <0 Ji y <0 时， ^ y >0 s 闶此： a I = xy =( — jc )( — y )— 1 j : | | .y | , 
证毕 e ■ 

等价性证明为了证明一个定理是双条件的，即形如的命题，其中 P 和 rj 都是命题*可 
以使用重言式 

( p — p -► g ) A p)l 

即如果证明了蕴含式“若 P 则9”和“若 V 则 〆 ％那么就可以证明命题、当且仅当 9' 

例24证明定理“ 整数？ I 是奇数当且仅当 V 是奇数' 

..: _ r 解这个定理是 形如， 当且仅 当？” ，其中/>是、是奇数”而9是“《 2 是奇数，为了证 
" 明这个定理，需要证明夕和 g 都为真 D 

已经证明了（在例14里 >/>— g 为真且为真（在例19里 h 

因为已经证明了 p — q 和都为真，所以就已经证明了这个定埋为真 * ■ 

有时候定理说几个命题都是等价的 * 这样的定理说命题 pi . 巧， 朽，…，九都是等价的， 
这个定理可以写成 

p \ ^ p 2 *'* * m9 *~^ pn 

它说所有的〃个命题都具有相同的真值 fl 证明这些命题互相等价的一种方式是使用重言式 

ipl^~* p2) A ip2 p3 ) / \ … A (Pn P ])] 

这个重言式说明， 若坷以 证明蕴含式/ >1 ， 外 — P ： i ，…， fn -^ P 〗 都为真^则命题 Pt ， 付， 

h ， …， Pn 都是等价的， 

例 2 S 证明下列三个命题 等价： 
pu 是偶数 
Pt ; W — 1是奇数 
pzt » 3 是偶数 

解为了证明这些命题等价.证明葱含式 p £-^ p 3 和外―外都为真 S 
将用直接证明来证明为真， 假定” 为偶数，则对某个整数★来说有因此， 
1 = 2J& — 1 = 2(A— 1) + 1 。 这意味着 n — 1 是奇数，因为它形如 2 m +〗， 其中 m = 々一 
仍用 S 接证明来证明 Pz — 现在假定1是奇数，则对某个整数*来说有 w ~ l=M + U 
因此. ^ = 3^ + 2-. n z — {2 k + 2) 2 — Ak 2 丨 M + 4 = 2(2 Jfe 2 +4々+2) 。 这意味着 r 2 是整数26 2 +44 +2 

的两倍，所以 v 是偶数 9 

要证明以一外，用间接证明。也就是，证明如果 〃不是 偶数，则#也不是偶数 。 这等同于 
证明如果〃是奇数，那么/是竒数，这在例14中已证明过了 • 证毕。 _ 

1.5.8 定理 与董词 

许多定理都叙述成带量词的命题。可以使用各种方法来证明量词化的定理。这里将要描述 
一 些最常见的这类方法 . 

存在性证明许多定理都断言存在特定类型的对象^这种类型的定理是形如 3 zP ( z ) 的命 



题，其中 P 是谓间。对形如 3^ P ( x ) 的命题的证明称为存在性证明。有多种方式来证明这种类型 
的定理 & 有时通过找出一个使得 PU > 为真的元素来给出 3: rPU ) 的存在性证明 e 这样的存在 
性证明称为构造性的。给出非构造性的证明也是可能的；即不是找出使 PU ) 为具的元素 a , 而 
是以某种其他方式来证明为真 9 给出非构造性证明的一种普通方法是使用归谬证明，证 
明该存在 W 词化的否定式蕴含宥矛盾， T 列例子说明构造性的存在性证明的概念， 

例26构進性的存在性证明。证明存在某个正整数，可以用两种不同的方式将其表 
示为正整数的立方和。 

解经过大 M 的汁算（如使用计算机搜索 > 可找到 

1729 = 10 3 + 9^ - 12 3 + I 3 

因为 1729 满足题设要求所以得证。 ■ 

例27 非构造性的存在性证明。证明存在无理数 r 和 y 使得是有理数。 

解 由例 21 叶知及是无理数，考虑数如果它是有理数*那就存在两个无理数 x 和 v 
且 P 是有 理数， 即 ： r = 另一 方面，如果#是无理数-那么可以令 1 = # 且3 = 
42 ,闵此 = 

这是一个非构造性存在性证明的例子，即我们并没有找出满足条件的无理数，而仅仅是证 
明必然存在这样的无理数 d ■ 

唯一性证明一些定理断言具有特定性质的元素唯一存在。换句话说，这些定理断言恰有 
一个元索具有这个性质。要证明这类命题，需要证明有某个元素具有这个性质，旦没有其他元素 
有此性质，唯一性证明的两个部分 如下： 

存 在性： 证明存在某个元素： r 具有期望的性质。 

唯 一性： 证明若则 j 不具有期望的性质 a 

注意 证明存在某个唯一无素 1 等同于证明语句 （/ "(d A M P(y))) a 

例 28 证明每个整数都有一个唯一的加性逆 $ 也就是证明，如果 F 是整数.那么存在一个 
唯一的整数 ^ 使得 P + 

. P ‘, 解如果 P 是整数，当 9= — P 且^也是整数时，可得 P +4= o 。 因此，存在一个整 

数 q 使得 P + 

要证明 g 的唯一性，假定有某个整数，且使得户 + r = O a 那么 />+g=p + r D 从等式两 
边减去 P , 得出这与假定矛廣。因此，存在某个难一的整数 Q 满足 p + g = 0。 ■ 

反例在 1.3 节呰提到，如果能找到一个反例，便能证明形如 V JrP ( jr ) 的语句为假 D 

; _ 例29说明了如何寻找反例。 

例 29 证明语句“每个 it 整数都是三个整数的平方和”为假 

解如果能找到一个反例，便能证明此语句为假。要寻找反例，我们试着写出可满足语句条 
件的连续的正 整数。 可以发现 2 = 0 2 +口 + P ，3= F+P + 1 2 ， 4 = 0 2 +0 2 + 

5 = 0 2 + P +2 2 , G =1 M 1 s + 2 2 , 但我们无法找到方法将 7 写为三个糗数的平方和 s 要证明 
7是一个 反例， 请注意可用的不超过7的平方数只有0、 I 或乜而三个项（每项为0、1或 4 )相加 
却得不出？，所以7垦一个反例， 

0历史注记：英国数学家 G . H , 哈代有 一次前 往屄院宥靈生病的印度天才拉马努金*哈代提到他乘坐的出租车的 
编号 H 29 J3； 个祜燥的数宇 a 拉马努金说 w 不，1?29非常有趣，它是可以用两种方式来表示为整数立方 和的最 小的数/(参 
M 第3窣补充练匀中关于哈代 ffl 拉马努金的简介 d 





基础： 逻辑和证明、 集合 v 函教 


5? 


命题得证。 m 

一 种常见的错误是假定一个或多个特例就证_明了命题为真。无论存在多少个使 PU ) 
/ V 为真的特例，全称観词式 V iHi ) 仍蚵能 为假。 考虑下例， 

例30语句“每个正整数都是18个四次方整数之和”是否为真？也就是，命题 V « P (〃） 是否 
是定理，其中 PU ) 是语句、可以被写为 W 个四次方整数之和”，论域是全体正整数？ 

解要判断 n 是否可写为 is 个四次方整数的和，我们先从最小的正整数开始考察。因为整 
数的四次方分别是0, U 16, 81,…，如果能从这些数中选择18个项后相 加得？ 1,则命题得证, 
可以证明，从1到78的所有正整数都 pj 以写成18个四次方整数的和 r 细节留给读者证明）。然 
而*如果认为这就检査够了，那就会傳出错误的结沦，因为79并不是18个四次方整数的和（读 
者请自行验证）。所以，题设语句不为真， ■ 

1.5.9 证明中的错误 


在构造数学证明时，有一些错误容 易犯。 这里简述其中的一些 D 这当中最常见的错误是算术 
和基本代数方而的，甚至专门的数学家也会犯这种错误，尤其是在处理复杂的公式时，任何时候 
进行这样的汁算都应当尽可能仔细地检查 & 

数学证明的每一步都应当是正确的，并 i 结论要从之前的步骤中逻辑地导出许多错误是 
源于引人不是前面前步骤的逻辑推导。下面给出几个例子 a 
例 31 下面这个著名的假定_证明”（即 1 = 2) 错在哪里？ 

"证明”步骝如下，其中 a 和6是两个相等的正整数 D 

步骤 理由 


a — b 
a 2 ^ah 


3 . 一 — ah — fr 

4. U ~ h ){ a -\- b } = h(a — h } 

5 . a ^b=b 
e . 2 h=h 


给定的前提 

步骤 1 两边乘以 d 

步骤 2 两边减去沪 

步骤3两边分解 W 式 

步骤4两边除以 a — h 

步骤5把 a 替换成 h 因为并化简 




个等式 


7. 2 = 1 步骤6两边除以* 

解 除 r 步骤 5 两边除以 W 之外，每个步骤都有效，错误在于 a 〜6等于零； 

两边用同-个数相除只有在除数不是零时才是有效的。 ■ 

例 32 下面这个“证明”错在哪里？ 

“定理％若 V 是正数，则《是正数。 

"证明' 假定 V 是正数，因为蕴含“若約是正数，则^是正数”为真，所以可以得出^是 


正数 d 

解令 P(W 为％是正数' QU ) 为％ 2 是正数”。则前提是命题“如果 n 是正数，则 
n 2 捂正数”也就是 QU ) h 从前提 Q ( w ) 和 QU )) 不能得出 Pin ), 因为没 
有使用有效的推理规则#相反.这是一个断言结论的谬误的示例。一个反例是当1时， 
/ i 2 = i 为正数， Mu 却是负的 d ■ 

例 33 下面的“证明”错在哪里？ 

“定理' 如果 n 不是 IE 数，则^不是1数. 

“ 证明、 假定 m 不是正数，因沟蕴含“如果 n 是正数，则#是1£数”为真，所以 可得 〆 不是 
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正数 e 

解如伊 j 32那样设定和 QQ) d 则前提是 iPh ), 命题 '如果 《是正数，则^是正数” 
即是 Vn < P ( n )~^ Q ( n >)。 从前提 n 和 Vn ( P ( n )— CJ ( n )) 不能得出 tQU ), 因为没有使用有效 

的推理规_。 相反， 这是一个否定前提的谬误示例。如例32那样 ， n = — ！即为反例。 ■ 

在分情形证明中， 一 种常见错误是作出无根据的假设，其中未考虑到所有惰形。如下例所示。 
例34下面的“证明”错在哪里？ 

“定理％如果: r 是实数*则/是正 实数。 

“证明％ ♦ P 1 为“ I 是 正数' 为“ T 是负数' 9为 “ x 2 是正数' 要证明 匀 — g ， 注意， 
当： c 是正数时， V 为正数，因为两个正数 I 和^的积肯定为正。要证明内注意当 I 是负数 
时，/是正数，因为/是两个负数的积。证毕。 

解上面的证明存在的问题是忘了考虑1 = 0的情形。当工= 0时，非芷，因此假设的 
定理为假。如果户是是实数％那我们可以分三种情形列，灼和妁來证明结果，其中 Pi 是 
、是正数”，外是^是负数 ' 内是 4=0' 因为 p -灼 V 外 Vp 3 , ■ 

最后，我们简要 讨论一 种比较难应付的错误 A 许多不正确的论证都基于一种称为偷用论题的 
谬误。当证明的一个或多个步骤基于待证明命题的正确性时，会发生这样的谬误。换句话说，当 
命题使用自身或等价于自身的命题来进行证明时会产生这种谬误。所以这种谬误也称为循坏论证。 
例35 下面的论证是否正确？ 

假定¥是偶数，则存在某个整数々使《 2 =21令存在某个整数/ 使得 ? i = 2/ q 这证明丫 n 是 
偶数。 

解这个论证不 正确。 证明中没有给出论证说明〃可以写为2/，/为某整数。这是一个循环 
论证，丙为这个命题等价于待证的命题（即。是偶数）。当然，结果本身是正确的，只是证明方法 

不对， ■ 

在证明中犯错是学习过程的一部分。当你犯了某个错误并被别人发现时，应该仔细分析哪 
里出了错误并确保不再犯同样的错误。 


1. 5+ 10关于证明的一些评注 

e 经描述了证明定理的各种方法，注意，在这里没有给出甚至没有提到证明定理的算法 a — 
个深奥的结果是不存在这样的过程。 

存在着许多定理，通过直接利用前提和定理里的名词的定义，就容易找出其证明 • 不过，通 
常要是不借助于灵活地利用间接证明（比如归谬证明）或一些其他的证明技术，就难以证明一个 
定理。构造证明是一种艺术，只有通过尝试各种使用途径才能学会它。 

在回到证明这个主题前，在本章的余下部分及第2章中我们将给出多种证明。在第3$ 
中，将介绍一些证明定理和猜想时的方法和 策略。 在第 3 章中也将引入几种重要的证明技术， 
包括数学归纳法，这种方法可以用于证明对所有 JK 整数成立的结论6在第4章将介绍组合证明 

I ， 

的概念， 

练习 

1- 在下列每个论 i £ 里使用了什么推理规则？ 

a 〕 爱丽丝主修数学。因此，爱丽纹主修数学或计算机科学。 

b ) 杰瑞主修数学和计算机科学。因此，杰瑞主修数学 =■ 

c ) 若天气下雨，则游泳池将关闭。天气下雨.因此，游泳池关闭 





基础： 逻辑和证明、 集合，函教 


59 


d ) 若今天下赁，则大学将关闭，今天大学没有关闭。因此，今天没有下雪， 

d 若我去游泳，_我将在太阳下停留过久 3 若我在太阳下停留过久，则我将有晒斑。因此 T 若我去游 
泳，则我将有晒斑 。 

2. 在下列每个论证电使用了什么推理规则？ 

a ) 袋鼠生活在澳大利亚并且是有袋动物 & 因此，袋鼠是有袋动物. 

b ) 今天气温髙 T 100度或污染是有宵的，今天户外气温低于100度。因此*污染是有害的。 1 
琳达是优秀的游泳者4若琳达是优秀的游泳者，则她蚜以当救生员 5 芮此，琳达可以当救生员 。 

d ) 今年夏天史蒂夫将在计筲机公司工作，因此，今年夏天史蒂夫将在计算机公司 I 作或者在海滩闲逛。 

e ) 若我整夜地做这个家庭作业，则我可以解答所有的习题。若我解答所有的习题，则我将理解这些材 
料 D 因此，若我整夜地做这个家庭作业，則我将理解这呰材料 。 

3. 使用推理规则构造一个论圧来证明前提“兰迪努力地工作' “若兰迪努力地工作，则他是一个笨孩子％ 
和“若兰迪是一个笨孩子.则他将得不到这个工作”蕴含着结论“兰迪将得不到这个工作' 

4. 使用推坪规则构造一个论证来证明前提“若天气不下雨或天气不起雾，则航行比赛将举行而 . fcL 救生表演 
将迸行' “若航行比赛举行，则将颁发奖品' 而“没有颁发奖品”蕴含着结论“天气下雨' 

5* 在下面的著名论证里使用了什么推理规则？ _所有的人都是要死的 & 苏格拉底是人。因此*苏格拉底是 
要死的' 

S - 在下面的论证里使用了什么推埋规则？ “没有人是岛岣。铥哈顿是岛屿。因此，曼哈顿不是人， 

7* 对下列的每组前提.可以樽出什么样的相文结论或一组结论？解枰从前提获得每个结论所使用的推理 
规则。 

ar 若我在某一天休息.则那天下雨或下雪'“我在周二休息或在周四休息'“周二出太阳'“周四未 
r 雪， 

b ) “ 若我吃 了辣的 食物， 则我 做奇怪的梦' “若当我越觉时有雷声，则我做奇怪的梦' “ 我没有做奇怪 
的梦， 

o " 我聪明或孝运％ “我不幸运' “若我幸运，则我将》得抽奖， 

dr 毎个主修计算机科学的人都有个人电脑\“拉尔夫没有个人 电脑' “安妮有个人电脑， 
er 对公司有利的就对美国 有利' - 对美国有利的就对你有利'“对公司有利的就是你购买许多东西， 
fr 所有的啮齿类动物都啃它们的食物，“老鼠是啮齿类动物' “野兔不啃它们的食物' "蝙蜗不是啮齿 
类动物' 

8. 对下列的每组前提，町以得出什么样的相关结论或一组结论？解释从前提获得每个结论所使用的推理 
规则。 

“若我打曲棍球.则我第二天感剷酸痛' “若我感到酸痛 t 则我用水疗' “我 没有用水疗' 
b ) “若我工作，则天气晴或半_' “我上周_工作或上周五工作' 41 周二天气不晴' w 周五天气不是 

C )" 所有的昆虫都有六条腿' “蜻颳是昆虫' 44 蜘蛛不是六条腿' “蜘蛛吃蝽蜓 ' 
dr 毎个学生都有 w 特网账号'“荷马没有因特网账号' “ 马奇有因特网账弓' 

e ) w 所有对 健埭有 益的會物都不好吃， w 豆腐对健康有益' “ 你只吃好吃的东西' “你不吃豆腐' " 汉堡 
包对健康无益' 

f ) “我在做梦或在幻觉中' “我不在做梦' "若我在幻觉中，则我看见大象在路上跑' 

9, 对 T 列每个论证，解释对每个步骤使用了哪条推理规则 * 

a ) “本班学生道格知道如何用 java 写程序，知道如何用 Java 写程序的每个人都可以得到离薪的工作 & 因 
此，本班的果个人可以得到高薪的工作， 

1广本班的某个人喜欢观察鲸鱼。每个喜欢观 察鲸迦 的人都关心海洋污染 。 因此，本班里有某个人关心 
海洋 污染， 

c >“ 本班的 S 3 个学生每人拥有一台个 人电脑 ，拥有个人电脑的每个人都能使用字处理软件，因此，本班 
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学生泽克能使用字处理软件， 

dr 新泽西的每个人都生活在距离海洋 so 英1之内，蔌择西的某个人从来没有见过海洋，因此，生活在 
距离海洋50英里之内的某个人从来没有见过海洋， 

10- 对下列每个论证+解释对每个步骒使用了哪条推理规则， 

a r 本班学生琳达拥有红色敞篷汽车 + 拥有红色敞篷汽车的每个人都至少领到一张超速罚单 & 因此 * 本 
班的某个人领到一张超速罚单/ 

b > y 五位室友中的每一位——梅 丽莎、 阿茸.拉尔夫、维妮莎和基绍恩一都学习了离散数学课程。每 
个学习了离散数学课程的学生都可以学习算法课程。因此，所有的五位室友明年都可以学习箅法 
课程 B w 

e ) “塞雷斯 ” (John Sayles ) 制作的所有电影都好看。塞雷斯制作过关于煤矿工人的电影 a 因此，存在好宥 
的关于煤矿工人的电影， 

dr 本班有人到过法到过法國的每个人都访问过卢浮宫，因此，本班有人访问过卢浮宮， 

1 L 判断下列沦证是否确并解释原因 。 

a ) 班上的所有学生都理解逻辑 * Xavkr 是这个班上的学生，闪此， Xavier 理解逻辋* 

b > 每个计算机专业的学生都要学离散数学 D Natasha 在学离散数学，因此， Natasha 是计算机专业的* 

C ) 所有賙鹉都喜欢水罘 & 我养的鸟不是鹦鹉.丙此,我养的鸟不軎欢水果。 
d ) 每天吃麦片的人都很健康。 Lmda 不健康，因此， Linda 没有每天吃麦片。 

12- 判断下列论证是否正确井解释原因. 

a ) 每一个 t 大学的人都住过宿舍 Mm 从未住过宿舍，因此， Mm 没有上过大学 t 
h ) 敞篷轿车开起来感觉很好 Isaae 的车不是敞篷的，因此 + 1 mm 的车开起来感觉不好。 

c ) Qinticy 喜欢所有的动作电影 。 Quincy 靑欢电影4 Eigh M 因此 ， Mm Ow 》是动作 

电影， 

d ) 所有楠虾者都设置了至少! L 2 个陷阱， Hamikon 是捕虾者，因此， HamiUiori 设罝了至少12个 陷阱、 
13. 判定下列每个论诹是否 有效。 若论证是 IE 确的，则使用了什么推理 规则？ 若它 不正确 ，则发生了什么 

谬误？ 

a ) 若 fi 是实数使得 n > U 则/ > U 假定于是 

b ) 若数 b &3 不是两个整数的商，则它是无理数 * 因此，因为〗0沿3不能写成的形式，其中 a 和6 
是整数 t 所以它是 X 理数， 

c > 若 h 是使《>3的实数*则假定于是 
d ) 若 n 是使 0 >2 的实数，则假定 
U . M 断下列论 iiE 是否有效， 

a ) 如果/是无埋数，则1■是无理数 . 因此，如果1是无理数.则可知/是无理数， 

b ) 如果/是尤理数，则 X 是无理数。数 Z =7 T 3 是无理数.因此是无 理数， 

15. 如下论证错在哪黾？令 HU ) 为 “ jt 很开心' 给定前提 3 iff ( x ), 我们得出 H ( Lola ). 因此 * LoLa 很 

开心， 

16. 如下论证错在哪里？令 SU , : v ) 为“ X 比; y 矮' 给定前提 U ( s ， Max ) t 可得出 S ( Max t Max ), 则由 
存在撤词引人 * 吋得出 3^ S ( x ， I )，因此某人比他自身矮 • 

17. 证明命题尸(0)，其中尸 ( W 是命题“若 n 是个大于〗的正整数，则 d > iT D 你使用什么类型的证明？ 

18. 证明命题其中 FU ) 是命题“若;1是个止整数，则你使用什么类型的明？ 

19. 设尸是命题“若“和6是正实数，则 + 证明 F ( l ) 为真。你使用什么类型的证明？ 

20. 证明 s 偶数的平方是偶数，使用 

a ) 直接证明， t >) 间接证明， e > 归谬证明。 

21. 证明： 若》是整数而且 W +5是奇数，则”是偶数，使用 

a ) 间接证明， b ) 归谬证明。 
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22-证明：若 n 是整数而 H 3« + 2是 偶数， 则抒是偶数，使用 
a ) 间接证明. b ) 归谬证明 a 

23, 证明：_个奇数之和是偶数 b 

24, 证明 *. 两个竒数之积是奇数， 

25. 证明： 一个无 理数与一个有理数之和是无理数，使用归谬诋明^ 

26. 证明： 两个有理数之积是有理数^ 

27_证明或反驳 t 两个尤理数之积是无埋数。 

2 S . 证明或反驳；一个非零有理数与一个无理数之积是尤理数 a 
29* 证明： 若1是无理数，则 l / i 是无理数 4 

30. 证明 ； 若1是有理数且 r 关0,则 l / jr 是有理数 a 

31. 证明：在任意64天中至少有10天指向_个星期的同一天. 

32* 证明；在任窓25天中至少有3天指向一年中的同一个月， 

33- 证明 s 若1和 y 都是实数，则 rmxU , j )+ minU ，>') = x+^ ffl [提示：使用分情形证明，两种情形分 
别对应干 x > jy 和 ： r <3^」 

34, 使用分情形证明来证明；每当《, &和 r 都是实数时就有 min(t mina ， c ))- mm ( min ( a , b ) , c ) ^ 

35. 诬明：若 i 和 ^ 都是实数，则 U 丨 + b I 会 I v I (其中 I i I 表示 x 的绝对值，若 i >0 则它等 
干 JT ，若 JT < C 0 则它等于_ i ) 。 

36■证明；任意整数的平方均是以0 ， K 4. 5, e 或9结尾的数。 （提示 ： 令 n =10* + i t 其中 i = CK 
1， … ，9。） 

37-证明：任意整数的四次方均是以 0 t 1, 5或6结尾的数。 

3 S - 证明：若。是王整数，则《是偶数当且仅当 7 n + 4 是偶数， 

39. 证明； Sn 是正整数.则 n 是奇数当 fi 仅当 5 rt + 6 是奇数， 

40* 证明； m 2 = n ^ 当且仅当相=?1或，/! ^ — l 

41. 证明或反驳：若 m 和 n 是整数使 得用打 =1 _则 rn = l 并且 n = lt 或者^― — 1并且 ^= —U 

42. 证明下面三个命题等价，其中4和6是实数： （ l > a 小于 h ( ii ) a 和6的平均值 大于心 （ iiih 和6的平均 
值小于 

43. 证明下面三个命题等价： （ i )3 i + 2 是偶数 * <〖 i )7 + S 是奇数，<川)/是偶数， 

44. 证明下面三个命题 等价： UU 是有理数， （ UU /2 是有理数， （ hD 3 :c — 1是有理数， 

45. 证明下面三个命题 等价： （〖)1是尤理数， （ n )3 x_l 2是无埋数， （〗 ii ) x /2 是无理数， 

46. 下列求解方程72^ £ =1=2的推埋过程是否正确? ( I ) 72/ — 是给定的: <2)2^-! = ^, 对<1) 
的两边平方； Q)V — 1 = 0,从（2>的两边都减去 C 4)( x - l)(x + l > = 0, 对 P _1 进行因式分解； 
(5) x — 1 x — — l , 因为 g 6=0 蕴含 “ = 0或6二0。 

47. 下列求解方程^/7 : F 1> 3 — : t 的步骤是否正确？ （1) — i 是给定的；（2)7 + 3 = 4： 2 — 6^+9+对 

(1) 的两边平方 t = P — 7尤十6,从 （2) 的两边都减去； c +3; (4>0 = (^- n ( j ：-6) t 对/—?』+ & 
进行因式分解； （ S)_r = 1 或』=6,因负 M 二0蕴含 a = 6 或6 = 0,故从 <4)可得到解 & 

48. 证明存在某个 IE 整数等于小于它的正整数的和，你的证明是构造性的还是非构造性的？ 

49. 证明存在〗00个连续的不是完全平方的正整数 a 你的证明是构造性的还是非构造性的？ 

50. 证明 2 Xi 0 M +15或 2 X 10^ + 16 不是完全平方的 & 你的证明是构造性的还是非构造性的？ 

5 U 证明 s 存在一对连续的整数，其中一个整数是完全平 方的，另一个 是完全立方的 u 

52. 证明： 65— —8腫 H 3 lT7 , 79_—9_+2 2 ° DI 和 24_— 5_+7 咖 这三个数中任意两个数之积是非负 

的，你的证明是构造性的还是非构造性的？ （提 示:不要去求这些数！） 

53. 证明下列每一个命题均可用于表达这样的亊实：存在一个唯一的元素1使得 PU > 为真 . （注意在 1.3 
节练习48中，这等同于命题3! PU )*> 
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a) 3 xV y( P(y) ^ jt~- y) b) 3 : tP( j) A V J ： V y{P(jc) f\ Piy } ~^x = y) 

c ) 彐 jt ( PU ) 八 ^ y { Piy ) -^x = y )) 

54, 证明若 t 6 和 r 是实数 ijU 乒 0. 则方程 ^ + 6= e 存在唯 一的解 a 

55 -假定 £ 2 和 A 是舒数证明存在唯一的整数 C 满足 I a-T I = t &-r I . 

56. 证明；若 r 是尤理数，则存在唯一的整数 I 使得 r 和 n 之间 的距离小于1/2 & 

57. 证明： 若 n 是奇数，则存在唯一的整数 K 使得 n 是 ▲一 2和&十3之和& 

58. 证明：给定实数； r ， 存在唯一的数。和^使得 i = m n 是整数且 0< e<U 

59. 证明：给定实数 j , 存在唯-的数《和€使得《是整数且 0 < E <U 

60. 使用消解法 if 明前提 " Aileri 是-▲个坏男孩或 Hillary 是一个好女孩”和是一个好男孩或 David 很开 
心”蕴含结论是一个好女孩或 D ^ vid 很开心' 

6 L 使用消解法证明前提“天上没有卜 _ 雨或 Yveue 带雨伞了' “ Yvene 没有带雨伞或她没有被淋湿”和“天上 
下雨了或 Yvette 没有被淋湿”蕴含 “ Yvak 没有被淋湿' 

62. 用消解法通明可导出等价性户 An (提示：令 g = r 二 FJ 

63. 用消解法证明复合命题 （ pV 9> A ( nPVg ) A ( pVi ) A ( npVi ) 不是可满足的。 

64. 证明或反驳 s 若^和^是有理数，则 d 也是有理数 a 

65. 证明或 反驳： 存在有理数 x 和无理数: y ， 使得 f 是无理数 & 

66. 证明 t 通过证明 jpi — Att 九 —/>3和 P ] * + 办，可以证明命题 Pi ，/?2， P ：? 和〜等价。 

67. 证明： 可以通过 iiE 明蕴含式 A — h ~^ P \ » Pep ” A — 和 A — h 朿证明命 M A ， A ，外，户， 
和 h 等价 。 

68. 证明：用多米诺讶牌 UX 2 大小）可以完全覆盖 8 XS 的棋盘 

*69. 证明：不可能用多米诺骨牌完全覆盖切棹两个对角格子的 8 X 8 的棋盘， 

*70- 逻辑问题，来6 WFFN PROOF 中 的逻辑 游戏，有 " Fffi 两个假设： 

1广逻辑是困难的或没有许多学生喜欢逻辑' 

2 T 若数学是容易的，则逻辑不是困难的气 

把这些假设翻译成包括命题变元和逻辑联接词的命题.判定下而每个命题是不是这些前提的有效 
结论： 

a ) 若有许多学生喜欢逻辑，则数学是容易的。 

W 若数学不是容易的，则没有许多学生喜欢遁辑. 
d 数学不是容易的或逻辑是困难的 5 

d ) 逻辑不是困难的或数学不是容易的。 

e ) 若没有许多学生喜欢逻辑，则数学不是容易的或逻辑不是闹难的 . 

71. 证明：在实数〜，〜，…， I 中至少有一个数大于或等于这些数的平均值*你使用什么类型的证明？ 

72. 使用练习71来证明：若把前10个£整数以任意顺序放在一个圆周上 T 则圆周 t 存在位置相邻的3个 
幣数，它们之和大于或等于 H 

73. 证明 ； 若 n 是整数，则下面4个命題等价： O 是偶数； （ ii )« 十 I 是奇数：（山）如+ 1是竒数； ( iv )3 n 

是偶数。 

74. 证明下面4个命题等价 5 ( i )〃 z 是奇数， ( ii)l 一 II 是偶数 * (⑴) V 是奇数* ( Jv ) YtI 是偶数。 

75. 哪些推理规则被用来证明在 L 3节例19里所描述的卡洛尔 （Lewis Carnal ) 的论证的结沦？ 

76* 哪些推理规则被用来证明在 L 3 节例20里所描述的卡洛尔 （Lewis Canro 〖 l ) 的论证的结论？ 

* 77 . 判定下列论证（来自出以〜⑽ r [ Z 3 a 8 S ]) 是否 冇效； 

暇如超人能够弁愿意防止邪恶，则他将这样做。假如超人不能够防止邪恶，则他将是无能的 〆 假如趄 
人不槪意防止邪恶，则他将是恶意的 。 超人没有防止 邪恶。 若超人存在，则他是无能的或恶意的。因此1 
超人不存在. 
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1-6 集合 


1.6, 1引言 


我们将在木书中学习各种各样的离散结构，其中包括由元素的有序偶组成的关系，由元素 
的无序偶组成的组合,以及由顶点集合和连接顶点的边集合构成的围。不仅如此，我们还将说明 
这些离散结构以及其他离敬结构怎样 用丁模 拟和解题 6 特别要讨论离散结构用于数据存储、通 
信和数据处理的许多例子 6 本节将学4的集合是构造所有其他离散结构的基础。 

集 合用于 把对象组织在一起，通常一个集合中的对象都有相似的性质。例如，你们学校中目 
时在册的所有学生可以组成一个集合。同样，任何学校正选修一门离散数学课的学生可以组成 
一个集合。此外，你们学校在册学生中正选修一门离散数学课的所有学生组成一个集合，这个集 
合可以从上述两个集合屮取共有的元素得到。集合语言是以构造的方式研究这种集合的工具。 

集合是一组无序的对象。 






注意，我们并没有说明对象是什 么就已 经使用这个术语了。以对象的直观概念为基 
础把集合描述为一组对象，这是德国数学家康托尔 ©1895 年首先给出的 3 从集合的 


这一直观定义得到的理论导至出悖论，即逻辑上的不一致性这是英国哲学家罗素 © 1902 年提 
出的（参见练习26,其中描述了 个悖论 ）， 以称为公理的基本假设为起点建立集合理论可以 
避免逻辑上的不一致。我们将不展开集合理论的公理描述，而是使用康托的称为朴素集合理 
论的原始描述，这是因为本书中考虑的所有集合均可用康托的原始理论处理而无不一致性 a 
现在开始讨论集合。 

集合中的对象也称为该集合的元素，或成员。也说集合包含它的元素。 

有几种方式描述集合，一种方式是在可能的情况下 一一 列出集合中的元素，我们采用在花 
括号之间列出所有元素的方法 & 例如， c ， W 表示含4个元素 （ :和 d 的集合， 



例1 英语字母中所有元音宁母的集合 V 可以表示为6 ^ o ，■ 
例 2 小于10 的正奇 数集合 O 可以表示为3, 5，7, 9 } e ■ 


0康托尔 { CaiUoir , 1845 — 1 M 8) 出生于俄罗斯的荃彼 德堡. 他父亲 JS 那串一名成功的商人，康托 f 
JJ 多岁时对数学产生了浓报的共® a 186 Z 年他在苏黎世开始了他的大学学习.不过在他父亲去世时就离开了 

35里。1863年他在桕林大学继续学月，并得到著名数学家 Wdcmtrass 、 Kumrm ? r 和 Kronaker 的指异1867年在完成了 
一商 数论方面的博士论文后他获得博士学位，1869年康托得到哈窗大学的一个职位，并在那 里一直 工作到去世， 

康托是公认的集合瞼奠苺人 . 他在这一领域的贡献包括实数集合不坷数性的发现，他在数学分析方面的贡献也引人 
注 U , 康托对哲学也有兴趣 s 并写了若干论文_将他在集合理论上的工作与形而上学联系在一起 # 

康托〗874年结婚，有5个： T 女。 他忧郁的气质与騫子的乐观性情相互平衡，尽管他从父亲那黾得到大笔遗产，但作 
为教授的收入却很少 ：■ 为此 他呰试 围得到柏林大学一个待遇更商的位对他的这一任命被 Kronaker 咀止7% K 为 
Kmnecltei : 不 ㈣ 意康托集合论的观点 e 康托晚年受到铕神疾病的折磨，1918年死于梢神病诊所 s 

皆 ■: 〆 © 罗棄 1872—1970) 罗帟生于一个以积极#与进步运动，热烈地没身自由亊业闹著名 
的英格兰家庭，年幼时就成为孤儿的罗素由祖父母扶奍，并在家里接受教育，1890年他进入剑桥的 Trinhy 
学院学习数学和伦理学^他在几何学基础方面的工作为他農 得了一 个研究员职位。1910年 Triniiy 学院任命他教授逻辑和 
数学原理.的课程。 

罗素毕生为进步事此而战斗 s 他冇强烈的和平主义观点，他对 第一次 W 羿大战的抗议使他失去了 THnity 学院的位 
置。由于… 篇被认 为具有煽动性的文章使他在1918年被囚禁 S 个月 * 罗索还为英 S 妇女的选举权 [ iif 斗争。1%1 年在他 
89 岁离 齡时第二次人狱，原闶是加入呼吁核裁军的抗议活动 n 

罗素最伟大的工作是他提出的钉以作为所有数学学科基础的垛理 & 他最著名的义章&与怀特海薄 EfAltred Narth 
Whkeh M d ) 合写的这篇文章试罔用 一组® 本公理推导出所冇数学。他还揀写了许多书箱，内 
容包括哲学、物 H 学和他的政治观点 B 1的0年罗素羸得诺 [0 尔文学奖。 



例 3 尽管集合常用来表示一组具有共同性质的元素，但有的集合中的元素表面上看起来毫不 
相干 D 例如，集合 W ， 2， Fred , New Jerseg } 包含了 4个元素： d , 2 、 Fred 和 New Jer & eg 。 _ 
通常用大写字母衷示集合。黑体字母 N . Z ， Z + , Q 和 R 分别专用于表示自然數集合{0，1， 

2, 3，整數集合{…，一2， 一1, 0，1，2，.“丨，正整数集合，有理教集合 U / g 丨 pez f 
9 ez , g 尹 0} 和实教 集合。（有人 不认为0是自然数*所以在你阅读其他书籍时要细心检査术语自 
然教的用法。） 

有时用花括号表示集合但并不列出它的所有元素。先列出集合中的某些元素_然后当元素 
的一般形式很明显时就用省略号（…）表示 0 

例 4 小于100的正整数集合可以表示为2, 3, …， 99} & ■ 

由于许多数学语句断定两组以不同方式描述的对象实际上是同一个集合，我们需要理解两 
个集合相等的 含义。 

saaa 两个集合相等当且仅当它们有同样的元素。 

例 S 集合（]，3, 5} 和 {3, 5, 1) 相等，闶为它们有同样的元索。注意列出元素的顺序不起 
作用，还要注意同一个元素被列出来不止次也没关系。所以 U 、 3，3,夂5, 5, 5 , 5} 和彳1， 

3, 5} 是同一个集合，因为它们有同样的元索。 _ 

. __描述集合的另一方式是使用集合构造符号.我们给出作为集合的成员必须具有的性 

：! ' 质，以此来刻画集合的所有元素 . 例如，小于 10 的所有奇数的集合 o 可以写成 

(.)= {x \ J ： 是小于 10 的奇数 } 

在无法给出集合所有元素时常用这一类方法描述集合。 例如， 所有实数的集合可以写成 

R =彳丨 X 为实数> . 

还可以用文氏图形象地表示集合。文氏图是以英国数学家 John Venn ® 的名字命名的，他在 
1881年介绍了这种图的使用 A 我们所考虑的所有对象的集合 L /， 称为全集。在文氏图中全集用 
长方形表示 b 在长方形内部，圆或其他几何图形用于表示集合，有时用点来表示集合中特定的元 
素^文氏图常用于表示集合之间的关系.我们用 F 面的例子解释怎样使用文氏图。 

例 6 画一个表示英语宇母中元音字母集合 V 的文氏图。 

解_一个长方形表示全集也就是26个英文字母的集合。在长方形中阃一个圆表示集 
合 V ，在圆中用点表示集合 V 的元素（见图 1 -lh ■ 

我们现在介绍描述集合成员关系的记号。我们用 表示 a 是集合 A 的一个兀素。记号 
A 表示^不是集合 A 的成员$注意小写字母通常用于表示集合元素^ 

有一个不含任何元素的特殊集合，称为空集，用0 表示。 空集也可以用0表萊（这是用花括 
号内列出所有元素的方式表示集合） d 经常具有一定性质的元索组成的集合其实就是空粜 d 例如， 
大于自身的平方的所有正整数的集合是 空集. 

通常的错误是把空集0与 单元集 （即一个元素的集合）集合弄错 。 集合 （0} 的一个元素是 
集合本身的空集！ > 

■© 立氏 〖John Venn , 1834—1923} 出生于伦敦郊区的一个慈抟家庭，他在论敦上学 + 并于185?年获得剑 

桥 Caius 学院的数学 学位。 他被选为这一学院的研究员并任此职亙至去 lit 。 1郎 9 年他接 受牧师 的圣职，但 
在短短的宗教工作以后回到了剑桥，并在郎里创建了沦理学教食，除数学方面的工作之外 • 文氏还对历史有兴趣，他写 
了大 M 关于他的学眩和家庭的作品。 

文氏所著鉍价 L 叫 icS —书澄清了敢初由布尔引人的若干思想.在这本书中文氏提出 T — 种系统的研究方 
法*其中使用了 人称为文氏围的几何图形.今天这些囤形主要用于分析逻辑论证及说明集合之间的关系 a 文氏的 
成绩不仅是符6逻辑力面的了:作*还包括他对概率沦的贡献，这些贡献在他编写的广为采用的概率论教科书中都能 
找到， 
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IHIBI 集合 A 是集合 B 的子集当且仅当 A 的毎个元素也是 B 的元素。我们用记号 
表示 A 是 ij 的子集， 

我们看到， ASK 当且仅当黾化语句 

^ A ^ j ： ^ B) 

为炱。例如_小于10的所有奇数的集合是小于10的所有正整数的集合的子集 D 你们学校主修计 
箅机科学的学生的集合是你们学校全体学生集合的子集。 

定理1表明，每个非空集合 S 都至少有两个子集，一个空集，一个是集合 S 本身，即 
和 

liMM 对于任意集合 S , ( i )0£ S _( ii ) SQS 。 

证这里证明 （ i )， （: i ) 留作习题。 

令 S 为一个集合。为 f 证明 0 SS , 必须证明为真 & 因为空集没有元素， 
所以总是假，因此总是真，因为其假设为假，即假的假设为真。即 VxdG 
0— jr € S > 为真。这完成 T < i ) 的证明 D 这是空证明的示例。 _ 

如果我们要强调集合 A 是集合 B 的7集*但 A 关仏就写成 ACB ， 并说 A 是 B 的真子集 t 文 
氏图可以用来表示集合 A 是集合 B 的子集。我们把全集 U 画成长方形。在这长方形中画一表示 U 
的圆 & 由于 A 是 B 的子集，我们在代表的岡内 I 刻表示 的圆。 图 1-2 所 7 TZ 就是这一关系。 



im M 元音字母集合的文氏图 



罔 1-2 表示 A 是 B 的子集的文氏阁 


证明两个集合具有相同元素的一个方法是证明它们互为另一个的子集。换言之，可以证明， 
如果 A 和 B 均为集合，且 AGB 和则為= 3。实践表明.这是证明集合相等的一种有用 
的方式。即其中 A 和 B 是集合，当且仅当 V 工 be A — 和或 
者 A 和 B 等伏，当且仅当 

集合可以以其他集合作为它的成虽$例如，下面列出的就昆这样的集合 V 

{0 Aa } Ah } f { a , b }) 和 U I x 是集合 （ a ， fr ) 的子集 } 

注意，这两个集合相等。 

集合广泛用于计数问题 a 这类问题需要讨论集合的大小^> 

令 s 为集舍。若 s 中恰有《个不同的元素*«是非负整数，就说 s 是有限集合，而 


H 是 S 的基数。 S 的基数用丨 S | 表示0 

例 7令 A 为小于10的正奇数集合，则丨 A i =5. ■ 

例 8令 S 为英语宇母集，那么丨 S 丨=26, ■ 

例 9由于空集没有兀索，所以 I 0 I =0, ._ 

我们对不是有限的集合也有兴趣。 


定文 6 


例10 正整数集合是无限的 a ■ 
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第 J 聿 


^无限集合的基数将在 3. 2节讨论 D 在那一节将讨论可数集合的含义，并证明有呰集合 
| 是可数的，有些不是町数的^ 


1. 6 h 2幕集合 


许多问题都需要检査一个集合的元索所有可能的组合，看它们是否具有某种性质 。为了考 

虑集合元素所有可能的组合，我们构造一个新集合，它以 S 的所有子集作为它的元素。 

己知集合 S ， S 的 幕集合 是集合 S 所有子集的集合， S 的幕集合用 P ( S ) 表示。 

例11集合]， 2} 的幕集合是什么？ 


定义 


解¥集合尸（彳0 ， h 是彳0，1, 2} 所有子集的集合 D W 此 

P({0 9 U2}) = {0AO)Al},{2}AOA\AO,2}Aia}AO,\,2}} 

注意，空集和 {0, K 2} 自身都是这个子集集合的成员。 ■ 

例12空集的幂集合是什么？集合<0丨的幂集合是什么？ 

解空集只有一个子集 * 这就是它自己。 w 此 

PC 0) = {0} 

集合（0丨有两个子集，即0和集合自身 & 于是 

P({ 0 )) - { 0 A 0 }) ■ 

如果一个集合有 w 个元累，那么它的幂集合有 2" 个元# D 我们将在本书以后的几节中以不 


同的方式证明这一事实_ 


1.6. 3笛卡儿积 

一组元素中元岽的次序往往是重要的。由于集合是无序的，必须用不同的结构来表示有序 
的一组元素，这个结构由 有序” 元组来提供。 

naaa 有序 n 元组（⑴ t 似，…，是以⑴为第 I 个元素，幻为第2个元素，…，知为 
第^个元素的有序组. 

只有在两个有序？ I 元组毎一对对应的元索都相等时，它们才相等 s 换言之，（⑴， 

〜）= (&〗，如，…，心）当且仅当对于 i =], 2 ,…， l a 产 b “ 2元组特称为有序偶 • 有序偶（心 
A ) 和 （ c , c /) 相等当且仅当 = c 和 6 = A 注意，除非£2 =心否则 6) 和（6， a > 不相等 。 

在随后几章中将要学习的许多离敢结构均以 Reni Descartes ® 命名的集合的笛卡儿积的概念 
为基础。我们先定义两个集合的笛卡儿积。 

义七， ' e 笛卡儿丨 Rene Dtscartea , 1 SS 6 — 165 W } 出生 T 法闻 Tours 的一个贵族家庭， Tours 位〒巴黎西南约200 

英黾处：他是他父亲第一位妻子的第三个孩子，在他出生之后母亲就去 世了。 由于笛卡儿健康欠佳+他父 
亲 * 一位省里的法官，没有让他接受正规教育*直到 B 岁他才进入 La Fkche 的 Jesuit 学院 • 这所学校的校长軎欢他，并 
因他身体虚■而允忤他晚起床。从那时起笛卡儿即把皁展时间花在床上，他 S 己认为这是他思考最富成果的时间 □ 

1612年笛卡儿葙开学校去了巴黎，并在邡里学了两年数学，1616年他获得 Poitif ^ 大学的法律学位* la 岁时笛卡儿厌 
倦了学习，决定宥看外部世界 .. 后来他搬到了 城的 郊区. 一心专注于数学学习 * 他符参军，不过他从未参加 

违战斗 # 一天 T 当他为躲避寒冷而呆在军营一间过热的房间里时，他做了几个热昏 r 的梦，梦中通示他栴以做数学家和哲学家 

为职业 B 

结束军旅生涯 以后， 他游遍 欧洲。 然后在巴黎过了儿年、学习数学和哲学*并制造了几个光学仪 w 卡儿 ft 定去 
荷兰，并在那 M 四处漫游20年》究成了他最1要的工作，这期 N 他写了儿车书.包括该书中有他对解析几 
何的贡献，这是他 S 出名的 工作， 笛卡儿对哲学也有基础性的贡献。 

ie49 年笛卡儿受克里斯蒂娜女王邀琦访问瑞典宫庭，并做她的哲学老师 * 尽管他不情 a 生活在他所说的“岩石和冰 
雪之间的狗熊的乐土 ' 但最终还是接受遨请 t 迂到 了瑞典 。 不幸的是， 】 fi 4 9 — 1 S 50 年的冬季分外寒冷，笛卡儿染上了 

肺炎，于二月中旬去世。 




定义 


令 A 和 B 为集合 A 和 B 的笛卡儿积用 Axn 表示，是所有有序偶 U , W 的集合， 
其中而于是 

A X i? ~ {(43, ft) I <2 ^ A A b t 

例 i 3 令 A 为某大学所有学生的集合， G 表示该大学开设的所有课程的集合 d A 和衫的笛 
卡儿积 AXB 是什么？ 

解 笛卡儿积 AXB 由瑕为 6) 的所有有序偶组成，其中 a 是个学生，而6是该校开的一 
门课。集合 AXB 可以用来表示该校学生选课的所有可能情况。 ■ 

例 14 什么是2丨和/3={仏 〜 d 的笛卡儿积？ 

解笛卡儿积是 

AX B - {(l,a) ,a,6),Cl,c)t(2,a),<2^),(ZtO} ■ 

笛卡儿积 AXii 的子集 i ? 称为从集合 A 到集合 B 的关系 0 R 的元素是有序对，其中第一个 
元素 M 于 A , 第二个因素属于万。例如，0)， U ， 1)， （ a , 3)，1)，（6，2 )， （G 
0>, ( c , 3>}是从集合 “， h 4到集合{0，1，2, 的关系，我们将在第7章研究关系. 

除非 A =0 或8=0(这样4><衫=0)或除非 A = B ， 否则 AXB 和不相等（参看本节 
末尾练习 26 h 这在下例中说明。 

例 15 证明笛卡儿积 BXA 和笛卡儿积 AXB 不相等，其中 A 和 B 为例14中的集合 4 


解笛_儿积£3><焱是 

BXA 




( “1 


这不等于例14中得到的 AXB , 

对于两个以上的集合也可以定义笛卡儿积. 

集合 A 卜 A ; ，… I 的笛卡儿积用 A ! X Aa 乂 …X A 。 表承， 

〜）的集合，其中 对于/ =1，2,换言之， 


■ 


定义 


这是有序 n 元组 


A \ X As X … X A rt = {( a ! 必， …， “it ) I 1 € Ai fi ~ 1，2 - … - 
例 什么是笛卡儿积 AXBXC , 其中 1}, B -{1, 2}, C ={0 f !, 2}? 

解这一笛卡儿积由所有有序三元组 A , c ) 组成，其中 b € B ， 


因此, 


AX BXC 


U 0， I ，0)，（0，1，1>，（0.1,2)，（0,2,0>,(0,2,1)，（0,2,2), 
(1，1，0)，（1， I ，1)，（1， I ,2),(1，2,0),<1，2,1)，（】 d ，2)} 


■ 


1.6.4 使用带 s 词的集合符号 

有时我们在符号中显式说明语句的论域。特别是， Vt 6 SP ( x ) 表示尸(: T ) 的全称最化，其中 
论域是集合 S 。 类似地， 3： r 6 SPU ) 表示 PU ) 的存在量化，论域是 S , 

例 17 语句 Vie R (. r 2 >0) 和 3 x 6 Z(f = 1) 的含义是什么？ 

解语句 V ^ eR ( J ： 2 >0> 声称对任意实数: r , ^>0,这个语句可以表达为“任意实数的平方 
是非 负的' 这是真语句 D 

语句3^62(/ = ；1)声称存在一个整数1使得/= 1。这个语 句对以 表达为“有某个整数，其 
平方是 1' 这个语句也是真语句.因为 x = l 就是这样一个整数 （一1 也是）。 ■ 


练习 

L 列出下述集合的成员6 

a)b I : r 是使得/= 1的实数} b){x | 了是小 f 12的止轚数} 

c){x f JT 是某个 整数的 平方且 x <〗00} d)U ! J 是整 数且？ = 2} 





2. 用集合构造符号*给出下列毎个集合的描述 a 

a ){ O f 3^ 6 t 12} b ) { —3，一2，一1，0、1 ? 2，3} 

c ) im f rr T p ) 

3. 判断下面每对集合是否相等 d 

a)Ui 3, 3 t 3, 5, S , 5, 5, 5 h {5, 3, 1} 

u , {m 

€) 0 , ⑻ 

4 i 设 4 = 12, 4, 6 k B = {2. 61, C = M ， D ={4, 6, ft )。 判断这些集合中哪个是另外 _ 个的 子集， 

5. 对下面的每个 集合， 判断2是否为它的元素 & 

^){xGR 1 I 是大干〗的整数 } b)UeR I I 是某整数的平方} 

t ){2, {2" d ) U 2 J ， H 2 M } 

c ) {{2}, { 2 , um f ) 川 2 ⑴ 

6. 对练习 5 中的每个集合，判断 {2} 是否它的一个元素， 

7. 判断下列语句是真还是假 a 

a)O60 b)06 {0} c){O}C0 

d) 0^{O} e>{0)e i0} f){0ic{0} 

g ){ 0 )^{ 0 } 

8. 判断下列语句是真还是假， 

^ 0 ^{ 0 ) b )0 e {0, {0}) c ){0}€{0} 

d ){0 }e {{0 H e ) ⑻ C {0, \0}} {0}} 

g) ({0MC({0}, {0}} 

9. 判断下列语句是真还是假 a 

h) x ^： (x^ b){j"djr} c){x }^： {x} 

d ) U ) eiU }} ^)0 cui f )0 e { x } 

10- 用文氏图说明集合关系和 

1 L 假定 A , B 和 C 为集合，且证明 

12. 找出两个集合 A 和 £ t , 使得且 

13. 下列各集合的基数是什么？ 

a) {«} b) i { a } } c }{ a , ia }} 

d ) ( a , - fa }, W " 

14. 下列各集合的基数是什么？ 

狂 ）0 b){0} c){0 9 {0}| 

d ){0, { 0 }, { 0 . {0 H } 

15. 找出 下列各 集合的幂集合 . 

a ){ a } b ) {a - b ) c ){0，{ 0 n 

16. 如果 A 和 B 是两个集合*且有相同的幂集合，能否肯定 A = 

17. 下列各集合各有多少个元素？ 

a)P(U ， 6 ， U ， Ml) b)P(f0, a, {a}, (UH)) c)P(P(0)) 

18. 判断下列各集合是否为某集合的 幂集合 。 

為 ）0 b){0, la}} cH0t {a}, { 0 , a }) 

d ){ 0 , Uh W , U ， A ” 

19. 令為={这 ， h c * d }, z }， 求 

u)AXB b)BXA 

20. 令 A 为某大学的数学系开设课程的集合， B 为该大学所有数学教授的集合*笛卡儿集 AXB 是什么？ 

21. 什么是笛卡儿集 A ' XBXC % 其中 A 是所有航线的集合， B 和 C 都是所有美国城市的集合， 

22. 假定 = 其中 A 和 B 为集合,由此你得出什么结论？ 

23-令 A 为集合，求证 = = 
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24, 令 A = U t 6， e }， y ), C =<0, 1} ■求 

a )4 XBXC b)CXBXA 

c)CXAXB d)BXBXB 

25, 如果 A 有 im 个元素， B 有 n 个元素 ， AX B 有多少个元素？ 

26_求证除非 A = 否则 AXU #= BXA * 其中 A 和 B 均为非空集合 
27 - 将下列懂化表达式翻译成汉语句子并确定其真值 a 

a ) V j ：€ RCjc ^- 2 ) b ) 3^67,(^=2) 

c)>fjcezU z >Q) d)3jc^R(x^jc) 

2 & 将下列童化表达式翻译成汉语句子并确定其真值 B 
a) 3xeR(^ = -l) b) 3 xGZ(^ + 1>jt) 

c) Vx€ZC^—l^Z) d> V ^6 2(^€2) 

*29. 证明序偶 （〜 6) 可以用集合术语定义为 { U }, U , [提示 * 首先证明 {Uh {〜= { r , d }) 

当且仅当 a = r _ a &=4] 

*30- 本 练习介 绍罗素悖论，令集合 S 为包含所有不以自身为元素的那德集合， 

觸除 1 a ) 证明从 S 是它自己的一个元素的假设能推出 矛盾。 
b) 证明从 S 不是它自己的一个元素的假设能推出矛盾 a 

从幻和1>>知 S 不 oj 能是其定义中给出的那个集合。不过这_悖论是町以避免的，只要对可以作为集合 
元素的类型加以限制即网， 

*31_给出可以列出有限集合所有子集的步骤， * 

17集合运算 


1.7,1 引言 


两个集合可以以许多不同的方式结合在一起^例如，从学校主修数学课的集合和主 
修计算机科学课的集合人手，可以构成主修数学或计算机科学的学生集合，既主修 
数学又主修计算机科学的学生集合，不主修数学的学生集合，等等。 

令 A 和 B 为集合 • A 和 B 的并集用表示，这是 A 或 B 中或同时在 A 和 B 中 
的元素组成的集合 

元索工属于 A 和 B 的并集当且仅当^ M 于 A 或 I 属于这说明 

A U B = (^ [ ^ 6 A V x € B } 

图 I - 3 中的文氏图表示集合 A 和 B 的并集。代表集合 A 的岡阁内和代袭 B 的圆圈内的阴影 
区域表示 A 和 B 的并集。 


我们将给出集合并集的例子， 

例1集合{1，3, 5} 和集合{1，2, 3} 的并集是集合 U , 2, 3, 5}, 即 

{1,3,5} U { U 2 f 3} - {1.2-3,5} ■ 

例2学校主修计算机科学的学生集合与主修数学的学生集合的并集 T 是或主修数学、或主 


修计算机科学或同时主修这两门课的学生的集合。 

令 A 和 J 8 的集合 • A 和 B 的交集用 AHB 表示，这是既在 A 中又在 B t 的那些元 


定义 


素的集合^ 

元素工属于集合 A 和 B 的交集当且仅当: r 滅于 A 而且 $属于 B . 这说明 

A f ] B = {x \ jo A A jc ^ B } 


图卜 4 中的文氏图表示集合 A 和 Ji 的交集。同时在代表 A 和 B 的两个 岡之内 的阴影区域表 
示 A 和 B 的交集 D 
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A u s 为阴影区 


3 集合 {1, 3， 5} 和 {1， 2，3丨的交集是彳1，3丨，即彳1，3，5丨 fUU 2, 


U 

例4学校所有主修计算机科学的学生集合与所有主修数学的学生集合， 

机科学又主修数学的学生的 集合。 

hJMtl 如果两个集合的交圯为空集，就说它们不相交。 
m £ 公 A = 7, 9)rfn H=(2, 4t 6, 8, 10}. 由于 AfUi = 0 




把这一结果推广到任意多个集合的并集，就得到所 
理是用于枚举的一项重要技术。我们将在第4竞和 

还有其他组合集合的重要方式。 

Eagm 令 a 和 k 为集合 a 為和3的差集用/ 
所有元素的集合。 A 和 B 的差集也称为 B 对于 A & 
元素1属于 A 和衫的差集当且仅当$6八且工 




的差集 


图 1-5 中的文氏图表示集合 A 和 B 

圆圈外部的阴影区域表示泌 一 B 。 

让我们 举几个 差集的例子。 

例 6集合 （U 3, 5} 和彳1，2， 3} 的差集是即 {1, 3， 5}_ U , 2, 3 ^ = { 5 } ,这不同 P 

{1，2, 3} 和 {U 3, 5} 的差集 ■ 

例7学校主修计算机科学的学生集合和主修数学的学生集合的差集是学校主修汁算机科学 

但不主修数学的学生集合。 B 

一旦指定了全集 U ， 就酊以定义集合的补集。 

wma 合 u 为全集。集合 a 的补集用 A 表示，这是 a 对于 t / 的 补集， 集合 a 的补集 


属于 A 爽且仅当这说明 


元素 




A = {x 1 x A} 

图 14 中代表集合 A 的圆阐外面的阴影区域表承 



A — S 为阴影 S 

阁 1-5 A 和 B 的差集的文氏阁 



A 为阴影区 

m I S 集合 A 的补策的文氐罔 


我们举几个补集的例子。 ' 

例8 令焱={〜 e ，！_■ o ， (全 集为英语字母集）。那么 

A = { b^c ^ ^ g yhfj tk ^ I p f q^ r 9 u/ ， jr，y 9 z} 

例 9 令 A 为大于 10 的正整数的集合(全集为正整数集合八那么 

A = U ,2,3.4.5， S ,7,8, U 0} 




1-7.2 集合恒等式 

表 1-21 列出 r 最虽要的集合恒等式，本节将用三种不同的方法证明其中的几个，介绍这些 
方法是想说明，对一个问题的解往往有不同的途径。表中未证明的恒等式留给读者作练习。读者 
应该注意这些集合恒等式和 1.2 节讨论的逻辑等价的相似之处。事实上，这里给出的集合恒等式 

可以直接由对应的逻辑等价证明 a 不仅如此，而且这两者都是布尔代数（在第10章讨论>中成立 
的恒等式的特殊情况 fl 


表 卜21 集合恒等式 


等 式 

名 称 

AU 0 —A 

Af]U=A 

悄等律 

A{JU=-U | 

AD0 = 0 

支配律 

A{JA = A 

A P| 

幕等律 

(A)^=a 

补集律 

AUB^BUA 

交换律 

A\J(B\jC} = iA[jB)[jC 

Afi{Bf]C) = (Af]B)r\C 

结合律 ： 

An<B\jO=-(AC\B){J(Ar\C) 

分配律 

AUb=AH 月 

ATTB=K\JB 

德摩 根定律 

Ap\iA\JB)=A 

吸收律 


An ^=0 


补律 
















. 证明集合相等的一种方法是证明两者中任何一个都是另一个的子集 & 我们将以确立 
“ 德摩根第二定律为例说明这一方法 0 

例 ㈣ 用证明及和 aub 互为子集的方法证明 xrrg = AUB a 
解我们将通过证明这两个集合中，一个是另一个的子集来证明这两个集合是相等的 0 
首先.假定: reAnJ 5, 根据补的定义，由交的定义，力）为真， 
(由逻辑）用德摩根定律可得或 n ( x 6 B >。 因此，根据逆的定义，有或^硭 B 。 再由 
补的定义，或再由并， ^€ AUB . 因此，得证万 ITBgAUB , 

现假设 xGAUt 由并的定义，用补的定义，或工磋所以， - i ( ieA ) 
V - s ( x 6 (由逻辑)用德摩根定律*得 A ) A 为真 s 由交的定义， n ( x € 

anm 成立。由补的定义，有:这表明 AUBgxrrg a 由于已证明这两个集合中， 一 
个是另一个的子集，所以 T 这两个集合相等，即得证恒等0 ■ 

另一个更简洁的方法是使用集合构造符和例 10 中的推理，如例11所示 4 
例11用集合构造符和逻辑等价证明 
解 下列一串等式提供了这一恒等关系的证明 s 

A n B - {x \ ^ A f ] B ) 

—{jt \ -\ (jc (A p ) B ))} 

= {x \ -[ (jo ^ A f\ x G B) } 

= { xU ^ AVx ^ B } 

=(j ： I jj ： ^ A V jc B) 

={jc \ ^ ^ A [J B ) 

=S U B 

注意在这一串等式中的第四个等号处使用了逻辑等价的德摩根第二定律* ■ 

要证明涉及两个以上集合的集合恒等，可以证明恒等式的每一边是另-边的子集，这我们 
可用例12来说明 & 

例12 对任意集合 A , B 和 C , 证明 ArKBSJO ^ MnmLHAnC )。 

解我们将通过说明等式的每一边是另一边的子集来证明这个恒等式。 

假定 jreAfKBUC ), 那么且: remjG 根据集合并的定义，可得且： r € B 或 
xec a 因此 T 且 xeB 或且根据交的定义，可知或工 eAnc •使 

用并的定义，可得出 ie ( AnB ) u ( Anc：K 由此 An ( BUc ) g ( AnB ) u ( Ano , 

现在假定 i 6( Anmu ( Anc )。 那么，由并的定义，： r € AfTB 或由交的定义， 
可得 jce A 且 I 6£ S 或； A 且: r 6 C 。 由此可知 i € A , 或因此，由并的定义可知 

:且: r € BUC a 而且，由交的定义，可得: reAfUBUO 。 最终得出 （A H S ) U (A f ] OG A 门 

( BUC ). 这便完成了恒等式的证明。 ■ 

还口厂以用成员表来证明集合恒等式6我们考虑一个元素可能属于的免合的每一种组合，并 
证明在同样的集合组合中的元素厲于恒等式两边的集合 D 用1表示元素属于一个集合，用0表示 
元素不属于一个集合(读者应注意成员表和真值表的相似之处）。 

例 13用成员表证明 An ( BUc ：) t ( AnB ) u </ vnc ), 

解表 1-22 给出了这些集合组合的成 员表. 这表格有 8^ u 由子对应于 An ( GUO 和 （AR 
b ) U ( ahc ) 的两列相同，恒等式有效 a ■ 

用我们已经证明的这些集合恒等式可以证明其他的集合恒等式 s 考虑下面的例子 & 
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表 1-22 分 a 性质的成员表 

A 

B 

C 

BUC 

AfiiBUC} ARiJ 

ADC 

( A ( lB ) Uf^nO 

I 

] 

1 

1 

1 

l 

1 

I 

1 

1 

0 

I 

] 

1 

0 

1 

] 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

l 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

] 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

例 14 

令 A , 

B, C 为集合 D 证明 








A u n o = 

<C U B > n A 




解我们有 


AU ( Br \ Cy ^ AD ( WiC } 

= An < Buc > 
= CSUC)OA 
=([〕 UB)nA 


德摩根第一律 
德摩根第二律 
交集的交换律 
并集的交换律 



1^7.3 扩展的并集和交集 

由于集合的并集和交集满足结合律，所以只要 A ， J ?、 C 为集合， AUBUC 和 AflBnC 均 
有定义。注意 AUBUC 包含那些至少属于 A 、 C 中一个集合的元素，而 AflBHC 包含那些 
敁于 A 、 C 全部三个集合的兀素 • 三 个集合 A 、 C 的这两种组合如图 1-7 所示 t 



ai 阴影区为 4 u sue b) 阴影 g 力 ansne 

Wi 1-7 集合 A ， c 的并集和交集 


例 15 令 A = {0，2. 4， 6 t 8 h B ={0， 1，2， 3 t 4}. {0. 3, 6,9}, A U B U C 和 

AHBnc 是什么集合? 

解 AUBUC 包括那些至少属于 A _ B ， C 之一的 元素， 所以 

A U B U C = {0，1.2,3,4,6,8,9} 

集合 AriBflC 包括那些属于全部三个集合的元索。因此 

Af ] Bf]C = {0} ■ 

可以考虑任意多个集合的并集和交集^我们采用下面的定义， 





I 定义 


用记号 


一组集合的并集是包含那狴至少是这组集合中一个集合成员的元素的集合 




A] U A u … U ^ 


表示集合山， Ah …，的并集 


定义 


用记号 


一绀集合的交集是包含那些属于这组集合中所有成员集合的元素的集合 


e 


Ai n a £ n - n a, = f] a ; 


表示集合 Ai ， A 2 , …，的交集，我们用例 16 说明扩展的并集和交集。 


例16 令 A = (/, i 十 U /十 2, 


那么 


■n 


U 人 = U 仏 z + U — 2 ， ■“ } = {1 ， 2，3 ， 


而 






P ] Ai = 门 {i ， i + 1 ， f + 2 ， 


: Tlyti 1 ，？！ + 2 ，… } 


7.4 计算机表示集合的方式 



计算机表示集合的方式各种各样。一种办法是把集合的元素无序地存储起来。可是如果这 
样做，在做集合的并集、交集或差集等运箅时会浪费时间 • 因为这些运算将需要大 ■的 元素检 
索。我们将要介绍一种利用全集元素的一个任意排序存放元素以表示集合的方法。集合的这种 
表示法使我们很容易计算集合的 组合* T 

假定全集 (7 是有限的（而且大小合适.使 t / 的元素个数不超过汁算机能使用的内存量）。首 
先为 [/ 的元素任意规定一个顺序，例如于是可以用长度为 n 的位串表汞 U 的 
子集 A : 如果 &厲于 A , 则位串中第/位是 li 如果〜不属于 A , 则位串中第 i 位是0。下面的 
例子阐明了这一方法。 

例17 令1/二 U ， 2, 3, 4, 5, 6，7，8，9, 10丨，而且 U 的元素从小到大排序， 即〜 

表承 U 中所有奇数的子集、所有偶数的子集和不超过 5 的整数的子集的位串是什么？ 

解表示 [； 中所有奇数的子集即 丨1 3, 5, 7, 9} 的位串， 其第1、3、 5. 7、9位为1，其 
他位为0，即 

10 1010 1010 

(我们已把长度为10的位串分成长度为的两段以便阅读，因为长位串不易读 h 类似地， u 中 

所有偶数的子集即 （2, 4，5, 8， 10}, 由位串 

01 0101 0101 

表示 。 U 中不超过5的所有整数的集合即彳1，2, 3, 4, 5}，由位串 

11 1110 0000 ■ 

用位串表示集合便于计算集合的补集、并集、交集和差集，要从表示集合的位串计算它的补 
集的位串，只须简单地把每个1改为0,每个 G 改为1，因为：当且仅当文运注意，当把 
每个字位看成是真值时，上述运算对应于取每个字位的非，因为1表示真，0表示假〃 

例18 我们已经知道集合 {K 3，5, 7， 9} 的位串（全集为丨1, 2 ， L 4，5，6，7，8，9 1 
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1,0}) 是 

10 1010 1010 

它的补集的位串是什么？ 

解用0取代1，用]取代0,即町得到此集合的补集的位串 

01 0101 0101 

这对应着集合 H 4, 6, S , ]0 } a _ 

要得到两个集合的并集和交集的位串，我们可以对表示这两个集合的位串按位做布尔运算 。 
只要两个位串的第 | 字位有一个是 I 则并集的位串的第 i 位是1，当两个字位都是0时为0,因 
此，并集的位串是两个集合位串的按位或 （bitwise OJ ?)。 当两个位 &的第 i 字位均为1时，交集 
的位串第 〖位为 1，否则为0。闪此交集的位串是两个集合位串的按位与 <bitwUe A / VD) e 

例 19 集合 {K 2 ， 3 ， 4 , 5 } 和 { 1 , 3 * 5 ， 7 , 9 ) 的位串分别是 11 1110 0000 和 10 1010 1010 。 

用位串找出它们的并集和交集。 

解这两个集合的并集的位串是 

11 1110 0000 V 10 1010 1010 = II 1110 1010 

它表示的集合是 （1, 2, 3. 4, S 7, 9 h 这两个集合的交集的位串是 

11 1110 0000 A 10 1010 1010 = 10 1010 0000 

它表示的集合是彳 1 ， 3 ， 5K ■ 

练习 

L 令 A 为住在离学校一英里以内的所有学生的集合， B 是走路上学的所有学生的集合。描述一下下列各集 
合中的学生： 

b ) A\JB c ) A-B d ) B-A 

2 . 假定 A 是学校二年级的学生集合， B 是学校上离散数学课的学生集合*用 A 和 S 来表示下列各个集合 
a ) 学校二年级上离散数学课的学生 策合。 

W 学校二年级不上离散数学课的肀生集合 s 

c ) 学校二年级的或上离散数学课的学生集合 9 

d ) 学校既不在二年级的也不上离敗数学课的学生集合。 

3 . 令 2 , 3 , 4 ， 5 }, 朽={ 0 ， 3 , 6h 求 

a)AUB b ) Af\B c ) A~B d ) B~A 

4 . 令 _ A = { a，h r , 山 ， B = { a » 6 ， d t / ，心 A } 。求 

a ) A LIB b ) Af|S c ) A-B d)B — A 

S ■令 A 为集合证明 ^= A b 
H h 为集合，证明 

丑) AU0 〜 A b ) A {10 = 0 c ) AUA-A d ) An ^ = A 

c ) A - 0^A OAUU = U g)ADV = A h ) 0-A = 0 

7 . 令 A 和 B 为集合。证明 

^)AIJB = BUA bJAflB^BnA 

&令 A 和 B 为集合，证明 AU ( AflB )=/ l a 

9 , 令 A 和为集合.证明 An ( AUB > = A , 

10, 若 A-B — {1. 5 t 7, 8}， B - A ={ 2 , 10} t 而 Afl {3, 6 * 9} ,求集合為和6„ 

1L 求证若 A 和 B 为集合，则; 

a ) 用证明等式两边互为子集的办法 b ) 用成员表。 

12 -令 A , S 为集合 & 证明 
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a )( AHB)eA b ) Ae ( AUii ) c)HA d)Afl (B — A ) = 0 

c)AU { B - A )= A[JB 

13* 设 A ， B * C 为集合。证明 AflBnC = AUEUC , 

a ) 用证明等式两边互为子集的办法。 b 〕 用成员表 & 

14. 令犬， B ， C 为集合 u 证明 

aJuu^suuBUo bKAnfinoecAnB) 、 

c)(A-B>-C ^ A-C d)(A-C)[](C-B) = 0 

e}{B-A)[JCC-A) = (B[jC}-A 

15. 如果 A 和 B 为集合，证明 

16. 如果 A 和 B 为集合，证明 （ AnB ) U ( AHB ) = ^L 
n . 令 b , c 为集合 & 证明 

a ) AU ( iiUC ) = ( AUB)UC b ) AC \ iBC \ a ^{ AnB ) f]C 

c) /iu(«nc)=( J 4UB>n(Auc) 

18. 令 A，C 为集合 i £ 明 U — B ) — C=M — C > —(B — C )、 

19. 令 {0, 2, 4， S , 8, 10}, B ={0* I , 2, 3, 4， 5, S }， C ={ 4 , 5, 6, 7, 8 t 9, 10}, 求 

b)AUBUC c )( A \ JR ) f]C d )(,4 D ^) UC 

20. 砸出集合 A T 仏 C 的下列组合的文氏民 L 

^ AfUBijC ) h ) Kf \ Bf)C c )( A - B > U ( A - C ) U ( B - C ) 

2 L 如果有关集合 A 与的下列性廣为真，你能就 A 和 B 说呰什么？ 

^ A \ JB=A c ) A-B = A 

d ) Af \ B = Br\A 

22. 如果集合 A , fK C 满足下述条件，能断定 A = ii 吗？ 

a ) AUC-BUC h ) Af ] C ^ Bf\C ■ 

23. 令 A 和 B 为全集 t ； 的子集。证明 AQiJ 当且仅当 SSA , 

集合 A 和 B 的对称差，用 A ㊉ B 表示，是厲于 A 或属于 B 但不同时肩于 A 与 B 的元素组成的集合。 

24. 求 {1, 3， 5} 和 U , 2， 3} 的对称差， 

25. 求某校主修计算机科学的学生策合与主修数学的学生集合的对称差> 

2 G . 画出集合 A 与 B 的对称差的文氏阁。 

27. 证明 — MflB ), 

28-证明 A ㊉ —Ah 

29. 证明 s 若 A 是全集 U 的子集_ _ 

b ) A ©0 -A c ) A 0 U = A d ) A ® 万 =U 

30. 如果 A 和 B 为集合，证明 

a)A ㊉ ❿ A b)U ㊉ 

31- 如果 A ❽ = 你能就集合 A 和 B 说些什么？ 

*32. 判断对称差是杏满足结合律；即若 /U £1, C 为集合， 

A 0( fi 0 O - ( A ® B)©C 

是否成立？ 

*33. 假定 A , B , f : 为集合，使得 A ® C = B ® C a 是否必定有 A = S ? 

34. 若 A , C , D 为集仓， （ A ㊉ B )®( C ㊉ = 是否成立？ 

35. 若 A , C + D 为集合 T ( A © B ) ㊉ ( C © D ) = ( A ® D )0(« ㊉ O 是否成立？ 

*36* 证明：若 A ， C 为集合，则 

I A U JB U C 1-1 A 1 + 1 B 1 + ： Cl -1 A n a 1-1 A n c |-| B n c 1 + 1 A n B n c | 

(这是第 6 章将要学习的包含排斥原理的一个特例 J 
*37,令气=<1，2, 3甲…， i}，！=K 2. 3. …,求 
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n n 

a) U b) HU, 

f — 】 i = 3 

# 38. 令 A = — 2 t — 1 * 0, 1 ，… * i } a 求 

M ff 

a ) U A , b ) Da , 

j-i i-"i 

39, 令人为所有长度不超过 f 的非空位串（即长度至少为 1) 的集合，求 

m 4 

a) U A, b> H A 

i -I i=l 

40. 假定全集 U ={1，2, 3, 4, 5, 6, 7, 3, 9, 10}. 用位串表示下列各集合，假定若 t 属 于该集合则其 
位串第；位为1， 否则第 ^位为 

a ){3, 4, 5} 6， 10} c ){2, 3， 4, 7, 8, 9} 

4 L 使用上题中的同一个全集，求下列位串各自代表的集合， 

a)ll 1100 nil b )0 I 0111 1000 c )10 0000 0001 

42. 下列位串各代表有限全集的什么子集？ 

a ) 所有字位全为0的串 。 b ) 所有字位全为1的串 3 

43 - 对应干两个集合之差的位串是什么？ 

44. 对应于两个集合的对称差的位串是什么？ 

45. 令 A= (a ， 厶奮 f T dd lb ， c ， d ， g ， fi ， i ， v ) ， C={c T e f i, o f 

i , n , o , t , u r r , 说明怎样用位中的按位运算求下列集合； 
a)AUB h ) Af ] B c)(AU D ) f ]( B \ JC ) 

46. 怎样用位串求出同一全集 17 的〃个子集的并集和交集？ 

47. 集合 A 的后继是彳求下列集合的后继。 

a){K 2, 3 f b )0 c }{ 0 ) 

48. 含^个元素的集合的后继有几个元素？ 

有时一个元索在一个无序集中出现的次数也有意义 。 当同一个元素作为成员可以出现不止一次时，这 
个尤序元素集就是多重集。符号 {讯1 • t ，…，叫 ■ a r } 表示的是 fli 出现? ?1[次， a 2 忠现 次等 

的多 重集， 辂数爪，称为 t 的重教 ， 卜=1, 2 .…， r ， 

令 P 和 Q 为多重集，多重集 P 和 Q 的并集是个多重集，其中每个元素的重数是该元素在 P 和 Q 中的 
重数的最大值 。 尸和0的交集是个多重集，其中每个元素的重数是该元素在 P 和 Q 中里数的最小值. P 和 
Q 的差集 是个多重集，其中每个元素的重数是该元素在 F 中的重数减去它在 Q 中的重数，当然这不能是个 
负数，若是负数就以0作重数 ^ P 和 Q 的和集是个多 重集* 其中每个元素的重数是该元素在中的盪 
数的和，尸和£3的并集，交集和差集分别用 PUQ , FflQ 和 P - Q 表示（不要混淆这些运算和集合上的类 
似运算）， F 和 Q 的和集用 P + Q 表示 6 

49. 令 A 和 S 分别为多重集 U • a . Z ] ， c } ffl {2 - a , 3 * b , 4 . 求 

a)ALjS b)AHB c ) A-B d ) B-A 

^)A + B 

50J 假定 A 是个多重樂 ， 其元素是某大学一个系释要的设备的 类型 . 而元素的重数则是该类设备的件数 f 
B 是同一所大学另一个系类似的多重集。例如 A 吋以是多重集 {107 * PC f 44 • routers, & - servers} , 
而 13 叫以是 （ 14 ， PC, 6 * routds， 2 ■ mainframes} » 其中 routers 为路由器 ， servers 为服务器，而 
mairifranies 力大翌计算机 a 

a ) 假定两个系使用同一个设备， A 和 B 的什么组合代表该大学应该买的设备？ 

b ) 假定两个系使用同一个设备， A 和 B 的什么钽合代表两个系都使用的设备？ 

c) 假定两个系使用同一个设备 T A 和 B 的什么组合代表第二个系使用，但第一个系不使用的设备？ 

d ) 假定两个系不共享设备， A 和 B 的什么组合代表该大学应该购买的设备？ 


Ut jc* y ， i ：} ， D— {df e, A T 

d )^ UBUCU ^ 

d ){ 0 f (0 }J 
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苐 1 章 


人工智能中使用模糊集合 D 全集 U 中每个元素在禊糊集合 S 中都有个成员度*即0和】之间（包括0 
和 1) 的实数 . 模糊集合 S 的表示法是列出其兀素及成员度（成员度为0的元素不列）。例如，用 {0.6 
Alice , 0.9 Brian - 0. 4 Fred , 0. 1 Oscar , 0. 5 Riw } 表示名人集合 F ， 说明 F 中 Alice 的成员度为 0. 6, Brian 
为 0- 9， Fred 为 0. 4， Oscar 为0, 1 1 而 Rita 为 0. 5( 因此这些人里面 Brian 最出名而 Oscar 最不出名） 6 再假 
定 J ? 是富人集合， R — {0. 4 Alice T 0- 8 Brian , 0.2 Fred ，0- 9 Oscar , 0_ 7 Rita } 

SL 模糊集合 S 的补是集合虿，元累在亏中的成员度等于1减去该元素在 S 中的成员度。求: PC 不出名者的 
模糊集合）和负不富裕者的模糊集合）. 

5 2. 樓糊集合 S 和7的并集是模糊集合 SUT , 其中毎个元素的成员度是该元素在 S 和 T 中成员度的最大 
值.求名人或富人的模糊集合 FLJR 。 

53, 模糊集合 S 和 T 的交集是模糊集合 SflT ， 其中每个元素的成员度是该元素在 S 和： T 中的成员度的最 
小值 & 求既出名又富裕者的模糊集合 Ffli ^ 

1. 8函数 . 


1 , 8 . 1 引言 


在许多情况下我们都会为一个集合的每个元素指派另一个集合（可以就是第_个集合）的一 
个特定元索。例如，假定对离散数学课的每个学生从彳 A ， R ， C ， D , F 》 中选_个字母作为他的 
得分。再假定 Adams 的得分是 A , Chou 的得分是 C , Goodfnend 的得分是 Rodriguez 的得分 

是而 Stevens 的得分是 F d 这一打分如图 1-8 所示 e 

这种打分就是一个函数.离散数学中函数的概念分外 電要。 在定义像序列和字符串这样的 
离散结构时用到函数。函数还用于表示解决一定规模的问题需要的计算机机时，借助由身定义 
的函数称为递归函数 p 计算机科学处处使用的这种函数将在第3章再讨论 @ 这一节只介绍与离散 
数学有关的函数的基本概念。 

CTM 令 A 和 B 为集合 D 从 A 到 B 的函数/是对元素的一种指派，对 A 的毎个元素恰好 
指派的 B 的一个元素。如果/指派给 A 中元素 u 的唯一的 B 元素是 h 就 M 成 /( a ) = k 如果/ 
是从 A 到 H 的函数，就写成 

有许多描述函数的方式。有时明确说明指派关系，但常用的方式是给出指派公式来定义函 
数，如 /( jt ) = i +1 d 有时也用计算机程序来描述函数， 

注意函數/: A—B 有时定义为从 A 到 B 的关系^见 L 6 节。我们将在第 7 章讨论这 
个方法。 


定义 2 


如果/是从 A 到 B 的函数，就说 A 是/的定义域，而 B 是/的伴域^如果 


f ( a ) = d r 就说6是 a 的像而 u 是6的原像. A 中元素的所有像元素的集合称为/的值城。若/ 
是从 A 到 B 的函数 f 有时也说成/把 A 映射到 
图 1-9 表示一个从 A 到 B 的函数 p 


Adams 


Choti 


Goodfriend 


Rodrigue/. 



A 


B 


C 


D 


Stevens 




图 1- S 离散数学课成绩 
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考虑本节开头的例子。令 G 为给离散数学课每个学生打分的函数。例如， G ( Atkm S )= A D G 
的定义域是集合< Atkms ， Chou t Goodfriend , Rodriguez , Stevens } t 而伴域则是集合彳 A ， i 3, C ， D ， 

F ), G 的值域是集合 { A ， B ， C ， F }, 因为除 U 以外的分值都有学生获得，再考虑下面几个例子 & 

例1令/为这样的函数，它把长度为2或大于2的位串的最后两个字位指派给该位 

串。 于是/的定义域是長度不小于2 的所有 位串，而伴域和值域均为集合 {00, 01， 

10 , 11 }, _ 

例2令/为从 Z 到 Z 的函数，它指派给每个整数的是该整数的平方 6 于是/(工）=/，而/ 
的定义域是所有整数的集合，/的伴域可以从所有整数的集合中选择，/的值域是所有非负整数 
中那些完全平方的集合，即 （0, 1，4, 9 ,… h ■ 

例3 (适合于熟悉 Pascal 的学生）函数的定义域和伴域往往以程序语言描述例如 Java 语句 
int floorCfloat real )){，"} 和 Pascal 语句 


function floor ( jc ； real) $ integer 

都说的是， fbor 函数的定义域是实数集合，而它的伴域是整数集合。 ■ 

具有相同定义域的两个实数值函数可以相加和相乘。 

令 /i 和/2 是从 A 到 R 的函数，那么力+ / 2 和 / k /2 也是从 A 到 R 的函数，其定 

义为 


定义3 


(/l f ,£ ) ( J ) = /j O ) 十 /2 ( X ) 

( fl / sX ^) = /] ( J 0 ) f 2 (^) 

注意乃十/2和力乃的定义是利用乃和/2在^的值计算它们在 I 的值。 

例4令和是从 R 到 R 的函数，且/1(1) = /而 fz ( x )^ x ~ x 2 , 函数力+/ 2 和 
fjfz 是什么? 

解从函数的和与积的定义知 


{/i + = /i 




而 


(/l/2)(^> — jC 2 (x — X 2 } = — J0 A _ 

若 / 是从集合 A 到集合 B 的函数 t 则可以定义 A 的子集的像 6 

令/为从集合 A 到集合 i 3 的函数* S 为 A 的一个子集， S 的像是由 S 中元素的像 
组成的 B 的子集。 我们用 f ( S ) 表示 S 的像 ，于是 

/(S) = (f(s) 1 5 e s) 

例 5 令 {a ， c* 山於}而 B = {1, 2, 3, 4 }，且 f(a) = Z, /( b) = l f /(c) = 4, 
/W> = 1 及 /(!?) = 1 , 子集 S=M， t , 心的像是集合 = ■ 



一 对一函数和映上函数 


靖亡？ 有些函数在它们的定义域的不同成员上有不同的像。这种函数称为一对一的。 

■■巧 P 函数/称为一对一的或单 射的， 当且仅当对于/的定义域中的所有 z 和 


定义5 


fU ) 二 f ( y ) 蕴含着 一对一的函数称为 单射。 


注意函數/是一对一的，当置仅当只妻就有/(工）參 /( y ), 这种表达/为一对一 
函数的方式是对定义令的蕴含倒置而来.注意我们可以用量词， 如） UV y(fU) = f(y) 
— 或等价地 / U ) 关来表达/是一对一的，其中论域是函 
数的定义域， 



我们通过一对一的函数和不是一对一的函数示例来说明这个概念， 

例6判断从 { a , h c , 必到2, 3, 4, 5) 的函数/是否为一对一的，/的定义是/ 
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( a ) ~ i t /( ft ) — 5 ? /(rO 而 /( ci ) =3。 

解 / 是一对一的，因为 / 在它定义域的四个 元素上 取不同的值。图 1-10 说明了这一点 
例 7 判断从整数集合到螫数集合的函数= ?是否为一对一的。 

解函数 /( d =^ 不是一对一的，因为，例如/(1) = /(_1)=〗，但1乒 一 1。注意若定义 
域限制为 Z +， 函数/就是一对一的， ■ 


例 8 判断函数 / U ) =i +』 是否为一对 一的。 

解函数 /( d = i + l 是一对一的。要证明这_点，只须注意在时①+ 1关 y + l , ■ 

现在我们给出保证函数为一对一的某些条件。 


定义 6 


定义域和伴域都是实数集合子集的函数/称为 严格递 增的，如果对/的定义域中 


的和 3N 只要: T < y 就有 /(^></( 30 。 类似地，/称为 严格递 减的，如果对/定义域中的 JT 和 
只要就有 / U)>/bh 


注意如果 ViV3r ( U < 30 —(/( j ：></(： y )>)， 函数/是严格递增的!如果 ViVjyUrC 

函數/就是严格速减的。其中论域均为/的定义城。 

从上述定义时知，只要函数是严格递增的或严格递减的，它必定是一对一的。 

有些函数的值域和伴域相等，也就是说伴域中的每个成员都是定义域中某个元索的像。具 
有这一性质的函数称为映上函数， 

^ saa 从 a 到 b 的函数/称为映上的或满射的，当且仅当对每个有元素找6/\使 
得 / U > = 1 如果函数/是映上的，就说它是满射在数 B 


注意如策 M / u )= y >, 函数/就是晚上的，其中 z 的论域是&数的定义域 t j 
的论域是函数的伴域。 




我们现在举几个映上函数和非映上函数的 例子. 

例9令/为从 U , 6, 6 w 到 {1, 2， 3} 的函数,其定义为 fU ) = 3, /(6> = 2, 
/( c ) = 1 及 = /是映上函数吗？ 

解 由于伴域中所有 3 个元素均为定义域中元索的像，/是映上的，图 1-11 说明了这 一点* 
注意若伴域是 U , 2, 3, 4!, /就不是映上的& 



m 110 一个一对一函数 



罔 1-11 一个映上函数 


例 10 从整数集到整数集的函数 / U ) = # 是映上的吗？ 

解 /不是映上的，因此，比如说没有 X 使 x 2 = —U 
例11从整数集到整数集的闲数 /( x ) = ^+ i 是映上的吗？ 

解这个函数是映上的，因为对每个整数 > 都有一个整数 I 使= 
只要注意 f ( jc ) = y 的充分必要条件是 x + 1 = y ， 而这只要令 x = y — 1就成立。 


■ 


为看出这一点1 


定义3 


若函数/既是一对一的，又是映上的，就说它是一一对应或双射的。 


下面几 个例子阐述双射的概念。 
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例12令/为从彳 a , 6, r ， 必到{1，2, 3, 4} 的函数，其定义为 / U ) = 4* /(6) = 2， /( c ) = 1 
及 /(cO = 3。 /是双射吗？ 

解函数/是一对一的和映上的。它是一对一的，是因为函数值都不同；它是映上的，是因 
为伴域中的所有4个元素，均为定义域的元素的像^于是/是双射 s ■ 

图 1-12 给出了 4个函数：其中第 I 个是一对一的，但不是映上的；第2个是映上的，但不 
是—对一的；第 3 个，既是一对—的，又是映上的；第4个既不是一对一的，也不是映上的。 
图 1-12 中的第5个对应关系不是函数，因为它把一个元素传递给两个不同的元素， 



a ) b ) c ) d ) e ) 

图 M 2 不同类型的对应关系的例子 

a) — 对 一 ， 非映上 | b) 映上， 非一对一； c)— 对 一 ， 映上， 出既 非一对一，也 非映上 t e) 不是 函教 


假定/是从集合 A 到它自己的函数，如果 A 是有限的，那么/是一对一的当且仅当它是映 
上的。（从本节末练习64的结果即可得出这一结论。）当 A 为无限集时，这一结论不一定成立（参 
看 3. 2节 : U 

例13令 A 为集合 fl A 上的恒等函数是函数 m * A — A , 其中 

— X 

对所有换言之，恒等函数^是这样的函数，它赋给每个元素的是这个元素自身 . 函数^ 
是一对一的和映上的，所以是双射& _ 

L8 . 3 反函数和函数组合 

现在考虑从集合 A 到集合 E 的一 一对应/,由于/是映上的函数， B 的每个元素都是 A 中 
某元素的炉^又由于/还是一对一的函数， e 的毎个允素都是 A 中唯一的一个元素的像.于是 
我们对以定义一个从 B 到 A 的新函数，把/给出的对应关系颠倒过来。 

mEm 令/为从集合 a 到集合 b 的一一对应，/的反函数是这样的函数，它指派给 b 中 
元素6的是 A 中使得 = & 唯一元素心/的反函数用/― 1 表示，于是在 / U ) = 6 时广 
图 I - I 3 给出了反函数 缻念的 说明。 





帮 1-13 函数/ 3 是函数/的反®数 


如果函数/不是一一对应，就无法定义反函数。若/不是-一对应，那么它或者不是一对 



一的，或者不是映上的，如果/不是一对一的，则伴域中的某元素6是定义域中多个元素的像。 
如果/不是映上的，那么伴域中某个元素不是定义域中任何元素的像，即定义域中不存在元素 
a 使 = 总之如果/不是 一一 对应，就不能为伴域中每个 元索仏 都指派定义域中唯一的 
元素 a ， 便 / U )== M 因为对某个6或者有多个这样的或者没有这样的 ah 

—一对应关系称为可逆的，因为作为函数可以定义它的反函数，如果函数不是 一一 对应关 
系，就说它是不可逆的，因为这样的函数没有反函数， 

m 14 令 / 为从6, d 到<1，2, 3} 的函数，使 /< fl ) = 2, /(M = 3 及 /( c > = U / 可逆 

吗？如果可逆，其反函数是什么？ 

解 /是可逆的，因为它是一个一对一的对应关系。其反函数 / y 颠倒/给出的对应关系， 
所以 /_ UU=q 而 ■ 

例15令/为从整数集到整数集的函数，使得/(^)=1十 : U /可逆吗？如果可逆，其反函 
数是什么？ 

解/可逆，因为前面已证明它是 一一 对应关系 d 要颠倒对应关系，设: y 是1的像， m y = 
工 + U 从而 i = y — 1 B 即1是 Z 的唯一元素，在/之下与 y 对应， 于是广 ■ 
例16令/是从 Z 到 Z 的函数，使/可逆吗？ 

解由于/(-1) = /(1) = 1, /不是一对一的，要想定义反函数，就得为1指派两个元素。 
因此/是不可逆的。 ■ 

bJMM 令 g 为从集合 A 到集合 J 3 的函数 * /是从集合 B 到集合 C 的函数，函数/和发的 
组合用表示，定义为 

(/， g ) ia ) = ) 

换句话说，函数 /p &指派给 A 的元索 a 的就是/指派绐&(^)的„注意，如果 g 的值域不是/的 
定义域的子集，就无法定义图 1-14 解释了函数组合的概念 。 


(/ ° g )^) 



f ° S 

阁 1-14 函数/和 g 的组合 


例17令 g 为从 U ， 仏 d 到它自己的 函数， 使装 ( a ) = ft ， g ( b )= c ， 而忘心）=〜令/为从 
U ， 6， d 到 {U 2, 3) 的函数，使 /( a )-3, /(6) = 2,而 /( c)-U /和茗的组合是什么？荩和 
/的飽合是什么？ 

解 尽的定义是 （/ D 总）（《) = /<尺心））=/(6)=2，</•发）（办）=/(沒（為））=/(<:) = 1，而 

(/ ° g)(c)^=f<ig(c)) = f(a)^3 D 

注意 g 。/ 是没有定义的，因为/的值域不是 g 的定义域的一部分 * ■ 
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例18令/和 g 为从整数集到整数集的函数，其定义为/(^)=2^+3和片 U > = 3 x 十2, /和 
容的组合是什么？ g 和/的组合是什么？ 

解 / 0 g 和 £T 。 /均有定义，即 

if 。 g)(x) = fiRixY) ^ /(3x + Z) = 2(3 工十 2> 十 3 = 6^ + 7 

及 

(g e /^(jo) = g(f(x)) = g (2j: + 3) = 3(2x +3) + 2 = Sz+11 _ 

注意尽管例 18 辛对函数 / 和 g 而言 / B g 和裒 fl /均有定义， f 。 g 和 g & f 并不相 
等。换言之，对函數组合而言交换律不成立 * 

在构造函数和它的反函数的组合时，不论以什么次序组合，得到的都是恒等函数。要看清这 
—点, 假定/是从集合 A 到集合 iJ 的一一对应关系，那么存在反函数 / m ， 而且是从 £ J 到 
A 的——对应 关系。 反函数把原函数的对应关系颠倒过来，所以当时/_ 1 (&) = ^，当 
/_ U 6) = a 时， fia )- h u 因此， 

( 广 】 t /)(d) — f^ l (f(a)) = f~ l (b) = a 

及 

(/ • 广 1 )(6) — /( f~ ] (h)) = f(a) ― b 

从而广 ] ^ /= m , 而 f- } ^tB, 其中 u 和 tB 分别是集合 A 和 B 上的恒等函数 s 这就是说 

(厂 1 广 1 

1.8.4 函数的图像 


从 A 到 B 的每个函数都对应着 AXB 中的一个有序偶集合，这个序偶集合称为该函数的图 
像，并且往往用图来表示以帮助理解函数的 行为。 

jgJWM 令/力从集合 A 到集合 H 的函数，函数/的图像是序偶集合彳 U, d) i ae A 
且 /(a) = 6 }。 

根据定义，从 A 到 B 的函数的图像是 AXB 的子集，这个子集包含的序偶中第二项等于 B 


中由/指派给第一项的那个元素。 

例19图示从整数集到整数集的函数 / U ) = 2〃 + l 的图像 & 

解/ 的图像是形为(〜 2 rr + l ) 的序偶的集合*其中？/为 整数. 图 1-15 是其图像显示。_ 
例 20 图示整数集到整数集的函数 /( h 二 x s fl 

解 f 的图像是形为（ I ， / Cx )) = ( x , ?) 的序偶的集合，其中 X 为整数。图 1-16 是其图像 




图 M 5 从 Z 到 Z 的函数 /( n >=2 n +〗 的阄像 


m 1-16 从 Z 到 Z 的 / U > = f 的阁像 






1.8,5 几个重要的函数 


下面介绍离散数学中两个重要的函数，即下取整函数和上取整函数。令 x 为实数，下取整函 
数把: r 下舍人到小于或等于 x 又最接近^的整数，而上取整函数则把 x 上舍人到大于或等于 I 
又最接近 X 的整数。在统计对象个数时常使用这两个函数。在分析解一定规模的问题的计算机 
过程使用的步数时，这两个函数起着童要的作用 0 

Earna 下取整函数指派给实数^的是小于或等于 x 的最大整数，下取整函数在工的值用 
表示，上取整函数指派给实数 I 的是大于或等于 I 的最小整数。上取整函数在 I 的值用表示 d 

注意下取整函数也常称为最大整数函数，这时往往用 Dr ] 表示 D 

例 21下 面是下取整函数和上取整函数的若 干值： 

Sl /2 J =0, 「1/21=1 t L — 1/2」=一1, f -1/21=0. 

1^3. lj ~ 31 I 3. 4 ， L 7」 = 7 - 「 7 7 ■ 

图 1-17 显示的是下取整函数和上取整函数的图像。在图中，显示下取整函数 
" l 了丄这个函数在 U ， 《+1)区间取同样的值 t 然后，当 j = + i 时，取值跳到71 + 
K 在图 l -17 b 中， M 示上取整函数这个函数在（〜 n 十 1] 区间取同样的值 n + 1， 然后，当 
t 取略大于 n + 1 时，取值跳到 



m 1-17 a ) 下取整函数图像 M 上取整函数阁像 


.■ ㈣ 下取整函数和上取整函数有广泛的应用 * 包括用于数据存储和数据传输。考虑例22 

和例23，这是研究数据库和数据通信问题时要完成的典型的基本计算。 

例22存在计算机磁盘上的数据或数据网络上传输的数据通常表示为宇节串。每个字节由 S 
个字位组成，要表示100字位的数据需要多少字节？ 

解 要决定需要的字节数，就要找出最小的整数，它至少要与100除以 S 的商一样大，8是 
每个字节的字位数。于是，需要的字节数是「100/81=「1 2 . 5 1=1 3 。 _ 

例 23 异步传输模式 （ ATM ) (用于骨干网络上的通信协议）下，数据按53个字节分组，每组 
称为一个信元。以速率每秒500千宇位传输数据的连接上一分钟能传输多少个 ATM 信元？ 

解一分钟内这一连接能传输500 000 X 60=30 00 Q 000字位 & 每个 ATM 信元长度是53字节，也 
就是 53 X 3 = 424 字位。要计算一分钟能传输多少信元，需计算不超过加000 000除以拉 4 的最大整数。 
于是在每秒500千字位的连接上一分钟能传输的 ATM 信元数是 [30 000 000/424>70 754, ■ 

以 I 代表实数的表 1-23 给出了下取整函数和上取整函数的若干简单但重要的性质。由于这 
两个函数在离散数学中出现得十分频繁，看一看表中的恒等式是有益的。表中的每条性质都可 
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以用下取整函数和上取整函数的定义来建立。性质 （ U ), ( lb ), (1 c ) 和 （ Id ) 可以直接由定义得出 D 
例如， （ U ) 说的是 L ^」= n 当且仅当 n 小于或等于: r 而 M + 1 大于; r 。 这恰恰就是《为不超过 x 的最 
大整数的含义，也 就是丄 的定义 a 性质 （ lb ), (1 c ) 和 （ Id ) 可以类似地建立 起来。 我们来证明 
0 U ) 是成 立的。 

表 1-23 上取 S 函数和下取整函数的有用性质 U 为整数 J 


(u) 当 a 仅当 

Clh)f^1=tt 当且仅当 n_l«n 
(le) Lj：」=n 当且仅当 
(ld)fj>n 当且仅当 1<«0+1 


(2) i — 1 <C 



Qfl ) L — j ： J =—「：1 
f 3 b ) 「_ 3= — |_尤」 


(4a) 又 + w |= L 工」 

(4 b) 「I + n~j = 「 j:"|+ n 


证假定其中 m 为整数 a 由（1@>知 U 在这一不等式中加上 n 得 w + 
十十1 。 再次利用 Oa ) _ 可知 + Lt + n ， 这 VFi 是我们要证明的 。 其他 

性质的证明推迟到练习中去做 D ■ 

除 f 表 1-23 列出的性质，上取整函数和下取整函数还有许多其他有用的性质。也有许多关 
于这些函数的语句看似 JH 确，实则不然。我们将在例24和例25中考虑与上取整函数和下取整函 
数有关的语句. 

在考虑下取整 函数相 关的语句时，一个有用的方法是令 + 其中 Ltl 是一个整数， 
e 是: r 的分数部分，满足不等式 0< e < U 类似地，考虑上取整函数时，通常写文=^一^其中 
n ^[ jrlM . 。 

例24 证明若: r 是一个实数，那么 L 2 2」= U 」+ ^ 

解要证明这个语句，令 i =^+ e , 艽中是正整数且 0 < e <U 依据 e 是否小于士，有两种 
情况要考虑。（选择这两种情况的原因见下面的证明 D ) ， 

首先考虑 + 的悄况 Q 此时，2工=2打+2 £ 且 L 2 x 」=2”， 因为 0<2 e < U 类似地， 

x + ^ = ( ^ + e ) □ 使得丨工 T - 

H — 

n +n = 2 f? fl 

接下来，考虑的情况，此时， 2 x =2 /i + 2 e =(2 n + l ) + (2 e — 1)。由于 0<2 € — 1<1， 

e — 

j 十士 + 因此， 1_2 jt 」=^2 ”+I M L x 」+ — n ^ r ( n ^ r )) = 2 n^K 证毕。 ■ 

例 25 对全体实数 t 和> 证明或否定「工+/1=「工1+「3^。 

解 尽管这个语句看似合理，它其实是假的。 一 个反例就是令1=^■且此时 



可得 |_2: r 」 = 2 n + 1 □ 因为 ： c + 


(4 


u+i + 
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「 J ： 十/ 1 = y + y = fll = l ，但 「:l +「 yl = Y + y - 1 + 1 = 2^ ■ 

有几类函数是本课本一直要用到的，其中包括多项式、对数和指数函数。附录1给出了课本 
中需要的这些函数之性质的简要回顾。本书中用记号 logr 表示工以2为基的对数，因为2是我 
们将经常使用的对数基数。我们用表示以 6 为基的对数 T 其中 6 是大于1的任意实数 。用 
Ini 表示自然对数。 

另一种我们将在本书中使用的函数是阶乘函数/: N — Z +， 表示为 /( n )= W 的 
值是前几个正整数的积，因此 / U ) = l * * «[/(0) = 0! =1]. 

例 26 /(6) = 6! =1 X 2 X 3 X 4 X 5 X 6-720, ■ 

练习 

L 为什么下列几问中的 _ f 不是从 R 到 R 的函数？ 

2. 判断下面定义的几个/是不是从 Z 到 R 的函数 。 

a)/(?i) = ±n b) /<it>= vV + 1 t:)/(n) = l/(n 2 — 4) 

3. 判断 / 是否为从所有位串的集合到整数集合的函数： 

a ) /( S ) 是 S 中某个0字位的位置， 

b ) /< S ) 是 S 中1宇位的个数。 

c ) /( S ) 是最小整数 I :使 S 中的第 I 字位为1，当 S 是不含字位的空串时 /( S ) = 0 fl 

4. 求下列函数的定义域和值域。 

a ) 函数在每个非负整数的值为该整数的最后一个数字 a 

b ) 函数在每个正整数的值是比它小的 最大整 数。 

c ) 函数在每个位串的值是串中〗宇位的个数 • 

d ) 函数在每个位串的值是串的字位数 * 

5. 求下列函数的定义域和值域. 

a ) 函数在每个位串的值是毕中1字位个数与0字位个数之差 • 

b ) 函数在每个位串的值是串中0字位个数的两倍《 

c ) 函数在每个位串的值是钯串分成字节 （& 个字位为一字节）时不够一个字节的宇位数9 

d ) 函数在每个正整数的值是不超过此整数的最大完全平方。 

6_求下列函数的定义域和值域， 

a ) 函数在每对正整数的值是对中的第一个整数， 
b > 函数在每个正整数的值为该整数的最大十进位。 

c ) 函数在一个位串的值是串中1字位个数与0字位个数之差 s 

d ) 函数在每个正整数的值是不超过该整数的平方根的最大的整数。 

e ) 亟数在一个位串的值是串中最 K 的1字位串 a , 

7. 求下列函数的定义域和值域 * 

a ) 函数在每对正整数的值是这两个整数中的最大的整数 a 

b > 函数在每个正整数的值是 CK 1, 2, 3. 4, 5, 6, 7, &• 9中未在整数数位中出现的数， 

c ) 函数在一个位串的值是串中块 U 出现的次数. 

d ) 函数在一个位串的值是串中第一个1的数值位置，若位串为全0,就賦值 I 

8. 求下列各值； 

a )[ I , 1 J b ) fl . 1] c > LU 」 d )「— O.ll 

e ) f 2. 991 f >「—2- 99"! g ) LV 2+「 l /2"|」 h ) 「匕1/2」+「1 /21+1/21 

9. 求下列 各值； 

a > r 3/4 l b)L 7/8 J c )「_3/4 l d )|_ -7/3」 
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e )( 3 1 f)L — 1 J g ) Ll /2 +「3/21」 h ) Ll /2 - [5/2」」 

LO , 判断下列从 U，& t r ， d } 到它自身的函数是否一对 

a } f ( a )= h f f ( b ) = a f f ( c } = c , f ( d}=J 

b ) /( a ) = h , f ( h ) = h , f ( c ) = d 9 f ( d ) =c 

c) f(a) f(b)—hf fid) — d 

11. 练习 10 中挪些函数是映上的？ 

12. 判断下列 Z 到 Z 的函数是否一对一， 

a ) f ( n )~ n -') h ) fin ) = n 2 +1 c )/0) = ? i 3 d ) fCn }=[ n / f \ 

13. 上一题中哪些函数是映上的？ 

14. 判断在下列情况下/: : ZXZ ** Z 是否映上4 

a ) /(m + n ) = 2 m ^ n * tO / Xm ， n ) = - 

c )/(? w ^ n ) = m ~ l - n + l . n )= | m | — j n I - 

e ) /( m » k ) — m 2 J 4- 

15. 判断在下列情况下函数 /: ZXZ — Z 是否是映上的？ 

a )/( m * = w + b )/( m , n ) — m 2 + n 2 . 

€>/(m* tt) — m. d)/(m ， n)= ini . 

e)/(m ^ n) = m~ n. 

16. 给出从 N 到 N 的函数的例子 * 使得 s 

a ) 一 对一但非映上。 b ) 映上 但不- 对一 s 

0既映上又一对一（佴不同于恒等函数 ） u d ) 既非映上又非一对一， 

17. 给出从整数集合到正整数集合的函数的明确公式，使得 t 

a )_ 对一但非映上 b ) 映上但非一 对一。 

c ) 既映上 又一对 一。 d ) 既不映上乂不一对一 * 

18. 判断下列各函数是否从 R 到 R 的双射， 

a )/( jr ) = ^3 jt +4 b )/( j =) = — 3 jc £ + 7 

c ) /UXi + l ) 八 t + 2) d )/( x ) = j ； & + 1 

19. 判断下列各函数是否从 R 到 R 的双射 s 

a )/( x ) = 2 x+l b )/ C ^) —+ 1 

c)/U) = x 3 d) f(jc) = (? 十 1)/( / +2) 

20 ■令 R — ITR / U )>0 U € R >, 证明 / U ) 严格递增当且权当函数 gU ) = l //( d 严格递减 a 
21■令/: R 且 / Cx )>0. 证明 /(， r ) 严格递减当且仅当函数 = 严格递增， 

22■令 S ={_】， 0, 4， 7 } P 求 /〔 S )， 如果 ’ 

= l b )/ C ^) = 2 i + l 

d )/ U )= L (^+ l )/3 j ： 

23, 令 丄求 /( S ), 如果 ^ 

S =^ 丨一 2 ， 0， I ， 2- 3} b )5={0* 1- 2* 3 t 4. 5 卜 

c ) S=^{U 5 t 7, 11} d } S = H 2, S ，10, 14} 

24, 令什么是 

a)/(Z>? b)/(N>7 c )/( R )? 

25, 假定 g 是从 A 到 B 的函数， / 是从 B 到 C 的函数 d 

a ) 证明如果 / 和 g 均为一对_函数，那么/•《也是， 

b ) 证明如果/和 g 均为到映上函数，那么 / pg 也是， 

^26. 如果/和/。貧都是一对的，能否得出结论客也是一对一的？说明堙由/ 

*27, 如果/和/ a g 都是映上的，能否得出结论也是映上的？说明理由. 

28. 已知 /(_ r ) 二/十1和 g (^) = ^-\-2 都是从 R 到 R 的函数，求/ ■^和 g • /_ 

29. 对上题中的函数/和 g 求/ +总和/牙。 



30. 令 /( j ) 二 ajr +6， 其中 a T 6, r，J 为常数 s 哪些常数 〜 6， “ d 能使 

31. 求证从 R 到 R 的函数 / U ) = ax + A 是可逆的，其中 a 和6为常数且找出/的反函数， 

32. 令/为从集合 A 到集合 Z 3 的函数*令 S 和丁为 A 的子集，求证 

a )/( SUT >-/ CS > U /( T ) b)f(SnT)^f(S)Df(T) 

33. 给 出-个 例子说明上题 b ) 中可能是真子集 . 

令/为从集合4到集合 B 的函数 * S 为 B 的子集 a S 的逆像定义为 A 的子集，该子集包含 S 的所有元 
素的原像.我们用 rvs ) 表示 S 的逆像 t 于是厂 = / u>esh 

34. 令/为从 R 到 R 的函数/&)= 〆 ，求 

a)/ ] (⑴） 0<^<1}) 

c)/__ s ({ jt 1 

35 ■令 g(jtr)= 丄求 

a ) g ~ jl ( io }) 叫一】(卜 i , o , in 

J 0< 了 <1}) 

36 -令 / 为从 A 到 B 的函数，令 S 和 T 为 B 的子集，求证 

a) J r i (suT)= / - ： (S)u/ _l (T) b )/ 1 csn T)=r i (S) nr 1 ( t) 

37 . 令 / 为从 4 到 h 的函数， S 为 B 的子集 g 求证/ 

38. 证明 Lr +1/ 旬是最接近 x 的整数，除非 x 怡为两个（相邻）整数的中间数，此时它为这两个整敗中较大 
的-个 & 

33 - 证明 b -1/2] 是最接近: r 的整数，除非工恰为两个【相邻）整数的中间数，此时，它为这两个整数中较小 
的_个。 

40. 证明对实数： C , 当 j 不是整数时 「xlh 而在 I 为整数时「^1— 

41. 证明对实数 I ， jr — 1< xi < j：+u 

42. 若: r 为奕数， m 为整数 f 求证十 
43+若;^:为实数， n 为整数，求证 

a ) x<.n 当且仅当 b ) n < j !： 当且仅当 

44. 若 I 为实数， n 为整数， 求证 

当且仅当 b'Kl b )^ 当且仅当 

45. 证明若”为 整数. 则当 n 为僴数时 n 为奇数时 b /2」=( n _ l )/2 b 
46 - 证明若 I 为实数 ，则 |_— j : J = —f J ： lt 「一 J："H — L 工丄 

47+ 有些计算器 t 有个 〖 NT 函数，当 x 为非负实数时 INTU )= U 」， 当 J 为负实数时求证这 
一函数 INT 满足等式 INT {- x )-- lNT ( x ), 

48. 令 a 和6为实数，且用下取整函数及/或上取整函数表乐使的整数71的数目 ♦ 

49. 令 a 和6的实数，且 < i <6, 用下取整函数及/或上取整函数表示使的整数 n 的数目。 

50- 含 n 个宇位的数据需要用儿个宇作来编码？其中《是 

a)4 b>!0 c>500 d)3000 

51. 含 n 个字位的数据需要用几个字节编码？其中《为 

a)7 b )17 c )100 l d)2880f) 

52. 用下面给出的传输率的连接在〗0秒钟内能传输多少 ATM 信元（参看例 23)? 

a ) 每秒 12 S 千字位。 fa ) 每秒300 千字位 9 c > 每秒兆字位* 

53. 数据在某以太网上以1500个八位字节为信息块传输 # 下面的数据虽在这个以太网 i 各需要多少个信息 
块传輸（注意字节就是8位字节）？ 

a )150 千字节的数据， b )3 E 4 千字节的数据 B 

c)L 544 兆字节的数据， d )45-3 兆字节的数据 . 

54. 画出从 Z 到 Z 的函数 / U ) = l — V 的图像。 

55. 画出从 R 到 R 的函数/( I )二 L 2 i 」 的阁像 e 
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56, 画出从 R 到 R 的函数 LW 2」 的圈像。 

57, _出从 R 到 R 的函数 LW 2」 的图像 + 

58. 幽出从 R 到 R 的豳数 / U ) 兰 「工1+ LW 2 」的图像, 

59. _出下列各函数的图像 ； 


a)/U>= 1_ 工 +1/2 」 

C >/{ J ：) ==「：!：/ 31 
e )/( x }= r ^ — 21+ |_了 + 2」 

g)/U>^ 「 b—1/2J+1/21 

50. 圃出下列各函 数的图像, 


b>/(x)^ [Zx + lJ 
d )/0) 

d/cxj^ L2j：m 


a ) fix 、 =「3 j ： ■■ ■■ 2"! 

— L — ^ X J 

e ) f ( x ) = f ^/ 2] [_x/ 2 J 

g )/(^ l = l 2{ x / 幻 +1/ 2」 

61, 求 fix ) + 1 的反函数， 

62+ 假定 / 是从 / 到 Z 的可逆函数， 


b )/< j：)=「CL 2/ 

d >/0) = f _/」 

() /( j ：) = \ jc / 2 j ~+-「 r / 


是从 X 到 Y 的可逆函数 。 证明函数组合 g 的反函数（/。€厂 ] = 


g 一 J 、 

63-令 S 为全集 L ； 的 子集, S 的特征函数心是从 t ； 到集合 {()• U 的函数，使得若 I 属于 S 则 / s Gr ) = l t 若 t 
不®于 S , 则 AU ) = 0 P 令 A , B 为集合求证 

a ) = f A ix ) * f 以 x ) b )/ AU 0 ( j ：)=/^ Cx ) + / K ( x )^/ 1 ( j ：) * /b (工） 

c) /a (x)^ 1 —/ a (j) (x)^f A (x) + /b (x) —2f A (j ：) 

64+ 假定 / 是从 A 到衫的函数， A 和 fJ 为有限集，且 I A 丨=丨 B 丨 ， 证明/ 是一对一的当 且仅当它是映 


上的 u 

65,证明或否定下列关于上取整函数和下取整函数的语句, 


a ) 对任意实数^ | W |= 

b ) 只要 I 是实数， [2 xJ =2 UJ ^ 

c ) 只要 j ： 和 ： y 是实数， 「 xi + r _ yi — ri + yi = o 或 i 

d ) 对任患实数 j ： 和 j ， r 

■ ~~L j 

e ) 对任意实数 j :* ~^r = 。 


66. yE 明或否定下列关干 F 取整函数和上取整涵数的语句. 

a ) 对任意实数 J ：，■ b ) 对任意实数 z 和 j . [_文十 J 」 = L ： V 丄 

d 对任意实数文， | r ^/ aiVr ^/4]. < i > 对任意实数工， [ ywj = 

c > 对任意实数 j : 和 h LxJ + lyj + 乂 KUd 十 l 2 yj a 


67. 证明若 i 是正实数，那么 

幻 L ^ EJJ = L/rJ w 「/ TTTK "| 


68 -令 i 为实数，证明 Lk 」= l _ x 」+ 



用来计算函数 值的程 序乜许 不能给出该函数在其所有元素上的正确值> 例 如程序可能因无限循环或内 
存溢出而不能给出某个正确值.为研究这种情况，我们用到部分函教的概念，从集合 A 到集合 B 的部分函 
数/是为 A 的一个子集的每个元素指定 衫中唯 一值的指派。 A 的这个子集称为/的定义区域。集合 A 和 
分别称为/的定义城和件域。我们说/在 A 中不逋 f 定义区域的元素上未定义我们用/: A — B 表乐/ 
是从 A 到 S 的部分函数（这个符号与表示函数的符号一样*符号的上下文将决定/究竟是部分函数还是全 
函数），当/的定义区域等于 A 时，就说/是全函麩， 

69. 对下列各个部分函数求它的定义域、伴域、定义区域及其米定义的值的集合，另外判断它是否为全 
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第 J 章 


逻辑 （1.1 


术语 

命趙； 一个或 成真或为假的语句， 

真值： 真或假^ 

nMp 的否定 ） i 与 p 的真值相反的命题。 

逻辑运算符；用于组合命 M 的运算符， 

复合命趙：用逻辑运算符组合命题枸造出的命题。 

真值表：显示命题真值的衷. 

户和 t ? 的析取 ） s 除非 P 和 g 均为假，否则为真的命题。 
phqtp 和 q 的合取 >:只有在#和 ¥ 均为真时才为真的命题。 

P 0 q(p 和 g 的异或）：当/>和0中恰有='个为真时才 t 昼■的命题 a 
孩含只有在 p 为真而 g 为假时才力假的命题 n 
的逆致含：蕴 含关系 
的倒霞这 含： 殖含关系 ng — 
p —q 的反蕴含：蕴含关系 "I 於一 U 。 
peg (双蕴 含）： 只有 p 和 g 真值相同时才为真的命题 
字位 ： 0或 u 

布尔 变量： 以0或 I 为值的变量 . 

字位运算： 一个 或多个字位上的运算 。 

位串：一串字位。 

按植运 算;位串上的运算.对一个位串的字位和另一位串的对应字位作运箅。 

永真式；水远为真的复合命 0 L 
矛盾：永远为假的复合 命题. 

可能式 s 有时成真有时为假的复合命题. 

一致复 _ 命题： 为变诸陚真值，使所有这些命题为真的复合命题 U 
逻辑等 it 复合命题是逻辑等价的，如果它们总有同样的真值 0 
命题 函数： 谓词和变虽的组合 6 
论域， 命题函数中变 S 的定 义域， 

BxPUMPf ：!：) 的存在 f 化）：当且仅当在论域中存在一个 x 使 P ( x > 为真时才为真的命题。 
办 Pd ) ( PU ) 的全称量化）：当且仅当论域中的所有 I 值均为真时才为真的命 HL 
自由变量：命题函数中未绑定的变最 u 

结果 L 2节表 i - 13、表 1- H 和表 1-15 给出逻辑等价关系 4 


函数， ， 

a )/； Z-^R, f(n) = }/n b )/； Z—Z ， f(n)=[n/2~] 

c)/t ZX f ( m 9 n)^ m/n d) /： ZXZ—^Z ， /(m ， n) = mn 

e )/ : ZXZ ^ Z , fi m , 如果 m>n 

70, a) 证明从 A 到 B 的部分函数 / 可以看成从 A 到 BLMd 的函数厂，其中 u 不是 B 的元素，且 

若 42 属于广的定义区域 
f a} ^ U •若/在 a 未定义 
b > 便用 a ) 中的构造法，找出练习59中各部分函数对应的/、 

*71卜证明函数/: Z+XZ+—Z— 是一对-且是映上的 * 其中 /(m, 7i) = (m+n-2)(m + n-l)/2, 

关键术语和结果 


sy 
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证明方法 （L 5节） 

术语 

定理； 可以证明为真的数学断言。 

猜想：真值未知的数学断言。 

诞明； 对定理为真的说明。 

?1 理 i 用来 i £ 明其他定理的简单定理， 

推论： 可以作为刚刚证明的定理的后果而被证明的命题。 

推理规則： 用来从已知的断言得出结论的重言式蕴 含式， 

洋谨： 常常被不正确地 ffl 来得出结论而且是一种时能式的蕴含式1 
楣坏论证或 H 避问题：其中一步或多步是基 T 被证明的命题的真值的推理。 

空 证明： 基于^为假的事实而对蛮含式的证明* 

平凡证明:基于 q 为真的事实而对蕴含式的证明。 

直接 证明： 通过证明当々为真时9必然为真而进行的对蕴含式 A — 的证明 s 
问接 证明： 通过证明当7为煆时 P 必然为假而进行的对蕴含式的证明。 

归谬证明；蓖于 菹含式的真值(其中 < J 是矛盾式）而对命題 f 为真的证明 * 

分情形 证明： E 明每个前件都蕴含结论丙而对前件是命题的折取式的蕴含式的证明。 

反倒 ； 使得 PLH 为假的兀素^ 

构造性的存在性 证明： 证明具有特定性质的元素存在，通过显式的方式来寻找这样的元素, 
站构造性的存在性 证明： 证明具有特定性质的元素存在，但不是显式地寻找这样的元素 D 
有理数 ：可以表示为两个整数户和 V 其中 g 关0>之比的数。 

唯一性证明； 证明具有特定性质的元素唯一地存在。 

集合 0.6 〜 1*7 节） 

术语 

集合： 一 组互不扣同的对象， 

公理； 理论的一个基本假设， 

悖论： 逻辑上的不一致性 ， 

集合的元素、 成员 S 集合中的一个对象， 

0( 空集） ： 没有成员的集合。 

全集 ： 包含考虑中的所有对象的集合。 

文 氏图： 一个或多个集合的一种阁形表示。 

S =7 X 集合相等 h S 和 T 有相同的元素。 

是了的子 集）： S 的每个元素也是 T 的元素 a 
SCT ( S 是 T 的真子 集）： S 是 T 的子集，且 S #7\ 

有艰集 s 含 n 个元素的集合 '其中 n 是非负整数 # 

无限集：不是有限集的集合， 

I S | (S 的基數 h S 中元素的个数， 

P ( S)〔S 的幂集 合）： S 的所有子集的集合 t 

4 UBM 和 B 的并集 h 包含那些至少属于 A 和 B 之一的元素的集合6 
AnmA 和打 的交集 h 包含那些既属于 a 又 m 于 b 的元素的集合 
A - B ( A 和 B 的差集 h 包含那些只厲于 A 而不 M 于 B 的元素的集合， 

A(A 的补集 h 全集中不属于 A 的元岽的集合 b 
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A ㊉ B ( A 和 B 的对称 差）：包含恰属于 A 和 B 之一的那些元素的集合， 

成教表：显示集合中元素的成员关系的表格。 

结果 ]. ?节表 1-21 给出集合恒 等式。 

函数 （1.8 节） 

术语 

从 A 到 B 的函数 s —种 指派， 为 A 中每个元素指派 B 中恰好一个元索^ 

/的定义域^指集合 A , 若/是从 A 到 B 的函数. 

/的钟城：指集合若/是从 A 到 B 的函数 * 

6是/之下 a 的像 £ 
u 是/之下6的 原像 ： fUX 
/的值城：/的像的集合， 

映上函教，漢射：从 A 到 B 的函数，使 B 的每个元累都是 A 中某元素的像。 

一对一函教，内射：定义域屮每个元家的像都不相同的函数。 

一一对应， 双射： 既是一对一又是映1:的函数> 

/ 的逆： （当/是双射时）颠倒由/给出的对应关系的函数. 

/。尺（/和且的组合）〖为 x 指派 / kU )) 的函数 
j 」 (下取整函數）：不超过 I 的最大整数 & 

「^：1(上取整函数>:大于或等于 x 的最小整数. 

复习题 

■ 

1- a ) 定义命題的否定。 

b ) w 这是一门烦人的课程"的否定是什么？ 

2 + a ) (用真值表）定义命题；)和的析取、合取、异或、蕴含和双蕴含 • 

b ) w 今晚我去看电影”和“我将完成两散数学作此”的析取 * 合取、异或、蘊含和双蕴含是什么？ 

3. a ) 给出至少五种用汉语表达蕴含 p 的方式。 

b ) 定义蕴含的逆蕴含和倒置 a 

c ) w 如果明天阳光明媚，我将到林中散步，给出此蕴含语句的逆蕴含和倒 

4, a > 两个命题逻辑等价的含义是什么？ 

b > 描述证明两 个复合 命题逻辑等价的不同方法， 

至少用两种方法证明 V 和 V ngV Y 尊价。 

5+ 〈依 赖于 1.2 节的练习） 

a ) 给出一个真值表，解释怎样用析取范式构造，个复合命题使其與值表就是你给出的真值表 • 

b ) 解释为什么 a ) 说明运算符 A ， V 和1是功能完全的， 

c ) 是否有一个运算符使得只含这个运算符的集合是功能完全的？ 

6. 什么是谓调 /^( x ) 的全称和存在世化9什么是它们的否定？ 

V a ) 最化语句丑 W 和办 BrPfj ：, >0 的区别何在？其中 PU , y ) 为谓词 。 

1>)给出谓词3^)的_个实例，使妇 V ^ PU , y ) m > fy 3 xP ( x , y ) 有不同的真值， 

8+ a ) 描述一下蕴含式 f — v 的直接证明、问接证明和归谬证明分别是什么意思。 

b ) 分别给出 命题： “若 n 是偶数，则『+4是偶数”的直接证明、间接证明和归谬证明， 

9, U 描述证明双向条件户〜？的一种方式. 

b ) iiE 明命題，"整数 3 ?i + 2 是奇数当且仅当整数 9 n + 5 是偶数，其中”是整数' 

10, 力了®明命题夂，仏，和九都是等价的，证明蕴含式6—^2，】和 Pi — 九都是有效的，这 
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样做是否充分？若不充分，则给出可用来 il 明这四个命题都是等价的另外一组蕴含式 
1 L 假定形如 ViPb ) 的蕴含式为假。如何可以证明它为假？ 

b > 证明命题“对每个正整数 n 来说，为假 ^ 

12. a ) 构造性与非构造性存在性证明之阏的 差异是 什么？对这两种证明分别举一个例子， 

13. 证明存在唯一的元素 I 使得尸为真（其中 PU ) 是命题函数）。这种证明的基础是 ff 么？ 

14. a ) 定义两个集合的并集、交集、差集和对称差。 

h ) 什么是正整数集合和奇整数集合的井集 1 交集、差集和对称£? 

15. a ) 定义两个槊合相等。 

b ) 描述证明两个集合相等的方法， 

e > 至少给出证明片一〔1^0和（^4—出1)(八一0相等的两种不同方法。 

16. 解释逻辑等价和集合恒等之间的关系。 

17. a ) 定义集合 S 的基数 I S 丨， 

b ) 给出计算1 A\JB \ 的一个 公式，其中 A 和13为 集合* 

IS - a ) 定义集合 S 的幕集合. 

b ) 集合 S 的幕集合何时为空集？ c ) 含《个元素的集合 S 的 S 集合有多少个元素？ 

i 

19. a ) 定义函数的定义域、伴域和值域， 

b) + /U) = V + 1 为从整数集合到整数集合的函数。它的定义域、伴域和值域是什么？ 

20, a ) 给出从正整数集含到正整数集合的函数为 一对一 函数的含义， 
b ) 绐出从正数集合到正整数集合的函数为映上函数的含义 u 

c 〉 给出一个从正整数集合到正整数集合的函数的实例，使它既是一对 一的， 乂是映上的。 
d ) 给出一个从正整数集合到正整数集合的函数的实例.使它是一对一的，但不是映上的 。 
e > 给出一个从正整数集合到正整数集合的函数实例，使它不是一对一的 T 但是映 上的。 
f ) 给出一个从正整数集合到正整数樂合的函数实例，使它既不是一 对-的 t 也不是映上的。 

2 L a ) 定义函数的反函数。 

b ) 什么样的涵数有反函数？ 

c > 从整数集合到整数案合的函数 / U ) = 10 — ” 有反函数吗？如果有，其反 ® 数是什么？ 

22. a ) 定义从实数集合到整数集合的下取整函数和上取整邊数。 
b ) 对哪些实数 j 有 

补充练习 

1. 令 f 为命駔“我将完成本书中的每一道练习' g 为命题 "这 门课程我将得将下列各项表沄为和9 
的组合 

a ) 只有完成本书中的每道练这门课程我才能得 
W 这门课程我将得 ‘ A % 而且我将完成本书中每一迫练习. 

c ) 或者这门课裎我将得或者我不完成本书中的每一道练习。 

d ) 这门课程我得‘/ V 的充分必要条杵是我完成本书中每一道练习。 

2. 求复合命题的真值表 * 

3. 证明下列命题为永真式 a 

a )(^ r ^ A Cp ~^ q )) b)((pV q ) A -\ p } ~^q 

4. 给出下列蕴含关系的逆蕴含、反蕴含和倒 

a ) 如果今天下雨，我就开车上班 a b ) 如果 | j ：I = i , 那么: r >0。 c ) 若 a 大于3，琿么 n 2 大于 9* 

5. 用命题变置 ； N I r 和$构造一个复合命题，使它在这些命题变虽中恰有三个为真时取真值，其他情况 
下为假 s 
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6. 证明下列语句是不一致的： "如果 拿到工作签证，那他将获得签约奖金如果 Sereei 笮到工作签 
证，那他将章到高薪如果 Sergei 傘到签约奖金*那他将拿不到髙薪' “ Sergd 拿到了工作签证， 

7. 证明 F 列语句是不一致的： “如果 没有修过离散数学课桎，那她将不能毕业， M 如果 Miranda 不 
能毕业，那她将不能胜任那份工作，“如果 Miranda 读了这本书，那她将能胜任那份工作， “ MhrKia 没 
有修过离散数学课程，但她读过这本书， 

8. 假定你在 1.1 节例15中描述的"武士和流氓”共居的岛上遇见三个人 A 、 ii 和如果八说“我是流氓, 
方是骑 士”且 J 3 说“我们三人中恰有一人是骑士'那么 B 和 C 分别是哪种人？ 

(摘自 [ Sm ?8]> 假定在-个岛上住着三类人 ； 武士、流氓和普通人 & 武土总是说真话，流氓总是说谎话， 
普通人有时说谎话有財说真话。侦探为了找出罪犯.询问了岛上的三个人 Amy 、 Brenda 和 Clair % 侦探 
知道三人中有一人犯罪了，但不知是哪个人.他们也知道罪 犯是一 个骑士 • 另两个人不是骑士 * 此外. 
侦探还记录了如下供述。 w 我是清白的， Brenda 说： “ Amy 说的是真的， Claire 说 ； "Brenda ^ 

是普通人，经过分析 t 侦探找到了罪犯 4 他是谁？ 

10+令 PU ) 为语句“学生 T 会微积分' Q (: y ) 为、班上有个学生会傲积分' 用和 Q (: y ) 的最化衷不 T 
列各项. 

a ) 某个学生会微积分。 b ) 不是每个学生都会微积分。 

d 每个班卜_都有一个学生会微积分 t d ) 每个班上的每个学生都会微积分 a 

d 至少有 一个班 没有学生会微积分， 

.令 P ( m t w ) 为语句除尽，，其中变 fi m 和 n 的论域均为正粮数集 合。 给出下列命题的真值， 

a)P(4 t 5> h 〕 P(2, 4) c) n) 

d} 3m ，] inP(m^ n) e ) 3” W ? i 尸 （ m , ?0 f ) I * n) 

12. 用最同表达语句“没人有多于三个的祖母' 使用命题函数 G ( x ， y ). 它表示4是 j 的祖母， 

13. 用撖词表达语句"每个人恰有两个亲生父母' 使用命題函数 PCr , j ), 它表示的亲生父母， 

14. 令 Pfjr . y ) 为命题函数 a 证明趟含关系 3 zVy P ( i ， ： y )— 如 3 xP ( x ， ： y ) 为永真式。 

15-令和 Q (, r ) 为命题函数 s 求证 (尸 Ui — QfW ) 和办尸 U ) * 3 rQU ) 有同样的真值. 

16. 如果 V y 3 zPU ， W 为真， 3外 PU- 30 是否必定也为真？ 

17. 如果 V 』办 PU , 为真， 3，tVyP(^f 是否必定也为具？ 

10* 找出下列语句的否定 。 . 

a ) 如果今天下雪 * 那么我明天去滑雪。 b ) 班上每个人都懂数学归纳法 s 

c ) 班上有些学生不莴欢离散数学 3 d ) 每堂数学凍都有某个学生上着课就睡着了 n 

19. 用 M 饲表示“班上每个学生都选修过数学学院毎个系的某门课”。 

20, 片 jfi 词表示“在美闻某学院的校园里有座楼的每间屋子都漆成了白色， 

21. 令 A 为英语中含字母 J ： 的所有单词的集合， B 是英语中含字母 g 的所有单词的集合。把下列各集合表 
示汝 A 和 B 的组合 6 

d 英语中不含字母1的单词的集合。 t >) 英语中既含字母 JT 乂含宇母？的单词的集合 • 

c ) 英语中含宇母 不 含字母 g 的单词的集合 。 A ) 荚语中不含字母： T 或宇母？的单词的集合。 

e ) 英语中含 I 或含 g 但不同时含 r 和 g 的单词的 集合* 

22. 描述一个推理规则，可用它来证明论域中恰有两个元素 z 和; y 使得/为真用汉语句子表 
达这个推理规则+ 

23, 下述论证错在哪里？绐定前提 3 iQU ), 使用化简得到尸<工）；使用存在例示得到 
(对某些元素再使用化简得到 3 iQ ( i ); 使用存在例示得到 QU ) (对某些元素使用合取得出 P 
(c) AQUU 最后，使用存在生成得出3 

24. 使用推理规则证明前提 QCr)K Vi ( Q ( x ) + KO ：)) 和 ] KOO 蕴含结论 n 其中 0在论域中， 

25, 使用推理规则证明前提 VZKdAQU )) 和 Vj(-p J 2 (工） AQ(W 含结论V工 (n RU)^PCx)) 9 

26, 证明若 P 是无理数，则^是无理数。 


d 
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27. 证明若 jt 是尤理数且则 VI 是无理数. 

28+证明给定一个非负整数〜存在_个唯一的非负整数 m 使得 + 

^9,证明存在一个整数 m 使得^ = 你的证明是构造性的还是非构造性的？ 

30. 证明存在这样的正整数：它可以被以两种不同的方式写成 IE 整数的立方和$使用计算机或计算器来完成。 
3 L 反驳如下命题：每个正整数均可表示为8个非负整数的立方和 

32. 反驳如下命每个正整数均可表示为至多两个非负整数的平方与一个非负整数的立方的和， 

33. 反驳如下命题：每个正整数均可表示为36个非负®数的5次方的和。 

34. 求证：若 A 是 I ?的子集，则 A 的幂集是 B 的幂集的子集 d 

35. 假设集合 A 的幂集是集合 B 的幕集的子集。 A 是否一定是 B 的子集？ 

36. 令 E 表示偶数集合 • O 表示奇数 集合， Z 依旧表示所有整数的集合。求 F 列各项： 

a)E U O b)Efl O c) Z~ E d)Z—O 

37. 如果 A 是集合， ti 是全集，求证 

a > AHA =0 b ) AUA ~ = U 

38. 若 A 和 U 为集合，求证 

a)A = An b)A = AUMnm 

39 -求证 t 若 A , B 为集合，则 A — （A — 

40,令 A , B 为集合 g 求证 Adi 当且仅当 = 
ih 令 A , S , C 为集合，求证 （ A - E ) — C 不一定等于 A — 

42 -假定 A , B ， C 为集合 。 证明或否定 （A — — C =( A _ C )- B P 

43 i 假定 C t D 为集合 H 证明或否定 （A — B ) —( C — 

44. 证明若 A , B 为有限集合，则 I Af]B I < I AIJB \ . 什么条件下这一关系成为等式？ 

45. 令 A , B 为有限全集 L / 中的集合，按从小到大的顺序排列下面各组数。 


a ) | A | ， f AUB I , 

f Af\B | . | 1 

r J 1 , 10 1 

b) | A-B 1 , J j 

， 1 A | 十丨 

B| ， |AUB | , 0 1 


46』今 A , B 为有限全集 U 的集合，求证丨 AC\B | = + , AViB \ , 

47,令/和 g 分别是从 U ， 2, 3 f 4} 到 U , h g W 和从 U _ I n W 到 {1 T 2, 3, 4} 的函数，使得 
/(2) = “ fOa , /<4> = 6和 洲=1, g ( c )-3, g ( J ) = Z fi 

M / 是_对_的吗？ g 是一对_的吗1 b >/ 是映上的吗？ g 是映上的吗？ 

c )/ 或 g 是否有反函数？若有，求其反函数， 

4 a . 令/为从集合 a 到集合 s 的一对一函数，令 s 和 r 为 a 的子集。求证 /( sriT >=/( s ) n /( T )。 
49. 给出一个例子说明如果/不是一对一的，那么练习 4 S 中的等式可能不成立。 

50- 求证：若 n 为整数，则 n =[ V 2 1 十 n / 2 J , 

5 L 对实数 j ： 和: y _ 什么情况下 i^+：v」 = 1^」+ LxJ 为真？ 

52,对实数工和 3 M 什么情况下 [i + jMil 十 rvi 为真？ 

计算机题目 

按铪定的觼入和输出写程序. 

L 已知命 SSp 和 g 的真值，求它们的合取、析取、异或、蕴含和双蕴含的真值 H 
L 己知长度为 a 的两个位串，求它们的按位 AND 、 按位 OR 及按位 XOR 。 

3. 已知模猢逻辑中命题 p 和9的真值，求 A 和的析取和合取的真值（参看 hi 节练习35〜 37 K 

4. 已知含 n 个元素的某集合的子集 A 和 S , 用位串 求六. A [ jB f AflB , 力一 B 和 A ^ ii 。 

5 i 已知同一全集的多里集 A 和 B , 求 AU «, AflS，A — B 和 A + fK 参看 1. 7节练习49的开场白 K 
6-己知模糊集合 A 和求 A , AUB 和(参看 1-7 节练习51的开场白> # 
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7, 已知从 U , 2, …， W 到整数集合的函数 /, 判断/是否是一对一的， 

S . 已知从<1, 2 ,…， d 到它自己的函数 /* 判断/是否是映上的。 

9. 已知从 {1, 2,…， n } 到它自己的双射/，求厂\ 

计算和研究 

使用一个计算程序或你已完成的程序做下面的练习。 

1 . 找出这样的正整数：它不是9个不同的正整数的立 方和。 

2. 找出大于79的这样的正 整数： 它不是 IS 个正整 数的四次方的和 8 

3. 找出尽可能多这样的正整数；它可以用正整数的立方和来表示 。 用两种不同的方式，对1729使用这个 

4. 计算从集合 S 到集合了的一对一函数的个数，其中 S 和丁为各种大小的有限集合。能给出计箅这种函 
数个数的公式吗？ 〈在第 4章有这样一个公式。） 

5. 计算从集合 S 到集合 T 的映上函数的个数 t 其中 S 和 T 是抨种大小的有限集合。能给出计算这种函数 
个数的公式吗？（第 6 章有这样一个公式。> 

写作题目 


用谋本以外的资料，按下列萎求写成短文。 

1. 讨论如下逻辑悖论 ； 克塑特人 Epimenides 的悖论〔又叫说谎者悖论）、 Jourdain 的纸牌悖论以及理发师悖 
论，说明如何解决 它们。 

2. 描述模糊逻辑怎样用于实际应用 & 参考为一般读者 写的一 本或几本最近出版的模糊逻辑书， 

3* 描述由 Lay man Al 〗 抓提出的 “WFFN PROOF , T 1 兄 Game of Modern Logic " 的基本规则 * 给出 WFF’N 

PROOF 中包含的一些博弈示例 t 

4. 读一些 I ：罗尔 （ I / wkCari ^ D 关于符号逻 辑的作 品^详细描述他用于表示逻辑论证和推理规则的一®模型. 

5. 扩展 L 3 节对 Prolog 的讨论，进一步解释 Prolog 如何便用消解， 

6. 讨论在计算逻辑中使用的一些 技术. 包括 Skolem 的规 

L “自动定理证明”是使用计算机来机械地证明定理的任务。讨论自动定理证明的目标和应用，以及在开发 
自动定理证明器上取得的进步。 

8-讨论如何建立■个公理集合论才能避免罗素悖论 B (参看 1.6 节练习30 J 
9. 研究 S 数概念是从哪里 i ■先提出来的，描述一 T 这一概念最初是怎样应用的。 



第 2 章 基础： 算法、整数和矩阵 

许多何题都坷以当作一般问题的特例来解决。例如，寻找序列101，12，144，212, 98中最 
大整数的问题。这是寻找整数序列中最大整数问题的一个特例为解决这个一般问题，必须给出 
一个算法。这个算法规定解决一般问题的一系列步骤 t 本书将介绍解决许多不同类型问题的算 
法，例如，求两个整数最大公约数的算法、产生有阪集所有排序的苏法、搜索列表的算法、搜索 
序列元素的算法、求网络上两顶点间最短路径的算法等。 

与算法有关的一项重要考虑是箅法的计算复杂度，即用这一算法解决一定规模的问题需要 
什么计算机资源 a 为了度量算法的复杂度*使用大 O 和大0记号。本章将介绍这些记号，对算 
法的复杂度进行分析，另外将讨论就实践和理论而言算法的复杂度意昧着什么 & 

整数集合是离散数学的基础。持别是整数除法的概念是计算机算术的基础。我们将简要回 
顾一下数论（整数及其性质的研究>的几个重要概念 0 学习与整数有关的几 个重要 算法，包括求最 
大公约数的欧几里得算法，这是几千年前就给出的算法。整数町以用任何大于1的正整数为基数 
来表示。贯穿计算机科学的二进制展开即是以2为基数的表示.本章将学习以6为基数的整数表 
示，并给出算法求这些表示.还要讨论用于整数算术的算法，这是第~批被称为算法的过程 a 本 
章还要介绍 几个重 要的数论应用 . 例如，本章将利用数沦来进行信息保密、生成伪随机数并为计 
算机文件分配内存地址。一度被认为是最纯粹数学科月的数论已成为计算机和网络安全的实质 
性工具 。 

矩阵在离散数学中用于表示各种离散结构$我们将学习矩阵的基本内容及表示关系和图形 
所需的矩阵算术。矩阵算术将用于与这些结构有关的大鼂算法。 

2. 1算法 

2. VI 引言 

离散数学中有多种一般性的问题。例如，已知一串整数，求最大的一个；已知一个集合 v 列 
出其所有子集：给定一个整数集合，把这些整数从小到大排序 f 已知一个网络 * 找两个顶点之间 
的最短路 径等。 遇到这样的问題时，萏先要做的就是构造一个模型，把问题翻译为数学问题.在 
这种模型中用到的离散结构包括：集合、序列和函数。这些是第1章讨论过的结构，以及置换、 
关系、图、树、网絡和有穷状态机等其他结构4这些概念将在以后各章讨论 • 

建立合适的数学模型只是解题的第一步。完整的解题还需要利用这一模型解决一般性问题 
的方法，理想的情況是求一个过程 d 这个过程能够遵循一串步骤找出所求的答案。这一串步骤称 
为算法 D 

算法是进行一项计算或解决一个间题的一组有限多条准确的指令& 

I 法 （ dgojriihm ) 这一术语是对 al - khowarUmi (花拉子密） ® 这一名字的说川 . 花拉子密是9世 


■ :二沈少 ■' - © Aim Ja’far Mohammed ibn Musa nhWiawari^niil 约公元 780 — 85 D ) 夭文学家刊数学家花拉 f 來是巴格 

达一个科学家纽织“智笤之家"的成员 • 花拉子密这一名宇的含义是“来自花拉子換 — 镄' 该镇 
现称卡瓦 〔 Khiva ), 是乌茲別克斯 坦的一 部分，花拉子密写过关于数学、天文学和几何学的书。西欧人首先从他的著作中 
学习代数*代数 ( a 】 gebra ) —词®自 al - jabr ， 这是他的书的标题 Utitab aHahr w'al muquabdaS 的一部 分^这 本书曾 译为拉 
丁文并广泛 m 作课丰。他关于印度数字的书描述了使用这些数字作算术运算的过程，欧洲作者使用了他的名字的一个拉 
丁讹音来表示用印度数字做算术的内容，后来®变为 algorUhm (算法）一词， 



纪的-位数学家。他关于印度数字的书是现代十进制记号的基础 0 起初 algorism 这个饲用于表示 
使用十进制记号做算术的规则 $ 18世纪时 algorism 进化为 algodthm 。 随着人们对计算机的兴趣 
的增长，算法的概念有了更广的含义，已经不仅包食做算术的过程，而且包含所有确定的解颟过 
程 a <在匕5节将讨论做整数算术的算法 J 

本书将讨论解决各种问题的算法。这一节用求有限整数序列中最大整数这一问题解释算法 
的概念和算法具有的性质 f 还要给出在有限集合中找一个特定元素的算法，以后各节将讨论求 
两个整数的最大公约数的过程，求网络上两点之间的域短路径的过程*矩阵相乘的过程等。 

例1求有限整数序列中最大值的算法 D 

尽管求有限序列最大元素的问题相对简单，但这个问题能很好地说明算法概念。另 
' •: 外，需要求有限整数序列中最大整数的情况各不相同。例如，大学町能要找出几千名 

学生参加竞赛的最高分。体育组织可能要确定每月成缋最好的运动员《人们希望开发出一个算 
法。 求有限整数 序列诚 大元索的问题就可以使用该算法。 

可以用几种不同的方式绐出解决这一问题的过程 D —种方法是直接用中文描述使用的一串 
步骤„现在就给出这样一个解^ 

例1的解：采取下面的步骤。 

L 设临时嚴大值等于序列中第一个整数，（在本过程的每一阶段，临时最大值都等于已检査 
过的域大整数 ，） 

2 . 将序列中的下一整数与临时最大值比较，如果这个数大于临时最大值，置临时最大值为 
这一整数<* 

3. 如果序列中还有其他整数，重复前一步骤， 

4. 在序列中没有留下可比的整数时停止，此刻的临时最大值就是序列中的最大整数。 ■ 

也可以用计箅机语言来描述算法.但是当这样做时，只能使用这种语言所允许的指令。这样 

做常常导致复杂而难以理解的算法描述。另外，由于许多程序设计语言都是常用的，并不希望从 
中选用特定的某种语言 & 因此本书不用任何一种特定的计算机语言描述算法，而是使用 伪码的 
形式。 （本书 中所有算法也都用英文描述 /) 伪码提供的是在算法的英文描述及其程序设计语言实 
现之间的中间一步。箅法步骤用模仿程序设计语言指令的伪指令描述，不过伪指令可以包括有 
确切定义的一切运算和语句 。 以算法的伪码推述为起点，可以用任何一种计算机语言产生计算 
机程序 。 

本书使用的伪码大致上以程序设计语言 Pascal 为基础 fl 不过并不遵循 Pawa [或其他程序设 
计语言的语法。此外，任何有确切定义的指令均可用于伪码中，附录 B 给出了本书使用的伪码 
的细节 a 必要时读者应参看这一附录。 

下而是求有限序列最大元素的伪码算法。 

算法1求有限序列的最大元素 
procedure ❿，…， | 整数） 

majr 1 = 

For i * = 2 to n 

if maj ：< Ca T (hen max ; Ui 
{max 是最大元素 } 

这一算法首先把序列的首项⑴陚给变遣 max 。“ for ” 循环用于逐个检査序列项。如果某一项 
大于 max 的当前值，就将其赋给 max , 成为 max 的新值。 

算法有几个通用的性质，在描述算法时记住这些性质是有用的。这些栓质是 t 
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_输入算法从一个指定的集合得到输 人值。 

• 输由对每个输人值集合，算法都要从一个指定的集合中给出输出值 5 输出值就是问题 


的解 






确定性 算法的步骤必须是准确定义的 




• 正确性 对每一组输人值，算法都应产生正确的输出值。 

• 有限性对任何输人算法都应在有限〔可能很多）步之后产生所求的输出^ 

_有效性算法的每一步都应能够准确地在有限时间内完成 b 

• 通用性算法过程应该可以应用于期望形式的所有问题，而不只是用于特定的输人值。 

例2证明求有限整数序列最大元素的算法1具有上面列出的所有性质 D 
解筲法1的输人是个整数序列。输出是该序列的最大整数。算法的每一步都是准确定义 
的， 因为只出现赋值、有限循环和条件语句。为了说明算法是正确的，必须说明当算法终止时， 
变童 max 的值等于序列的最大项。为了看明白这一点，注意 max 的初值是序列的第一项 t 当检 
査序列的后继各项时，如果有一项超过已检査项的最大值.就把 max 更新为这一项的值。这个 
(非形式化）论证说明当检查了所有的项时， max 就等于最大项的值 a (这个事实的严格证明需要 
3+3节介绍的技术。）算法使用有限的步骤数，因为在检査过该序列中所有整数以后算法就终止 • 
算法在有限时间内完成，因为每一步要么是比较，要么是陚值 . 最后，算法1是通用的，因为该 


算法可用于求任何有限整数序列的最大元素。 


2. hZ 搜索算法 


mi 


. 在有序表中为元素定位的问题常会出现。例如检杳单词拼写的程序要在字典中搜索， 
字典其实就是单词的有序表。这一类问题称为搜索问题 。 本节将讨论几个搜索算法 。 
在 2.2 节将介绍这些算法中各自使用的步骤数 * 


一 般的搜索问题可以描述如下；在不同元素町，即， 


■n 


的表中为元素1定位，或判定 


不在该衷中。这一搜索问题的解是表中等于^的那一项的位置（卽，若工=叫，那么 i 就是解）， 


或当 I 不在表中时解为0, 

线性搜索将介绍的第一个算法称为线性搜索（或颀序搜索）算法。线性搜索算法从比较 Z 
和 a t 开始，若1 =勾，那么解就是⑴的位置 f 也就是 U 当: T 关 ai 时，比较 J ： 和 a 2 。 若2 =即， 
解就是叱的位置*也就是 L 当时，比较 I 与继续这一过程，逐一比较1和表中的 
每一项 I 除非不出现相等，否则一旦发现相等，解就是该项的位置。如果已搜索了整个表却不能 
为工定位，那么解是心这一线性搜索算法的伪码如算法 2 所示。 


算法2线性搜索算法 

procedure linear (jrt 整数，， * i+ > s 不同整数 > 

i : ) 

I 

white( 和 ： r 尹 a) 

I s = i + ] 

；,it then location * =" i 
locatiim 1 — 0 

{ Location 是等于 j : 的项的卜标，或是 0( 若找不到卜 


二分搜索现在考虑另一个搜索筲法，当表中各项以升序出现时可以用这一算法 p (例如， 
若各项为数，则按从最小到最大顺序排列；如果各项是单词，则可以按字典序或字母序排列 d 这 
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第二个算法称为二 分搜索算法. 这个算法比较要搜索的元素与表的中 间项。 然后此表就分成两 
个较小的长度相等的子表，或许其中有一个比另一个少一项。根据与中间项的比较结果，搜索将 
限于在两个子表中的一个进行，在 2. 3节将证明二分搜索算法比线性搜索算法的效率高得多，下 
M 的例子说明如何进行二分搜索。 

例 3 要在表 

1，2,3-5,6,7,8，10，12-13,15-16,18，19,20,22 

中搜索19,第一步把有16个项的这个表分成各含8项的两个较小的表，即 

1,2,3,5,6,7,8，10 12,13，15，16，18，19,20,22 

然后比较19和头_个表的最大项闵为10<19,对19的搜索可以限于包含原表第9〜 1 G 项的表 

中，下一步把含8项的这个表分成两个含4项的小表，即 

12,13,15-16 18,19,20,22 

n 

因为16<19(将19与第一个表的最大项比较），搜索限于这两个表的第二个，它包含原表的第 
13〜16项。表18，19, 20，22再分成两个，即 

18,19 20,22 

因为19不大于两个表中第一个的最大项，这最大项也是19，搜索限于第一个表：18，19。这个 
表包含原表的第13、14项。下一步，这个两项的表分成各含一项的两个表18和19 & 因为18< 
19,搜索限于第二个表：这是只含原表第14项 * 即19的表 7 现在搜索已经压缩到一项上，与这 
一项比较，19定位为原表的第14项， ■ 

现在给出二分搜索算法的步骤。要在表 aw …，〜中搜索整数其中 <3 i <iaz 0“ 
a ,, 从比较 i 和序列的中间项 a 衍 开始,其中丄（回忆一下 * Ld 是不超过工的最大 
整数 d 如果搜索可以限制在序列的下半段，即… ，〜。 如果工不大于 
搜索可限制在序列的上半段，即 q ， w ， …， 

现在搜索的范围限于一个不超过 [»/ 幻个元 素的表 . 用同样的过程，比较 x 和这个短表的中 
间项，然后把搜索限于短表的前半段或后半段，这样重复直到得到只含一项的表。然后判断这项 
是否就是二分搜索算法的伪码以算法3给出， 


算法3二分搜索算法 

procedure binary search ( jt ： 整数， a " a £ f ^ : 递增整数) 
I U 是搜索区间的左端点 > 

} —« 是捜索区间的右端点 > 

while i<Zj 
b^gin 

m —1< i + ;) / 

ifx>a^ then I ^ — m + I 
elsej i= =m 

end 

then location i = t 
else location 3 = 0 

{心以⑽是等于的项的下标，或是 0( 若找不到： t )} 


算法3—次次压缩被搜索的序列。在任何阶段都只有从〜开始到〜结束的这些项需要考 
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虑#换言之， I 和 j 分别是留下需检査的最小和最大下标。算法3不断压缩需搜索的序列，直到 
剩下只有一项的序列。当做到这一步时，再比较看这…项是否等于 X 。 

2 . 1.3 排序 

对一个表中的元素排序是—个常力问题。如，为了制 ] 作电€簿， 

' Vi ； ^ 列用户姓名> 在电子邮件列表中给地址排序，可确定有无重复地址》建立有用的宇典， 
需要把单词按宇母顺序排列《同样，生成一份零件表，需要按照从小到大的零件号排列零件， 

假定有一个集合的元素表。还假设有一种方式给集合的元素排序。（给集合元素排序的概念 
将在7,6节详细讨论 J 排序就是把这些元素排成一个表，表中元索按照升序排列。例如，对表 
7, 2, 1，4，5, 9的排序就产生表1，2, 4* 5，7，9。对表 rf , t , a , / 的排序（利用字母 

序）就产生表 a ，g A /、 /u 

由于大量的计算资源用于对各种各样的东西 排序， 因此人们投入了很多努力来开发排序算 
法 。 用不同的策略设 计数目 多得惊人的排序算法 * 在《计算机程序设计艺术》 （ T & Arf <?/ 

叹）这部里要著作中，岛德纳 （Donald Knuth ) 用了近400 Jt 拉暢叙述排序 * 

详细讨论了大约15种不同的排序算法！计算机科学家和数学家对排序算法感兴趣的原因有：一 
些算法更容易丈现， 一 些算法更有效（在一般情况下*或在已知输人带有某种特征时，比如稍有 
错位的表），一些裨法利用特殊的计算机体系结构， 一 些算法特别锊能等。本节介绍两种排序算 
法：冒泡排序和插入排序 # 本节末尾的练习中介绍另外两种排序算法 * 选择排序和二分插入排 
序。 本章末尾的“补充练习”中介绍剃须刀 （ shaker ) 排序 a 在 3. 5节将 吋论归 并排序并在该节末尾 
的练4中介绍快速排序；在 9. 2节练习中介绍竞赛排序。本书讨论排序算法，是因为排序是一个 
重要问题，还因为这些算法可作为许多重要概念的例子。 

彳 : li 曹泡排序冒泡排序是最简单的排序算法之一，但不是最有效的排序筲法 之一 。 M 
'•货卜泡排序把一个表排列成升序：一次次比较相邻的元素，若相邻元素顺序不对，就交换 
相邻元素《为了完成冒泡排序，执行基本操作，即交换一个较大元索与其后的较小元素，从表的 
头部开始，对整个表执行一遍。让这个过程迭代，直到排序宣告完成为止。算法 4 给出冒泡排序 
的伪码 * 可以想象把表中的元素排成一列，在冒泡排序里，当较小的元素与较大的元素交换时， 
较小的元素 就“冒 泡”到顶上。较大的元素则“下沉”到底下。例 4 对此进行说明。 

例4用冒泡排序把3+ 2, 4，1，5排列成升序* 

解图 2-1 说明这个算法的步骤首先比较前两个元素3和因为3>2,交换3与2,产 

第一遍^3222 第二遍2 

广3 3 3 广3 

4 ^4 ^4 ! 1 、I 

I | VI ,4 4 4 

5 5 5 ^5 0 [t] 

第 I 遍 C 」 第四遍4 (: :交换 

( :顺序 IE 确的一对 
带方框奴字保 lit 陋序止确 




m 2 - 1 胃泡棑序的步骒 
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生表2，3, 4, 1, 5。因为3<4，继续比较4和1 6 因为4>1,交换4与1,产生表2, 3,〗，4, 
5. 因为4<5,第一遍就完成了。第一遍保证了最大元素5是在正确位置上， 

第二遍首先比较2和 L 因为这两个数顺序正确，就比较3和1, ㈥ 为交换这两个数， 
产生2, 1，3, 4, 5。因为3<4,这两个数顺序正确 a 这一遍不必进一步比较了，因为5已经在 
正确位置上。第二遍保证两个最大元素4和5都在正确位置上. 

第三遍首先比较2和 I 因为2>1,交换这两个数，产生丨，2, 3, 4, 5。因为2<3,所以 
这两个数顺序正确。这一遍不必进一步比较了，因为4和5都已经在正确位置上。第三遍保证三 
个最大元素3, 4和5都在正确位置上 3 

第四遍包括一次比较.即1和2的比较，因为1<2,所以这两个数顺序正确，这样就完成 
了冒泡排序。 ■ 


算法 4 胃泡排序 
procedure hubbleson(ai f ^ 
for i ; = l to A — 1 
far j f = 1 to n — i 

if ^ > 13 ^ vi then 交换 与 a , 屮 t 
h •…，&按升序排列 } 


插入排序 插入排序是一种简单的排序算法，但通常不是最有效的。为丫给《个元素的表排 
序，插入排序从第二个元素开始。插入排序比较第二个元素与第一个元素。若第二个兀素不超过 
第一个元累，把第二个元素插人到第一个元素前面；若第二个元素超过第一个元素，把第二个元 
素插入到第-个元素 后面。 此时前两个元素顺序正确，然后第三个元素与第一个元素比较，若第 
三个元素大于第一个元素，第三个元素与第二个元素比较；第三个元素插人到前三个元素中的 
正确位置上。 

—般来说，在插人排序第 j 步上，表的第 j 个元素插人到已经排序的 J 一 1个元素的表的正 
确位置上 a 为了在表中插人第 > 个元素，使用线性搜索技术（参见练习 43); 从表的头部开始， 
第 j 个元素 与已经排序的 / — 1个元素依次比较，直到发现第一个不小于这个元素的元素为止1 
或者直到这个元素已经与所有 j 一 1个元素都比较过为止 f 第 y 个元素插人到正确位置上，使得 
前 j 个元素排好顺序。这个算法继续下去 ★ 直到最后一个元素相对于前 〃一 1个元素己泾排序的 
表插入到正确位置上。算法5用伪码描述插入排序. 

例5 用插入排序把表3, 2, 4, 1，5排列成升序， 

解 插人排序首先比较2和3,因为3>2，把2插人前一个 位置， 产生表2，3，4，1，5。 
接着比较 4>2 和4>3,把第三个元素4插人表的己排序部分 D 因为4>3,把1插人第三个位置 
上.此时表是2, 3, 4, U 5,我们知道前三个元素的顺序是正确的 & 接下来求第四个元素 I 在 
已排序兀素 L 3, 4中的正确位置。因为】<2,得到表1，2，3, h 5 a 最后依次比较 5 与1， 
2，3和4，把5插人正确位置。因为5>4, 5到了表的尾部，于是整个表都排成了正确的顺序。 





2. 1.4 贪心算法 

本书将学 习的许多算法都设计用于解 决优化问题。 这种 问题的目标是求给定 问题把 某个参 

数值最小化或最大化的解，本书后面学习的优化问题 包括： 求两个城市之间总长度最短的路线, 

确定一种方式用尽可能少的位数编码信息，以及求网络结点之间使用最少 s 光纤的一组光纤 
连接. > 

奇怪的是， 一 种最简单的方法常常能求出优化问题的解。这种方法在每一步都选择最好的 
选项，而不考虑可能 导致褚 优解的所有步骤序列 • 在每一步都选择看起来“最好的”选项的算法称 
为贪心 算法。 一旦贪心算法求出了一个可行解，就要确定这个算法是否找到了最优解。为此，要 

么证明这个解是最优的，要么说明一个该算法产生非最优解的反例，为了更具体地说明这些概 
念，下面考虑一个用硬币找零钱的算法 。 

例 6考虑用25美分，10美分、&美分和1美分硬币找 n 美分零钱的问题，使硬币总数尽可 
能少 。 可以设计一个找”美分零钱的贪心算法，在每步都做局部最优的 选择。 即 在每步 选择 
可加入已找零钱中不超过 a 美分的最大面值的硬币.例如要找67美分零钱，首先选择一个25美 
分硬币（剩下 4 2美分）。接着选择第二个 Z 5 美分硬币<剩下17美分），随后选择一个10美分硬币 
( 剩下7美分）.随后选择一个 5 美分硬 ff 5( 剩下2美分），随后选择_个1美分硬币（剩下1美 
分），最后选择一个1美分硬币. ■ 

算法6显示一个用一组面值的硬币找 n 美分零钱的贪心算法 6 

- - ■ _^— | _ , _ 

算法 6 找零钱贪心算法 

procedure ^hange(c t f c rt 硬币的面值 t 其中 n >Q>-“>c r ; n: IE 整数） 

for i ; = I to r 
wliik n^Ci 
begin 

把面值 ^ 的一个硬币加人所找零钱中 


end 


I 
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我们已经描述了--个用25美分，10美分、5美分和 I 美分硬币找零钱的贪心算法 。 证明这 
个算法在使用尽可能少硬币的意义下求出最优解。在开姶证明之前，先说明一下存在一些硬币 
的组合 a 对于这呰组合，贪心算法 C 算法 6) 不一定得出使用尽可能少的硬币的找零 方案。 例如， 
若只有25美分，10美分和1美分硬币（无5美分硬币）可用，_此贪心算法用 S 枚硬币找 3 0美分 
零钱：1个25美分和5个1美分硬币；但是本来可以用3个硬币 ， 即3个10美分硬币。 

茗^是正整数，则用25美分、10美分 1 5美分和1美分等尽可能少的硬币找出的 n 
美分零钱中，至多有2个10美分、至多有1个5美分、至多有4个1美分硬币，而不能有2个 
10芙分和1个5美分硬币。用10美分、5美分和1美分硬币找出的零钱不能超过24美分。 

证用反证法。证明如果有超过规定数 H 的各种类型的硬筇，就可以用等值的数0更少的 
硬币来 替换。 注意. 如果有3个10美分硬用，就可以换成1个25美分和1个5美分硬币；如果 
有2个5美分硬币，就可以换成1个10美分硬币；如果有5个1美分硬币，就可以换成1个5美 
分硬币 ； 如果有2个10美分和〗个5美分硬币，就可以换成1个25美分硬币。 由 于至多可以有 
2个10美分，1个5美分和4个1美分硬币，而不能有 2 个10美分和1个5美分硬币，所以当用尽 
可能少的硬币找 m 美分零钱时，24美分就是用10美分、5美分和1美分硬币能找出的最大值 4 □ 

贪心算法(算法 6) 产生使用尽可能少的硬币找零方案， 

证将用反证法 a 假设存在正整数〜使得有办法将25美分、10美分、5美分和1美分硬币 
用少于贪心算法所求出的硬币去找 H 美分零钱。首先注意，在这种找〃美分芩钱的最优方式中使 
用25美分硬币的个数 〆 ， 一 定等于贪心算法所用25美分硬币的个数„为说明这一点 * 注意贪心 
算法使用尽可能多的25美分硬币， 所以 〆 但是 Y 也不能 小于心 假如 小于心 需要在这 
种最优方式中用10美分、 5 美分和1美分硬币至少找出 2 S 美分零钱，而根据引理1，这是不可 

能的. 

由于在找零钱的这两种方式中一定有同样多的25美分硬币，所以在这两种方式中10美分、 
5美分和1美分硬币的总值一定相等，并且这些硬币的总值不超过 24 美分 p 10美分硬币的个数 
一 定相等，因为贪心笄法使用尽可能多的美分硬币。而根据引理1,当使用尽可能少的硬币 
找零钱时，至多使用〗个5分硬币和 4 个1分硬币，所以在找零钱的最优方式中也使用尽可能多 
的10美分硬币 & 类似地，5美分硬币的个数相等；最终， I 美分的个数相等 5 □ 

练习 

L 列出算法 1 在表 I, 8 S 12, 9, U, 2, 5, 10 ， 4 中找最大值使用的所有步骤 。 

2. 判断下列过程具有和缺芝算法的哪些特征 $ 
a > procedure double (n ； 正整数） 

while 

n - = 2n 

b) procedure divide Cw ； iF_ 整数） 

white 

begin 

m l/n 
n 1 = n~l 

end 

c) procedure sumin t 正 ® 数） 

^utn t — 0 

while i<10 



基础： 算法、整教和矩緙 


105 


d)procedure cboos^ia 9 h * 整数） 
i ! 或 b 

3 i 设计一个求表中所有整数之和的算法。 

播述一个算法，以〃个整数的表作为输人，求出表中相邻整数的鹺大差值作为输出 t 
5. 描述一个 算法.以？ I 个按非减顺序排列的整数的表作为输入 * 求出所有出现两次以上的值的表。 

匕描述一个算法，以《个整数的表作为输人，求出表屮负整数的个数 & 

7 - 描 述一个 箅法，以 n 个整数的表作为输人，求出表中最后一个偶数的位置，若表中没有偶数就返回 
8. 描述一个算法，以《个不同整数的表作为输人，求出表中最大偶数的位置，若表中没有偶数就返固 0 q 
1回文是从前向后读和从后向前读都一样的串，描述_个确定 n 个字符的串是否为回文的算法， 

10* 设计计箅/的算法，其中1是 实数. n 是整数(提示：首先给出一个”为非负整数时从1开始不断乘 
以 j : 来计算，的过程^然后扩展这一过程。当 n 为负数时，利用厂” 的事实 

II ,描述一个交换变量 x 和^的值的算法，只许使用赋值 s 至少需要多少个赋值语句才能完成交換？ 

12 - 描述一个只使用陚值语句用三元组 （: y ， 心 I )来代替 U •: y , 幻的算法，最少需要多少个陚值语句？ 

13,列出在序列 1* 3, 4, S ， 6, 8, 9, II 中搜索9的所有步骤，使用的算法是： 
a > 线性捜索. b ) 二分搜索„ - 

14-列出在练习13给出的序列中搜索7使用的所有步骤。 

15. 给出一个算法，把整数: r 插入按增序排列的整 数表〜 •〜，…、〜中合适的位 S , 

16 - 给出一个求有限自然数序列中最小整数的算法 fl 

17. 给出箅法求有限整数表中最大元素酋次出现的位置，表中的整数不一定互不相同6 

18, 给出算法，求有限整数列表中最小元素最后出现的位罝，列表中的整数不一定互不相同， 

B ■给出一个算法计算三个整数之集合的最大值、中间值、平均值和最小值，（整数集合的中间值是把这些 
整数按增序排列时中间元素的值，整数集合的乎均值是这些整数之和除以整数个数 d 
20. 给_个求有限整数序列中最大和最小整数的箅法 6 
2 L 给出算法把任贲筏整数序列的头三项排成增序6 

给出算法求英文句+中最长的单闻。（单词指宇母串，句子指用空格分 隔的一 串单词 J 
2 X 给出一个算法 f 判断从一个有限集合 到另一 个有限集合的函数是否映上 & 

24+给出一个算法.判断从一个有限集合到另一个有限集合的函数是否一对一^ 

25. 给 出一个 算法，逐一检査位串中每个字位是否为1,数一数其中1字位的 个数。 

26 - 改动算法 3 t 使二分捜索过程在每一阶段都比较尤和％，并在 ^=%时 终止&这一改动后的二分搜索 
箅法有何优越之处？ 

27 . 三分搜索算法为元素在增序整数表中定位 • 定位方法是一次次把表分成长度相等 【或 尽可能相等）的三 
个子表，每次都把搜索限制在一个合适的子表中。描述这一算法的步骤 。 

26. 描述一下为元素在增序整数表中定位的搜索算法，搜索方式是每次把表分成相等（或尽可能相等）的4 
个子表，并把搜 索限制 在一个合适的子表中 

29. 整数表的一个众教是表中出现次数不比任何别的元素出现次数少的元素 s 设 计一令 算法，求非减序整 
数表的一个众数 & 

30 - 设计一个算法*求非减序整数表的所有众数<练习烈中定义的）， 

3 L 设计一个算法，求整数序列中第一个与序列中排在它前面的某项相等的项„ 

31设计-■个算法，找出有限整数序列中所有那些大于它前面各项之和的项 d 

33. 设 H —个諄法，求正整数序列中第一个小于其前项的项 d 

34-用冒泡排序来排序 S , 2, 3, i t 5, 4 ,说明在每步所获得的表。 

35. 用胃泡排序来排序3, 1，5, 4，说明在毎步所获得的表 。 

36, 用胃泡排序来排序 /， t m , 心心说明在每步所获得的表 4 
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«37,修改冒泡排序算法，当不再需要交换时 f 算法 停止。 用伪码表达这个更有效的算法。 

33,用插人排序来排序练习34中的表，说明在每步所获得的表， 

39+用插人排序来排序练习35中的表，说明在每步所获得的表， 

40. 用插人排序来排序练习36中的表+说明在每步所获得的表 . 

选择排序 首先找出表中的最小元素，把这个元素移到前然后找出剩余元素里的最小元素并且把它 
放到第二个位罝^重复这个过程 t 直到整个表都已经排序为止 。 

4 L 用选择排序来排序下面的表 a 

a ) 3， 5，4，1，2 b >5, 4, 3, 2，1 c ) l , 2* 3, 4, 5 

42 - 用伪码写出选择排序算法 。 

43, 描述一个基于线性搜索的算法，确定在已经排序的表中插 入一个 新元素的正确位置。 

44, 描述一个基于二分搜索的算法，确定在已经排序的表中插入一个新元素的正确位 Sp 

45. 用插人排序对表 U 2,…，~排序需要多少次比较？ 

46. 用插人排序对表 n _ l , …，2, 1排序需要多少次比较？ 

二分 插入排 序是插人排序 的一个 变种，使用二分搜索技术（参见练习而不是线性搜索技术*把第 f 
个元素插人到已经排序的九素中的正确位背。 

47, 列出二分插入排序对表3，2, I 5 T 1, S 排序使用的所有步 3 L 

48. 比较插人排序和二分插人排序对表 h 4, 3, 8 ， U 5，4, 2排序所用的比较次数 
*49. 用伪代码写出二分插人排序算法。 

50. W 设计插人排序的一个变种，用线性搜索技术把第 /个元 索插入止确位罝*即首先比较第 j 个元素与第 
j — 1个元素，如有必要再与第）一2个元素比较，依次进行下去^ 

b ) 用上述算法排序3, 2. 4. 5, 1，6。 

c ) 用这个算法解练习45, 

d ) 用这个算法解练习46。 

5 L 当一个元素表接近于正确顺序时，用插人排序或者用练习50描述的变种，哪一种吏好？ 

52. 采用贪心箅法 t 用£5美分、10美分、5美分和1美分硬币找出下列零钱： 

OS 7 美分 b )49 美分 c )99 美分 d )33 美分 

5 3, 采用贪心算法，用25美分、10美分、5美分和1芙分硬币找出下列 T 钱: 

a ) 51 美分 b ) S 9 美分 c )7 fi 美分 d )60 美分 

54. 采用贪心算法，用25美分、10美分和1美分（但是无5美分）硬币找出练习52中的各种零钱 • 对于哪 
些零钱数，贪心算法使用尽可能少的这些面值的硬币？ 

55, 采用贪心算法，用25芡分，10美分和1美分(但是无5美分）硬币找出练习53中的各种零钱 t 对于哪 

些零钱数，贪心算法使用尽可能少的这些向值的硬币？ 

56. 证明若有面值12美分的硬币，则用25美分、12美分、10美分，5美分和1美分硬币的贪心算法，不 

-定总是用尽可能少的硬币找笨钱， 

57, d 描述 一个贪 心算法*解决在报告厅安排_组候选演讲中的部分演讲的间题， 在每- 步都选择与 S 经 

安排的演讲不冲突的结束时间最早的候选演讲 g (在13节将证明这个贪心算法总是得出演讲数尽可 
能多的安排 d | 

b ) 用部分的箅法从一组候选演讲中选抨，在报告厅安排尽可能多的演讲，假设这些演讲的开始和结 

束吋间（均为上午）是： 9,00和9:45, 9!30和 10疏9,50和 10:15, MhOO 和 I 0 t 30; 10* 10和 
10:25) 10;30和 10:55; 和 10:45; 10:30和 11:00; 10:45和 11:30! 10 s 55 和 11;25; 11-00 

和 ll s 15 fl 
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2.2 函数的增长 


2^2. 1引言 


2. 1节讨论了算法的概念及解决各式各样何题的算法，包括在表中搜索元素和对表进行排 
序。在 2.3 节将研究这些算法使用的操作步数。特别是，将估计线性和二分搜索算 法在； /个元 
素的序列中搜索元素所用的比较次数 P 还将估计冒泡排序和插人排序对 a 个元素的 i 进行排序 
所用的比较次数。解决一个问题所需的 时间不 仅取决于所用的操作步数，还取决于运行实现算 
法的程序所用的硬件和软件。但是，当改变实现算法所用的硬件和软件时，给从前所需的时间 
乘以_个常数，就可以精确地逼近解决规模为《的问题所需的时间 0 例如，在一台超级计算机 
上解规模为《的问题可能比在一台个人电脑上快1百万倍。而这个1百万的因子并不取决于 
(也许会有一点点的依赖关系 K 使用本节介绍的大 O 记号的一个好处，就是可以估计函数增长 
而不用担心常数因子或低阶项。这意味着使用大 O 记号，不用担心实现算法所用的硬件和软 
件，另外，使用大0记号，可以假设算法使用的不同运算都花费相等的时间，这大大简化了 
分析 D 


大 O 记号广泛用于估计当输人增长时一个算法所用的运算数.有了这个记号，可以确定当 
输人规模增大时，用一个特定算法来解题是否实际可行 s 另外，使用大 O 记号，可以比较两个 
算法，以判断当输人规模增大时哪个算法更有效 。 例如，如果有两个解题的算法， 一 个使用 
100 V + 17 n + 4 步运算，另_个使用沪步运算，大 O 记号可以帮助我们看出，当71很大时， 
第一个算法使用的运算少得多，即使对于小的《值.比如〃=10,笫一个算法使用的运算 
较多 B 


本节介绍大 o 记号和相关的大 n 和大 © 记号.将解释如何构造大 o 、 大 n 和大 0 估计，并 
证明对算法分析所用到的一些重要函数的估汁。 


2 + 2 + 2 大0记号 

我们常用一个专门的符号描述函数的增长，下面的定义1描述这一符号。 

令/和为从整数集合或实数集合到实数集合的函数，如果有常数 c 和 k 使得只 

要文>走，就有 

I /(^) I ^ c | g ( x ) ! 

我们说 /(d 是 CKWx ) )( G ( g ( x )) 读作 “/( J ：) 是大 CUKrn 
. 大 o 记号定义中的常数 c 和々称为 “/(： r ) 是(: r ))” 这一关系的见证^为了证明 

/( X )是0(^1)>，只需要这一关系的一对见证。换句话说，要证明 /( JT ) 是 0(# Jt ))， 
只需要找出对常数 C ： 和 H 即见证），使得只要：就有 f ( jc ) \ < C | gU ) I , 

注意 * 当有一对 "/( i ) 是 广 这一关系的见 诹时，就有无穷多对的见证 & 要看明白这 
一点，注意若 C 和是是一对见证*那么任意一对和 K 其中 CCCT 和也是一对见证，因 
为只要 就有丨 /( x ) | <C ! g (^ c ) I 丨 g ( jc ) I , 

求一对见证的一种有用方法是：首先 选择々 的值，要求当时容易估计丨 fix ) I 的大 
小，并看看能否用这个估计求 C 的值，要求对于有！ /(. T ) | <C f g (^ c ) \ ,如例 u 
例 1 证明 /< x )=/+2 j ：+1 是 0( x s ), 
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^解 注意当 _ r >】 时容易佔计 /( i ) 的大小，因为当 x > l 时: rO £ 且所以只 
要^>1就有 

0 ^ j: 2 + 2j: + 1 ^ x 2 -f 2x z + = ix 2 

如图所示。 W 此可以取 C =4 和& = i 做见证证明 / G ) 是 0(/) D 即只要 x > l 就有 /( i ) = 

<注意这里不必用绝对值符号，因为当 I 为正数时，等式中所有函数都是 

正的。） 

另一办法是，当 J ：>2 时估计/( I )的大小，当 r >2 时 2 i < x 2 且于是如果 r >2. 

就有 

0 ^ X 2 + - 2x + 1 ^ ^ = 3x ? 

所以 C =3 和 k = 2 也是 “/ U ) 是 0(/ >”这一关系的见证。 

注意在/<^)是 0(/) 这一关系中 * V 可以被函数值大于： r 2 的任何函数取代。例如，/(^> 
是 0<z 3 ) ， fD 是 0( jr 2 + 2工 1 7) 等《 

: t 2 是 0(/+2 t +1) 也成立，因力只要： r > l 就有十 2 x + U 这意味着和4=0 
是 / Xx ) 是 0( j ： 2 + 2 ：r + ]) 这一关系的见证。 ■ 



灰色表示 /CO = + 2x + 1 

满足<4/的那部分阁像 


m 2-2 函数 / +2x+ 1 是 0(V ) 


注意，在例1中有两个函数 /( i ) = x 2 +2 x + l 和使得 / U ) 是 CXg ( i )) 而且 
是 0(/( d )。 后一事实可以从不等式/ € x z +2: t + i 得到，这个不等式对所有非负实数 I 都成 
立。我们把满足上述两个大0关系的函数/( X )和 g ( JC ) 称为同阶的 • 本节后面还要讨论这个 

概念 D 

注意 /( X )是 0( 容 U )) 的事实有时写作 /( x ) = 0 Cff ( jr)) o 不过这一写法中的等号并不 
代表真正的相等。其实对于这些函数的定义域令足够大的数而言，函数/和 g 的值之 
间有个不等式成立 e 

■ 

大 O 记号已经在数学中使用了差不多一个世纪，在 2*3 节会看到 * 这一记号在计算机科学 
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中也广泛应用于算法分析.德国数学家 Paul Bachman n ei 892 年在他的一本重要数论著作中首先 
引入了大 O 记号 a 大记号有时又以德国数学家朗道 （Edmund Landau )© 的名字命名为 朗道符 
号。朗道在他的著作中始终使用这一符号。大 o 记号在计箅机科学中的普遍使用归功于高镰纳 
(Donald Kttuth )® f 他还引人了将在本节随后介绍的大 n 和大0记号， 

当/( X )是 0( gU 》）， 而对足够大的是一个绝对值大于 f (: r ) 的函数时，有 /( J ：) 是 
0( Mi )) d 换言之，在 /( W 是 OU ( i )) 这一关系中，可以用具有更大绝对值的函数替换函数 
要看清这一点，注意如果 

! fix) I ^ c j g(x) f 若 j > 是 

并且如果对所有有 I hU ) I > I gU ) I , 那么 

\ fix) I ^ C I h(j£) \ 若 : r > ^ 

于是 /( x ) 是 CKhix ) } 。 

■ r I —I j 。 jj - 

•- 0 Eft 曼 { l ^ u _ Guslflv Iteifirkh Bachmarm , 1837—31920) 是路德教牧师的儿子 * 继承了他父亲虔诚的生活 
方式和对音乐的热爱 a 尽行巴麴曼早期的敢学学习 并不颁 利，他的一位老师还是发现 r 他的数学才胙。在 
瑞士从肺结核的病痛中康复以后，巴赫曼学习了敢学 * 首先在柏林太学，随 is & w 廷裉大学。在铒大他听了著名数论家 
迪里赫里 （ DHchkt ) 的课 v 1862年在德 N 数论家库默尔 （ Kummcr ) 指导下 获博士 学位；他的论文内容是群论，巴赫曼曾先 
后担任布來斯劳 （ Bwsbu ) 大学和明斯# mister 》 大学教授，从教授位 S 上退休后*他绑续数学写作、弹钢琴并旦在报纸 
上作音乐评论 & S # 曼的数学论著包括5卷本对数论结果与方法的评述，2卷丰的初等 数论， 一本关干无理数的书和 一本关 
于以费尔马最后定理闻名的数论猜想的书 * 在他1892年的书解析数论）中引人了大 C ? 记号， 
i © 明道 （Edimind I 如 ulao ， ] 877 — 1 S 38) 是一位柏林妇科医十的儿子_在桕林完成离中和大学教育。 

年在佛罗本尼与斯 （ Frobenios ) 的指导 T 获得博士学位。朗道首先在桕林大学仃教， 后到哥廷裉 大学，在那 
里任教 授寅到納粹迫使他商开，朗道对数学的贞献主要在解析敗论领域,特別是就素数分布得到几个 S 要的结论。他完 
成了三卷本的数论评注及关于数论和数学分析的其他书糖- 

■■ ® 富镰铕 （Donald E , Knutli , B 38 年生）在密尔沃基长大，他父亲在那里的路德髙中教授簿记*并拥有_ 

家小甩的印刷/ \商德纳是个优秀的学生，多次获得学业成就奖 . 他以反传统的方式运用才能 t 在八年级 
时赢了 一次找字比赛，成绩是用 liegier's Giant Bar ” 中的字母组成了 4500个单词 & 这次胜 利为他的母校贏得一台电 ft ， 
为班上的冋学每人康了一根棒糖。 

高徳纳在 Case Institute of Technology t 开思琿工学院)上学时躭放弃音乐而主修物理，橄了艰难的决策。然后他又从 
物理转为数学，1960年获学士学位 > 由于教师们认为他的工作杰出，同时以恃别奖的形式授予他碩士学位.在开思，他 
脊理篮球队，并用他的才能发明了一个怙价每位球员 价说的 公式。这新奇的方法被 CN 卿和 CBS 电视网的 Walter 
Crmikite 报道， I 960 年高德纳开始在加州理工学陕做研究生，并干1963年获薄士学位在这期间他还担任蝴问，为不同的 
计算机写编译程序 w 

蔺德纳年加人了加州理工学脘的教师队伍 T 一茛到 1968年指任斯坦楢大学教授。 U 92 年为集中拍力写作*他 
作为荣誉退休教授 # 他特别感兴趣的5为他的《计算机程序设计艺术》丛 书完成 新卷写作并更新旧卷，这袞丛书是1962年 
他还是研究生时以编译稈序为中心开始写 作的. 至今 B 对计*机科学的发展产生 T 意义深远的影在常用的行话中 r 
“离榭纳"就意味昔《计算机程序设计艺术》 t 也就意昧着数据结构和算法 这一类 问®的答菜 a 

离德纳是现代计算复杂度研究的奠基人，他对编译程序做出了基础性的货献_对数学印刷的不满激发他发明了现在 
广泛使用的 TeX 和 Metafant 系统* TeX 已经成为计箅机排印的一个标准语菖，他获得的众多奖项包括1974年的 3 L 灵奖 
和卡特总统授给他的1979年国家技术奖。 

商德纳为计算机科学和数学方面内容广泛的专业期刊写了许多文章 * 不过他的头一筲作品是195?年还是一年级新生 
时写的，是对妳为 “The Potrzebie Sysiems of Weights and Measures " (七 M 和度的 Poirsebie 系统 > 的计量系统的模仿小 
品 & 诙文 g ■先登在 MAD 朵志. Ei 经多次重印他与父亲一样是一位教堂风琴手 * 还为風琴作曲。离德纳相信+可以像写 
诗或作曲一样编写计算机 程序。 

对他年中的每个锫误，离德纳付2, 56美元给第一个发现的人，对毎个有意义的建议 * 他付 0.32 吴如采你寄给 
他一封信指出一个错误<你只能寄許通信件，因为他己放弃阅读 电子邮 件），他最终会通知你,你是否是第 一个告 诉他这 
一锘误的人 * 要耐心等待，因为他收到的_件太多，（■作苦寄给®德纳_封报告错误的信，儿年以后才收到间信.他吿诉 
我，我的报告比首先报 吿这一 错误的信晚到了好儿个月 d 
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在使用大0记号时，在/(^>是0(发 (: t )) 这一关系中函数 g 总是选得尽可能小 g (有时 选自某 
个参考函数集合，例如形 为/的 函数，其中； I 为正整数。） 

在随启的讨论中，差不多总是处理只有正值的函数。对这样的函数来说，在用大 O 做估计 
时可以不必涉及绝对值，图 2-3 说明/( I )是 0( jg (: r )) 的关系。 



阁 2-3 函数 / U ) 是 0( g ( j ：)) 


例2说明如何用大 CM 己号来估 i ： 十函数的增长 . 

例 2证明7^是 OCz 3 ), 

解注意当 i >7 时，就有(在^>7两边乘以 d 得出这个不等式 J 因此，取 C =1 
和走=7做见证，证明7/是 OU 3 ) 这一关系。另一种方法是，当 i > l 时，有 7 V <7 P , 于是 C 
= 7和 k = l 也是 7 x 2 是 CK〆 ） 这一关系的见证9 ■ 

例 3 例2证明了 7 〆 是 CKx 3 ), P 也是 （ X 7 P ) 吗？ 

解要判定/是否 0(7^), 必须判断是否存在常数 C 和 h 使得只要 就有工 3 < 
C (? P )。 这一不等式等价于不等式:这是在上_不等式两边除以 x 2 得到的 d 注意不可能 
存在这样的 C ， 无论 々是 什么，对所有^>6有 i <7 C , 因为： r 可以任意大 6 于是 z 3 不是 
0( 7 jc z ) ^ 麵 


2.2.3 —些重要的大 O 结果 


多项式常用于估计函数的增长，与其每当多项式出现时都要分析多项式增长，不如找一个 
总是可以估计多项式增长的结论 B 下面的定理给出这种结论。这个定理证明了多项式的首项支 
配其增长，断定次及低次多项式是 CKfh 


定理 


令 /( + 1 ; … + ，其中仰 f 句 . u n -1 t 〜为实数， 


那么 / G ) 是0(/)。 

证用三角不等式（参见 1.5 节练习35)，如果: r > l ， 就有 


| fix) I = I a n jc n a H — a j： nm ~ l + … + w j ： + 沒 o I 


< I I x h +1 I' : c” _l -f “， +| a】I x + i ao \ 

= x ri ( ! a n S + l a n ^\ I /jt + -- fc +1 ai | /jr"' 1 ~h| I !i n 、 
^ .r w ( I a n 1 十 I 丨十…+丨 h i +1 ao [) 


这说明只要： r > h 就有 
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f { jc ) I ^ Cx n 

其中 丨 a n I + I a H -i 1 十… + I ai ) + 1 邮！。予是 /(工）是 0 ( x n ) a □ 

现在举几个与定义域为正整数集合的函数有关的例子 t 
例 4 怎样用大 0 记号估计前 m 个正整数的和？ 

解由于前《个正整数都不超过所以 

1 + 2 + + n ^ n + n + n = w 2 

由此不等式知 i 十 2+^ + u 是 O ( V ), 取 C =1 和作为见证。（本例大 O 关系中的函数定义 

域为正整数集合 6 ) ■ 

例 5 中用大 0 估计阶乘函数及其对数函数 9 这些估计对分析排序过程中使用的步数有重要 
作用。 

例 5给 m 阶乘函数和阶乘函数之对数的大 o 估计，其中阶乘函数 / u)=w 的定义为：只 
要《是正整数， 

71 1 = 1 ■ 2 ■ + ” W 

而0! = 1 * 例如 

1! = 1 , 21 = 1*2-2* 3! = 1 - 2 •卜6， 4! = 1 • 2，3 * 4 = 24 

注意函数 n ! 增长迅速，例如 

20! — 2 432 902 008 176 640 000 

解注意到乘枳中的每一项都不超过〜就能得到 W 的大0估汁。于是 

n \ = 1*2*3- *** * n 
n * n * Ti • * n 

= n n 

这一不等式 说明？ i ! 是 OU 〃） D 对用于估计 d 的不等式两边同时取对数，得 I 

log 71 [ ^ log n n — n\og n 

这表明 log H 是 OC / aiog ”）， 取 C =1 和 A = 1 作为见证。 ■ 

例6 在 3.3 节将证明对正整数心 用这不 等式可以得知 n 是 0(2”， （取 i = 
做见证 J 由于对数函数是增函数，只要在这一不等式两边取对数（以2为底）_得 

log n <i n 

于是 bgn 是 OU )。 （仍取 6 = 做见证。） 

如果以6为底取对数，其中 A 不等于2,就有 log ㈣ 岛 OU ), 因为 

1 lo ^ n ^ n 

1 聊 = 兩 < 旧 

其中 7 ?是正整数。取 C ：= l /】 og 6 和6 = ：!做见证。（用 了附录 A 定理3的公式 log 碎 = logn / logfc fl ) 

m 

前面提过，大 o 符号常用于估计一个特定的计算机过程或算法解题时需要的操作数 。 做这 
些估计时常用的函数包括： 

1 ，log run^nlog n f n z ,2 n 

用微枳分呵以证明，上述每个函数都小干表中列在随后的函数，准确 地说， 每个函数与随后的函 
数的比在 n 无限增长时趋向于 0 a 图 2-4 给出了这些函数的图像，图中函数值的每个刻度都是前 
面的刻度的两倍。 
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圏 2-4 大 C ) 估计常用函数增长罔 


2.14 函数组合的增长 

许多算法都由两个或更多独立的子过程组成，使用这样的算?上*用计算机 求解定 大小的 
问题所需要的步数是这些过程使用的步数的和.用大 o 估计需要的步数，必须找出对每个子过 
程所用步数的估计，再把这些估计组合在一起。 

只要能把不同的大 O 估计组合在一起，就能提供对函数组合的大 o 估计.特别是往往要估 
计两个函数之和与之积的增长。如果已知两个函数各自的大 O 估计，能得到什么结论呢？要弄 
淸两个函数之和与之积有什么样的估计，假定 / lU ) 是 0 ( gl (y )，/ 2 < z ) 是 0( 幻 （ x)h 
从大0记号的定义，有常数 Ch Ch h 和釤，使得：当时 

I /i ( x ) I < Cl \ gj ( x ) I 

当时， 

i /2<x) K Ce I g2(jo> \ 

要估计与 /2 U ) 之和，注意 

I (/i + /p ) ( ^:) I = t fi O) + /? (a:) I 

<1 /i(x) ! + | f 2 U) I (用三角不等式 U + fr|<UI + |A|> 

当 ^ 大于 ^1 和 h 时，从 i _A (i) | 和丨 /g(jt) I 的不等式得； 

| /i (x) [ + 1 /£ ( 工 ）! ^ Cl \ gi (j：) 1+ C 2 \ H2 

< Ci 丨 ff(jc) I+C 2 1 g(x) I 
= CC | + Cg ) ； g (^ r ) \ 

=C I g(jo) I 

其中 C=Ci + C2 ，而 g (^ c ) ~ max ( | giix ) I f I I 〈这里 max ( a T b ) 表示 a 和 /> 的最大 

值，亦即 a 和 6 较大的一个。> 

这一不等式说明 I (/ i+^KiKC | g (: t ) 丨在时成立，其中; = hh 把这 

一有用的结果作为定理 L 
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假定 /] O ) 1 是 CK 尽 1 < J)) ， /2< 工 ) 是认紅 2 ( 工 )） * 那么 （/][+/g) ( 工）是 OCmax( !幻 （ x) !， 


I 价（了） "） 。 

对 A 和 h 的大 O 佔计往往会使用同样的函数在此情况下，由于 max (幻（ X )， g 2 ( x )) = 
g ( jc ), 定理 2 说明（力十 / 2 )(: r ) 也是 G ( g ( x ))， 下面的推论]就是这一结果. 

推论 I 假定 /l U ) 和乃&>都是 OU ， U )>, 那么 </ i +/2)( d 也是 0( g ( i ))。 

用类似的方法可以推导出 A 和/ 2 的乘积的大 （） 估计，当工大于 maxUh 时，有 

I 丨 = I /i( 工 ）I I /z( 工） 

< C \ I < x ) I C2 I g 2( i ) t 

< Cl Cz i ( gigz )(^) ! 

< C l < gu ?2)<^) I 

其中 C = CiCh 从这一不等式知/〖（1>/2(工>是0(幻幻），因为存在常数 C 和即 O - QCs 和 
A = h ), 使得只要 x > K 就有1 ( A /2 M 工 ） 丨 <C ) 幻（: r ) g 2( 工）。定理3即是这一 


结果 D 

fSBtUMti 假定 /1 ( 1 ) 是 fl ( J ) 是 ( Xg 2 i ^ r }) i 那么 (/1 ,2 ) ( 1 ) 是 0 ( g \ ( x ) g2 ( jc ) ) 0 
用大 G 符号估计函数之目的，是选一个相对增长较慢的函数发( 1 )，使得 /( x ) 是 
下面的例子说明怎样利用定理 2 和定理 3 来实现这一目标，下面的几个例子中给出的这一类分析 

常用于分 析用计 算机程序解题时所用的时间 。 

例7 给出 /(??) = 37 ?]og <?!! ) + ( V + 3 ) log ■的大 O 估计，其中 n 是一个正整数 
解首先估计乘积 3/ i ) og ( n !) ， 从例5知道 * log ( M ) 是 CKn log a ) 3 由这一怙计及 3 fl 是 O ( ra ) 
的事实，定理3给出的估计为 STibgh !) 是 O ( Mbgn ), 

下 一 步估计乘积( V 十 3) log ^ 由于 （ n ? + 3> ■< 2?? 2 在 / i >2 时成立 ，则 V + 3是 CK ) 。 因 
此，由定理3知 （# 十 3) hgn 是 OU 2 log 用定理 2 把两个乘积的估计组合在一起，得 / U ) = 

logC r ! ) "f ( I ? 2 + 3) log n 是 CK # log rt ) 。 ■ 

例 8 给出 /( W ^ Cjr+mugtP + l ) 十 3 d 的大 O 估计 e 

解首先找 Cr 七 l ) lo g (^ + l ) 的大 O 估计 D 注意 （ x +1) 是 Obh 另外当 i > l 时 + 
2 x $。 于是当 x >2 时， 

log ( jr 2 + 1) < ] og (2 jr ? > = log 2 + logx 2 = log 2 + 21 ogx ^ 3 log 工 
这说明 log ( x z + l ) 是 0( log i ) a 

从定理3知（1+])10 2 (^ + 1)是(9(110运1),由于 3 W 是 OU 2 )， 定理 2 说明/(尤）是 
0(max(j ： logj ：， jo 2 )) „ 当： c>l 时 + 由于工 log 丁是 /(x) 是 0( 工 2 ) D ■ 


2 fc 2. 5 大 CT 与大 © 记号 

大 （〕 记号广泛用于描述函数的增长，但有局限性，特别是当/(^>是 0(g(z)) 时，我们只有 
用 Wz) 估计/(I)的大小对大^值的一个上限 D 大 O 记号不能提供对大 r 值的 /< z) 之大小的 F 
限。为此使用大 n 记号。当希望给出函数/(I)的规模相对于参照函数发(^)的上限和下限时，使 
用大 © 符号 3 大 n 和大0符号都是卨德纳在1970年引人的.他引人这两个符号的动机是，纠 IE 

人们需要函数的上限和下限时对大 o 符号的误用0 

现在定义大 n 符号并解释其用法。然后再定义大0并解释其用法。 

在大 o 和大 n 记号之间有很强的联系，特别是/(工)是 n ( Wjr )) 当且仅当发(文〉是 CK /( z)h 
这一事实的证明作为练习留给 读者。 

aaa 令/和为从整数集合或实数集合到实数集合的函数，如果存在正常数 c 和々，使 
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得在： t > 是时 

\ /(^) I ^ C S g(x) 

我们说 / u ) 是 n ( 茗(工)）（读作/(工)是大 agix )). 

例9 函数 fix ) = 8 j : 3 + 5^ 十？是 fl ( g ( x )) t 其中 gijc ) — x ^ D 由于 /( I ) = 8 P + 5/ +7^ 
SP 对所有正实数都成立，所以上述说法成立4这等价于#上）=1 3 是0(8^+5/+7),而只须 
把不等式颠倒过来写直接就得到这 一结论 u _ 

通常，重要的是知道相对一个简单参照函数某函数增长的阶。所谓简单函数，指的是如/ 
(其中《是正整数）或 P (其中<>1)这样的函数。要知道函数增长的阶，就需要了解函数大小的 
上界和下界 D 也就是说，给定一个函数/〔 I ),我们想要一个泰照函数 g (： T ), 使得/( X )是 
0(^^)) 和 /( W 是下閲定义的大0记号表达这两个关系，既提供函数大小的上界， 
又提供函数大小的下界 & 

令/和为从整数集合或实数集合到实数集合的函数，如果 /($) 是及 
/( x ) 是 m 发就说 /( w 是 0 ( g ( x )), 若/(怎）是 0 ( 茗⑴），就说 “/ u ) 是大 © gu )' 也说 
/( X )是 g ( x ) 阶的 & 

若/( I )是也是©(/(工）），在使用大0符号时，中的片 (: r ) 通常是一 
个相对简单的参照函数，如： T % bgi 等，而 /( W 可能会相对复杂些。 

m to 已证明（例 4 ) 前几个正整数的和是 o ( w >, 这个和是 w 阶的吗？ 

■■豫解令 /( 幻=1十2 + 3 +…+〜由于已经是 / U ) = G < n 2 )， 为证明 / U ) 是 V 阶的， 

■: 1 零 只需找到正整数 C 使得对足够大的^ 有 f (7 i )> d 为获得这一和的下界，可以丢 
掉这些项中的前〜半，只把大于 「 n / 2l 的项加起来，得 

1 + 2 丁 -“ + ， !>fV2l+(fV2l+l) + … 十 n 

> fVz/2 _ ] + 「 ?i/2"|+ … + 「 ra/2"| 

= (n — fn/ 2] -h 1) [n/2] 

> U / 2 ) W2 ) 

-^/4 

这说明/(«)是 n (#>, 结论是 ; / u ) 是 M 阶的。用符号来写， /(〃） 是 ©( v )。 ■ 

可以证明，如果能找到正实数 G 、 <： £ 和正实数 ft ， 使得对1>右， 

Cl | g(j：) 1 ^ j f(jr) I ^ C 2 1 g ( 戈 ） i 

则/(文）是& ( ff ( jr )), 因为上式说明/(尤）是 CK 尽 ( J ：)) 及/( I )是 n (以 I ))。 

例 U 证明 3x 2 + log t 是 0 ( X 2 ) e 

解因为 log ，所以对 3工 2 + 8工 log II 工 2 B 从而3^ + Sjt log 立是 

OCx 2 ) ，显然 x 2 是 0 (3 x 2 +81 〖og jt ) ， 也就是 Si 2 +Sjr log j : 是 @( x 2 ) 。 _ 

—个有用的事实是，多项式的首项决定多项式的阶。例如，若/(^)=3/+¥+17戶+ 2 , 
那么/(工) 是/阶 的。下面的定理说的就是这一事实，其证明留在本节末的练习中由读者来 
完成 a 

令 /( j ) = +〜■〗 1 +… + fli:r + fl £) ，其中 a 。， ai ， …，知为实数，且〜尹 

0 & 则 / U ) 是，阶的。 

例 12 多项式3^ - lOx 7 4-221^2 + 1444 , 1 19 一 18 j 4 — 10 112和一 V s +40001:^ + 100 003 x 

分别是和工 9S 阶的。 _ 

不幸的是，正如高德纳已观察到的，大 0 记兮常被粗心的作者和演讲者误用，以为其含义 
与大 © 相同。当你 m 到有人使用大 0 记号时，別忘了它常被误用 。 近来的倾向是，如果需要函 
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数大小的上界和下界，就使用大 © a 

练习 

1, 判断/列各函数是否为 

a)/(,t) — 10 j b) /< — 3^ + 7 c)f(x) =x 2 + j-hi 

d)f(x) =B log x =[_:」 D/(x) 

2, 判断下列各函数是否为 

a )/( x ) = 17 jt + 11 b )/( j ：) = + 1000 c )/( x ) = j : log j : 

d )/( jr )= j ： V 2 c )/( x ) - 2 1 f )/( x ) —Ld . 「工 1 

3, 用 / U ) 是 OCgU )) 这一事实的定义证明 /+9 P + k +7 是 CXx d K 
4+用 / U ) 是 OQU )) 是一事实的定义证明2^ + 17是 C )(3~ 0 

5. 证明 U z + 1)/ U +1) 是 0 (xh 
6* 证明 +2: r )/(2： r +1) 是 

7-对下列苺个函数求最小的整数^使 /( W 是 0(/), _ 

a)/(x) = 2 jt j + jt ? log j? b)/(x) — 3 jt^ ^C Jog i) d 

= ( x g + ^ + 1)/(^ + 1) d ) f { x ) = ( jc A + 5 tog : r >/(/ 十 1) 

a * 对下列每个函数求最小的整数^ 使 fumo (，)。 

£n)f(jc) m =2x Z -+ Jr 1 log JC b) = 3x^ 4™ flog x) A 

c)/(j:} = (j: 4 +x 2 + 1 )/( / + 1) d) fix') — (x 1 + 5 log 文 W -hi) 

9, 证明 y +4 J + I 7 是 0( P ), 但 x 3 不是 0( x s +4 x +17 h 

10. iff 明/是 O (^), 不是 0(^ ), 

1 L 证明 3 x 4 + l 是 0 UV 2), 而且 d /2 也是 CX 3 V + l) e 

12 . '证明 rbgz 是 0( 〆 ） 但 / 不是 OCr log j > 

13. 证明 2 n 是0(3")但不是 0(2。， 

U ■若 gCd 是下列阐数 . P 是吗?（例如，如果 g C -^) = j ：+ l , 这一问題问的 是乂是 0(1： + 
1) 吗？） 

a ^ Cx ) = x 2 b )^( x ) = = jc 2 + j a 

tDg( j) = P 十 i = 3 J f)g(x)=^: J /2 

IS , 解释一个函数是 0(1) 的含义， 

16-证明若/( I )是 OU ), 那么 / U ) 是0(/)。 

17,假定/(工>， g U ) 和 AU ) 为函数，使 / U ) 是 O ( ffU )), Wx ) 是 O ( AU )), 证明 / U ) 是 O ( AU )), 

IS . 令 A 为正整数，证明1*+2 4 卜…+ 一是 0( d +i )。 

19. 对下列各函数给出〜个尽可能好的大 O 怙计， 

a )( n ? + 8 )(n + 1) h)(n log ?i + n 2 ) + 2) c)(nf +2" Kn 1 + log (Y 十 1)) 

2 0 , 给出下列各函数的大 o 怙计在你的估计 / g ) 是要使用阶最小的-个简单函数 

a ) ( rt 3 十? I s log n ){ k > gn 十 i ) 十 （17 log 打 + 19)( rt a + 2) 

b ) (2 rt + n 2 )(^+3 H ) c ) U - + «2 H + 5” （打! +5” 

2 L 给下列各函数一个大 D 估计，在你的估计 /{ d 是 0 Q (: r )) 中，要使用阶最小的一个簡单函数. 

a)?t LogCn ? + 1) + n ? log n h)(n log rt+l V + dcuj n+lKV + i ) 

c ) n 2 " + n " 2 

22. 对练习 1 中的各函数，判断它是否为 OU ) 和 0(2), 

23-对练习2中的各函数，判断它是否为 IKP ) 和 QU 2 ), 

24, a ) 证明 3: c +7 是 0( jt ) g 
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b )® 明十: r — 7是 0(^}, c ) iiE 明卜 + 1/2庳 0 U ), 

d ) 证明 k ) g ( i £ + I ) 是 0( log . j：) fl e)iff 明 是 ®( bg ? j ：) 。 

25. 证明/⑴是 0( g (^)) t 当且仅当 / U ) 是 O ( gU )> 且 ff ⑴是 CK/{^))e 

26. 若 / U ) 和 〆 : r ) 是从实数集到实数集的函数，求证 /( t ) 是 （ X ff ( j ：)), 当且仅当 g U ) 是 fK / U )). 

♦ 

2?. 若 / Or ) 和及(^)是从实数集到实数集的函数，求证/(又）是® ( g ( T ))， 当且仅当存在正常数 *, 匕和(^ 
使得只要 工>1 就有 Q I gU ) \ < I fU ) \ < C 2 \ gix ) \ a 

2«, a ) 找出练习27中要求的 A , C 3 和 C 2 , 直接 iiE 明 3 d+：c + ] 是 0<3 P) S 

b ) 用图像表示 Q ) 中的关系，即给出函数 3 P +： r 十】、 C 3 * 3/和(： 2 • 3/的囹像 t 在2轴上标出其 
中 I C t , Q 是中你找到的证明 3 P + 工+ 1是 0(3 P ) 的常数 a 

29+用闬像表示/( I )是 这一 关系。画出 /( J ：)、 C , 丨 gU ) | 、 C 2 | g ( x ) I 的阁像 t 并在 i 轴 i : 标 
出常数 I 

30, 解释函数为£1(]>的含义, 

31. 解释函数为 ®(1> 的含义。 

32, 给出前 I 个奇正整数之乘积的一个大0估计 

33. 若/和允为实数值函数，使/(1>是0(：襄<1)),证明户（1)是 0( fU)) fl (注意广 U ) = /( x )、） 

34* 若 / U ) 是0(沁私1)，其中&>1，证明 /(W 是 Otbg d x ), 其中 

35. 若 / D 是0(#工）），其中/和 g 是无限增 K 的函数，证明 log | fU )] )是0(〖叫丨 gix ) ! ). 

36 . 假定 /( x ) 是 0< g ( j ：)), 能否推断 E 〜是 0(2#)? 

37■令 /_ U ) 和必 U ) 为从实数集合到正实数集合的函数 * 证明：若和均为0 其中 

g (: r ) 是从实数集到正实数集的一个函数 * 则 / i ( x ) 十必 （: r ) 是 0( gU )) fl 如果 / k U ) 能取负值。这一结 
论还成立吗？ 

3 S + 假定 / Cr )， 其 U ) 和 AU ) 楚函数，使 / U ) 是 0( jfU >>, 容 U ) 是 0( AU)) fl 证明 / Cr ) 是 0( AU )) , 

39. 若，（^)， /:( x ) 为从正整数集合到正实数集合的函数，且/,(文>和都是 0( ff <^)), 是否 （A — 
/ s )( d 也是 0 kU ))? 证明它成立或 给出- 个反例. 

40 . 若 / Jd 和为从正整数集合到实数集合的函数 • 且是 0( 扪 U )), / 2 U ) 是 0( 心 （1)), 证明 

(/|/2)(工)是 0(^] gjfj ：)). 

41. 找从止整数集合到实数集合的函数/和 g , 使 / U ) 不是 g < V ) 也不是 0(/ U)h 

42. 用圈像表示， /< d 是 fl ( ffU )), _出函数/(立)和 Cg (_ r )* 同时在 i 轴上标岀常数 I 

43. 若/ 1 (1)是0(校 1 (：^)， / 2 U ) 是 0( a ( j ))， 且对所有实数 x >0，/ 3 ( x )<0, 幻（工）#0,证明（/]// ? ) 
(_ r ) 是 0((^1 / gi Kx ))^ 

44. 证明1若 ■ a R —I jt ■ 1 + . “十 a ] j + a 。 ，其中 n 。， a _， …， a ， 为实数，旦则 /〈 X )是 


0(?)* 

大 a 大©和大 n 等符号可以推广到多元函数，例如.语句 /( t , y ) 是 G ( 〆 ^ : y )) 的含义是；存在常数 
C , k } 和 h T 使得对 ^>*1 和 y > k 2 , I fix , y ) \ <C | ff ( x , I = 

45, 定义语句 /( Jt ， jy ) 是 0( ff ( x ， y)h 

46, 定义语句/ ' (> r ， y)M y >)^ 

47* 证明 log 3 是 0(* r 6 ) 9 

48* 证明 ？ /+/ y +? y 是 y ) 。 

49- 证明 p 

50,证明 「tylfKwh 


以下的问题处理另一类渐近记号，称为小0记号 * 由于小〃记号以极限概念为基础，故徽积分知识是 


必要的如果 


lim ^7^ = 0 

T 一 gKX ) 
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就说 /( J ：> 是 0( g ( J >)( 读作 /(1)是小0 g ( jc )) ^ 

5 L (需要微枳分）求证 

及)/是 t > C 龙 3 ) b)-r log 是。 （ I 2 ) c ) 工 2 是 o(£ J ) d )^ +> r 十 1 不是 £>(_ r ") 

52. (需要微积分 > 

a ) 求证： 若函数 /( x ) 和 gU ) 使得 / U ) 是 c 为常数 t 则 r / OO 是 e >( S U >), 其中 （ c /) U )= c / U) a 
tO 求证 ： 若 f ' ⑺ ， /: ( Jr ) 和牙 ( x ) 为函数，使得/! ( i ) 是0(昇0))，是 o ( g ( j :》） ，则 （/ t + ZzWi ) 
是 o ( g(^)) f 其中 （ i+A Kx ) jr) fr 

53. (需要微积分 ）_ 出 ； r log a 分及 i bg W 的圈像以表示 i bg jt 是 〆 W h 解释这一图像怎样说明 
j log x 是 

54. ( 箔要微积分）用罔像表示 /( Jt ) 是_出 / U )， 和 /( x )/ d « r > 的图像， 

*55 〆 芾耍微积分）假定 / U ) 是 o (^ U ) K 能否由此推出 

*5fi. ( 需要嫌积分 ) 假定 /U) 是 a<gCr)> v 能否由此椎出 bg 1 fix) \ 是 。 (bgt gtx) \ )? 

57. (鞯要微积分）本题屮的两部分描述了小0和大 O 符号之间的关系， 

a ) 求证 S 若承数 / Cl ) 和 ff ( 1>使 /( J 7) 是 tl < g ( J 7)) ， 则 /( J ：) 是 0( 片(: T ) ) a 

b ) 求证： 若涵数 /( x ) 和使/(』)是 O ( g 0 r >), 那么不一定能推出 / U ) 是 o ( gOr )), 

58, (需要微积分）求证；若 / U ) 是?1阶多项式，是 m 阶多项式，旦则 / U ) 是 

59 •(需 要微积分）求证：若是 OQU >), fA ^^ oigi^U 那么 /iUi + AU ) 是 OCgCr )) 

60 . r 希要微积分）令 为第 ? I 调和教 

H h = 1 +去十去+…+丄 

4 J n 

求证 K 是 CKlog m ) 。 （提余；建立不等式 

g j J 口 

办法是 if . 明对 j = 3 •…， n . 以7_1 到） 为底、 1/ i 为高的所有这些长方形的面积之和小于曲线5二 

1/^下面从2到〃的 这一面 积。） 

*6L 求证 n log w 是 CKlog ^ f) o 
t 纪 62, 到断 iogU!) 是 ©(” log n> 是否成立 f 给出理由。 

令 / U ) 和# ? U ) 为从实数集合到实数集合的函数 ， 如果 = 就说 /( d 和贫 U ) 是渐近 

_X«p««an 

的_写作 /( X )〜 

63. 〔需要徽积分）对下列每对函数，判断/和 g 是否渐近。 

a ) jT ( jr ) ^= jt 2 + 3 j :+7 1 ) —* r ? + 10 

b) f(x)~x 2 log jet jt) 

c ) /(^)-^ + Log (3^ B +7 > t ^( j )^(^ + 17 x +3)^ 

d^f(x) = (j; 3 + _r ? + X+ I ^ fi*( .x) (jr 4 + 工 3 + 工 2 +.r +1) J 
e )/(= +1) ， g ( Jr ) = -og x 

gU ) = Z x+ ^ 

&)/(^}^2^ , g ( jr ) = 2 iE 

2.3 算法的复杂度 

2 . 3 - 1 引言 

什么条件下箅法能提供令人满意的解？首先，算法必须给出正确的答案 • 第3章将讨论如何 
说明算法的正确性。其次 • 算法必须有效率，本节讨论算法的效宇^ 


118 


2 章 

怎样分析算法的效率呢？ 一种度 M 是当输人值具有一定规模时 • 计算机按此算法解题所花 
的时间^第二种度 ft 是输人值具有一定规模时，实现这一算法计算机需要多大内存 D 

这些问題都涉及算法的计算复杂度 S 分析解决特定规模的问题需要的时间是算法的 时间复 
杂度。分析需要的计算机内存是算法的 空间复 杂度，在实现一个算法时，时间和空间复杂度的考 
虑都是实质性的*显然，了解算法是 微 秒、一分钟还是几亿年才能给出答案是很重要的*类似 
地，必须能提供所需的内存才能解题，所以必须考虑空间复杂度。 

空间复杂度的考虑与实现算法时使用的特定数据结构紧密相关。由于本书对数据结构不做 
详细讨论，所以不考虑空间复杂度，而将注意力集中在时间复杂度上。 

2.3.2 时间 复杂度 

在输入规模一定的情 況下， 算法的时间复杂度可用算法使用的运算次数表示 □ 度量时间复 
杂度使用的运算包括：整数 比较， 整数加法，整数乘法，整数除法或任何其他基本运算。 

时间复杂度是用运算次数而不是计算机实际使用的时间来表示，因为在执行基本运算时不 
同的计算机需要的时间不同 • 把所有运算分解成计算机使用的基本位运算是相当复 杂的。 而且， 
现存最快的计箅机执行位运算（例如两个位的加、乘、比较或交换>的时间是10一 9 秒 （1 纳秒）， 
但个人电脑可能需要104秒 （1 微秒），做同样的运算时间相差1000倍。 

我们用 2. I 节求有限整数集合最大值的算法1来说明怎样分析算法的时间复杂度 - 
例1描述 2. 1节求集合最大元素的算法 i 的时间复杂度 • 

解 由于比较是该算法使用的基本运箅，就以比较的次数作为其时间复杂度的 度單. 
要求以任意顺序列出的”个元素之集合的最大元素，首先让临时最大值等于表中的初 
始项。然后在比较后判断是否未到表的终点，将临时最大值与第二项比较，如果第二项大，就用 
第二项的值更新临时最 大值。 这一过程继续下去，对表中的每一项都进行两次 比较： 一次判断是 
否未到表终点，另一次判断是否需要更新临时最大值 & 由于对从第二项到第”项的每一项用两次 
比较，再加上一次在 i ^ n + l 时退出循环的比较，所以应用这一筲法时使用的比较次数恰兔 
2(«- l ) + l = 2 w - U 因此，求《元集合最大值的算法的时间复杂度是 9 U )， 这是用算法使用的 

比较次数来度量的 。 ■ 

下面将分析搜索算法的时间复杂度. 

例 2描述线性搜索的时间复杂度. 

解 该算法使用的比较次数将用来度量时间复杂度 。 算法中每次循环都做两次比较 0 —次 
判断是否己到表的终点. 一 次比较 x 和表的一个项 u 最后还要在循环以外再做一次比较 D 于是当 
:时，最多需要做以+1次比较 B 当 x 不在表中时，最多需要2" + 2次比较。在这种情况下， 
次比较用来确定1不是〜，2， ".， n ， 再加上一次比较用于退出循环，和一次循环外 
的比较。所以当 T 不在表中时，共用2打+ 2 次比较。从而线性搜索最多需要 OU ) 次比较。 ■ 

最 坏情形复杂度 例2中做的这类复杂度分析是最拓情形分析 d 算法的最坏情形指的是把算 
法应用于—定规模的问题最多需要多少次运箅 # 最坏情形分析说明算法襦要多少次运算就保证 

给出问题的解答。 

例 3 描述二分搜索 筲法的 时间复 杂度。 

解为简化描述，假定表叫，似，…，中有 n = 个元素，其中♦是非负整数 d 注意 A = 
log «, <如果表屮元素个数 n 不是2的幂，那么这个表可以看作一个有 2 i + 1 个元素的大表的一部 
分，其中 + 因此是大于 n 的2的最小幂。） 
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在算法的每一阶段，都要比较 〖和 j 来判断待搜索的表是否包含1个以上的元素，其中 r 和 j 
分别是当前待搜索表的第一项和最后项的位置，如果 i < j , 就要做一次比较，判断 x 是否大于待 
搜索表的中间元素， 

在第一阶段将搜索限于含 2* — 1 个元素的表。至此已使用了两次比较，这一过程继续下去， 
每一阶段都用两次比较把搜索限制在长度减半的表中，换言之，第一阶段在表中含 2* 个元素时， 
用两次比较把表减半，在表中含以- 1 个兀素时又用两次比较，在表长减为时又用两次比 
较，如此等等，直到两次比较后，表长为2 1= 2。最后当表中只剩一个元素时，再用一次比较确 
定没有其他元索留在表中，还要一次比较判断这一项是否为 

_此，在表中有 P 个元素时，二分搜索需要 2 A + 2 = 2 log n + 2 次比较，（如果 n 不是2的 
幂. 最初的表扩展为含 P + 1 个项的表，其中搜索需要最多 2 「bg n ]+2 次比较。）于 

是二分搜索算法需要最多 0( log ») 次比较„由此分析知，在最坏的情况下，二分搜索算法比线性 
搜索效率髙 g _ 

平均情形复杂度除最坏情形分析以外，还有称为平均情形分析的另一类重要的复杂度分 
析。 这类分析是就_定规模的问题，对所有输人求解使用的平均运算次数.平均情形时间复杂度 
分析一般比最坏情形分析复杂得多。不过，线性搜索算法的平均情形分析不难完成，例4就是个 
说明。 

例4描述线性搜索算法的平均情形性能，假定元素 I 在表中 。 

解已知 X 在表屮时*有 n 类可能的输人 e 如果 I 是表的第一项，需要比较3次 2 —次判断 
是否已到表终点，一次比较: r 和第一项，再在循环外比较一次 D 如果1是表的第二项，还要增加 
£次比较，所以总共要比较5次，一般來说.若； r 是表的第〖项， i 次循环中的每一次都要做2次 
比较，外加循环外一次，所以共需要 U +1 次比较 a 于是平均比较次数是： 

3 + 5 + 7+ - + ( 2 n + 1 ) 2(1 + 2 十 3 + …+ 打）十 a 

n n 

在 3*3 节将证明 


1 +2 + 3一“ + 


n(n~\- 1 ) 



所以，线性搜索使用的平均比较次数（已知1在表中）是 

㈣■ 砂 +” = , + 2 


这是 Obh 



注窻第4幸的分析中假定了 在被技索的表中，而且 i 在一切位置的机会都相等 D 当 
x 可能不在表中时，也可以对这一算法做平均情形分折（参看本节束的练习 13) & 

注意尽管把判断是否到达循环结尾所需的比较也算进来，但通常这些比较是不算进 
来的。从现在起忽略这些比较„ 


两个排序算法的最坏情形复杂度例5和例6分析胃泡排序和插人排序的最坏情形复杂度。 
例 S 用比较次数来衡鲎，冒泡排序的最坏情形复杂度是什么？ 

解冒泡排序（其描述在2_ 1节例4>通过一遍遍处理 -个 表来对这个表排序+在每一 遍冒泡 
排序都一次次比较相邻元素，必要时交换相邻元紊。在第1遍开始时， i _] 个最大元素保证是在 
正确位置上。在这一遍，使用〃一纟次比较，所以排序《个元素的表时，冒泡排序所使用的总比 


较次数是 
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( n - l ) + ( n - Z ) + …+ 2丄 1 = 


(n _ ])n 


以上利用 了将在 3 * 3节证明的求和公式 D 注意 g 泡排序总是使用这么多次的比较，因为即使在某 
个中间步骤表已经完全排好了， S 泡排序仍继续进行。于是菅泡排序使用 — 1)/2 次比较，所 
以用比较次数来衡 M ， 冒泡排序的最坏情形复杂度是 0 U 2 )。 _ 

例6用比较次数来衡量，插入排序的最坏情形复杂度是什么？ 

解插人排序（其描述在 2.1 节例 5) 把第 J 个元素插人到前 j — 1 个已排好顺序的元素中的正 
确位置上。插人排序用线性搜索技术来做到这一点，依次比较第 j 个元素与后续各项，叙到找到 
大于或等于这个元素的一项或者比较 A 与它自身为止，因为~不小于它自身。于是在最坏情形 
下，把第 j 个元素插人正确位置需要 j 次比较 s 所以排序》个元素的表时，插人排序所使用的总 
比较次数是 


2 + 3 H - …+ 打 = 



以上利用了将在 3. 3节证明的求连续整数之和的公式，并且注意和中缺少第一项1。注意，如果 
较小的元素起初是在表的尾部，则插人排序可能使用少得多的比较，所以插入排序的最坏情形 
复杂度是0<^>, ■ 


2+3. 3理解算法的复杂度 

表 2-1 中给出了描述箅法时间复杂度的几个常用术语。例如，一个求《个元素的表前100项 
中最大项的算法对前100项的序列应用算法其中〃是满足的整数 D 这个算法具有常教 
复杂度，因为无论《是什么值，这个算法都使用99次比较（读者可以验证） 6 线性捜索算法具有 
(最坏情形或平均情形）线性复杂度，而二分搜索算法具有（最坏情形）对数复杂度。许多重要的算 
法都具有〃 [€^«复杂度.例如将在第3章学4的归并排序 0 

如果一个算法有复杂度 0(#), 其中6是满足的整数，那么这个算法有多项式复杂度, 
例如，冒泡排序箅法是多项式时间算法，因为这个箅法在最坏情形下使用 0( n 2 ) 次比较。如果一 
个算法有时间复杂度 0( 妒） T 其中 6> K 就说这个算法有指教复杂度 ， 为确定 n 个变 tt 的复合命 
题是否可满足而检查变 tt 的所有可能赋值的箅法是指数复杂度算法. N 为这个算法用 0(2”） 次运 
算。最后，如果一个算法有时间复杂度 Oh !)， 那么这个算法具有阶乘复杂度，求推销员可以用 
来访问〃个城市的所有顺序的算法具有阶乘复杂度，第3章将讨论这个算法。 


表 2-1 算法复杂度常用术语 


踅杂度 

木语 1 

复杂度 

术语 

Oil ) 

常数®杂度 1 

O 

多项式复杂度 

rXbfi n ) 

对数复杂度 ! 

O ^>1 

指数复杂度 

(Xn) 

线性®杂度 

O ( ti !) 

阶乘复杂度 

OCn log n ) 

n !og w 复杂度 1 




能用具有多项式最坏情形复杂度的算法解决的问题称为易解的，因为只要问题的规模合理， 
就可期望算法在相对短的时间内给出解答。不过，如果在大 O 估计中的多项式次数离（如100 
次>，或如果多项式的系数特别大，算法都可能会花特别长的时间来解题。所以，能用具有多项 
式最坏情形复杂度的算法来解决的问题，即使对于相对较小的输人值，也不能保证能在合理时 
间内得到解答。幸运的是，实践中这种估计用到的多项式之次数和系数都不大^ 

对不能用最坏情形多项式时间复杂度的算法解决的问题，情况要糟得多 • 这种问题称为难 
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解的，一般来说，需要恃别大量的时间来解决最坏情形的问题，既使输人值很小时也是这样 d 当 
然也许会有例外。不过以最坏情形分析其复杂度的算法在解决实际问题时，大多数情况都比最 
坏情形快得多 . 如果允 许少量 情况下 N 题不能在合理的时间内得到解答，那么平均情形时间复 


杂度是对笄法解题时间的更好度 工业上 许多重要的问题都认为是难解的，但实践中.对 R 常 
生活中出现的所有输人基本上都能得到问题的解。另一种处理实践中出现的不易处理的问题的 
方法是，不求精确解，而以近似解代替.也许存在汞近似解的快速算法，甚至还能保证这些近似 


解和精确解相差不太大。 

甚至存在一些可以证明没有解题算法存在的问题 t 这种问题称为不可解的(相对于可以用某 
个算法求解的可解问题而 言》。 第一个证明存在不可解何题的是伟大的英国数学家和汁算机科学 
家 Alan Turing (图灵），他证明不町解的是停机问题。这个问题的输入是一个程序，加上对这一 
程序的输入，问题要问的是当这个程序以给定的输入执行时会不会停止。在 3 J 节将学3停机问 
题 U (第11章有图灵小传及对他某些其他工作的介绍。> 

算法复杂度的研究远超出在这里所能介绍的$要注意，人们相信许多可解的问题都没有多 
项式最坏情形时间复杂度的算法能解答，但是一旦有了一个解答*却可以用多项式时间来验证。 
能以多项式时间验旺解的问题属于 NP 类©(舄解的问题属于 P 类）。还有称为完全问题的虽 
要的一类问题，这类问题的性质是.只要其中任何一个问题能用一个多项式时间最坏惰形算法 
来解答，那么所有这些问题都能用多项式时间最坏情形算法解答。 

； !： h 可满足性问题是 NP 完全问题的一个例子 一一 可以快速地验证复合命题的一组变置赋 
值让这个命题成真，但是至今没有找到求这种成真赋值的多项式时间算法3 (例如， 
穷举搜索所有可能的赋值需要 0(24 次位运算，其屮 〃是 复合命题的变数另外，如果知道了 
-个解答可满足性问题的多项式时间算法，那么所有己知在这个问题类宁的问题就都有多项式 



时间算法（而在这个类中有许多重要问题 h 

尽管人 们做 r 广泛的研究，并没有找到多项式时间蝻坏情形的笄法能解决这类问题中的任 
何-个。虽然没有证明，但人们普遍接受的说法是，没有 NP 完全问题能用多项式时间解决。要 
更多了解算法复杂度的信息，参阅本书最后为本节列出的文献，包括 [CoURi90：L 

注意，笋法时间 M 杂度的大 O 估计表达的是解题需耍的时间如何随输人数据规模的增长而 
改变 D 实践❺使用的是能得刻证明的最好估计（即参照闲数最小的估计不过时 NS 杂度的大 O 
估计不能直接翻译成计贫机使用的实际时间置。一个原因是，大0估计 / U ) 是 CX ff < n )) 表示的 
是：有常数 C 和*，使得在时 / U )< C ^ U )， 其中 /(/!) 是算法的时间复杂度， g (/ i ) 是参照 
函数。所以不知道不等式屮的常数 C 和 h 就不能用这一估计来判定算法使用的运算次数的上 
界，此外前文已经说过，毎次运算所霜要的时间还因运笕类型不同和使用的计祥机不同时有差 
异.（还要 注意. 箅法时间复杂度的大 O 估计只能对算法需要的最坏情形时间以输人值规模的函 
数的形式提供上界，而不提供下界$要提供下界，就应使用大0函数估计，不过为简申起见， 
在讨论算法时间复杂度时，将用犬0估计，14时要懂得大0估计能提供更多的信息 J 

不过，如果算法使用的靳有运算都能归结为计算机使用的位运算，那么算法解答一定规模 
的问题所需的时间是能够确定的#表 2-2 给出的是算法解答各种规模的问题需要的时间，算法使 
用的位运算次数如表中所示^需要的时间超过年时，表中用星号表示。（在节将讨论整 
数加法和乘法使用的位运算次数。）在构造这一表格时，假定了每次位运裨需要的时间是10^秒， 
这是今天最快的计算机需要的时间，将来有了更快的计算机，这些时间将会减少. 


© MP 表示非 确定型 % ^ ^(Tiondeterministic polynomial)fl't a 
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表 2-2 算法使用的计算机时间 


N 题规模 

使用的位运算 

n 

logw 

n 

log tt 

对 2: 

2" 

nl 

10 

3X10 _t s 

10~ a S 

3XI0~ E s 

10~ ? s 

10-S 

3xicr 3 s 

\Q 2 1 

7X 10 、 

L0 _7 s 

7X10〜s 

10- 

4X 10 ]a 年 


10 3 

]+ox]o—S 

10 _6 s 

] X 

10~ 



w 

1. 3X10-^ S 

l『 G s 

1 Xl0" 4 s 

10 -】 s 

* 

# 

10 5 

1- 7X10 - 8 s 


2X10 

10s 


h- 

10 6 

2X10- 6 s 

10 _3 s 

2X 10"-s 

17 min 

箐 

# 


了解计算机蓠要多长时间来解题很重要。例如，如果算法需要10小时，也许值得花费这些 
机时（和金钱）来解决问题，但如果算法需要百亿年来解题，就没有理由消耗资源来实现 这一算 
法。现代技术最有趣的现象之一是计算机速度和内存空间的大 M 增长。 减少计算机解题时间的 
另一重要方式是并行处理，这是同时执行几个运算序列的技术 & 

有效箅法，包括大多数多项式时间复杂度的算法，从重大技术迸步中得到的好处最大 a 但这 
些技术进步对于克服指数或阶乘时间复杂度的算法的复杂度役有什么帮助，由于计算速度的增 
加,计箅机内存的增加，再加上使用能做并行处理的算法，5年前认为无法解的问题现在可以当 
做曰常奉务处理了， 而且可以肯定这句话在5年以后仍然成立， 

练习 

1. 用 2- 1节练习16给出的算法求含《个自然数的序列中的最小 A 然数，要使用多少次比较？ 

2. 写 ■ 个算法.把任意长的表中前4项排成增序 • 并证明以算法使用的比较次数度量其时间复杂度 
是0(1)。 

3. 假定已知一个元素是含32个元素的一个表的前 4 个元索之一线性捜索或二分搜索会不会较快地为此 
元素定位？ 

4. 给出计算使用的乘法次数，假定从: r 开始逐次做平方（求 V ， P 等 h 这样计算 x 2 # 是杏比每次都直 
接用2乘*直到合适的次数效率高？ 

5. 给出下述算法所使用的比较次数的大0估计*这-算法检 S 位串的 每一位 是否为1以计算位串中1的个 
. 数 《参看 2.1 节练习 25), 

a ) 证明下面的算法给出的是位串 S 中1的十数. 

procedure hr c&unt ( S ： 位串） 
count l — 0 

while 

begin 

count 1 = count + 1 

L 

s ^= SMS-n 

count 的值是 S 中 l 的个数 } 

其中 s —1 是把 S 中域右边的 1 改为 0.， 同时把这一位右边的所有0均改为1得到的 位串。 C 间忆一下, 
SA ( S _1) 是$和5_1的按位合取运算 

b ) 上述算法要做多少次按位合取运算才能求出位串 S 中1 的个数？ 

7, 计货多项式 a^x 71 + ^ -3 +… 在 x=c 的值的传统算法 口 1 以用伪 t 7 } 友示为： 

procedure polynomiallc- f ^ … ， t 实数〉 

pouter J = 1 
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y : ™£2 0 

for i = 1 tO rt 

begin 

power ; — pou.^er * € 

y x ~ y ^4 * power 
end { y—a^c" + fi n -i r n ~ 1 + … + c + a。} 

其中 J 的最终值即是该多項式在: T = r 的值， 

U 按上述算法一步步计算 3 P 十 1十1 在 x = 2 的值， 

h > 准确给出计算 n 阶多项式在 x = c 的值使用的乘法和加法的次数，（不要计算增加循环变童的值所做的 
加法 

& 有一个算法计算多项式的值比上遒练习中给出的传统算法效率高（以使用的乘法和加法次数来度摄），这 
个算法称为霍 纳法。 下面的伪码说明怎样用这一方法计算£^1+知- ] 尸- 1 +〜+仏^+仙在 
的值6 

procedure Hor^r (<^, 办 … ， … ， £i_ i 实数） 

y ■ 

for i= J to n 

y l == y * jc + a n -i 

{y = a n c ，¥ -1 + … + + 〜} 

a ) 按上述算法一步步计算 3/+4 T +1 在 j = 2 的值。 

b ) 准确给出此算法计筲 n 阶多项式在 i = t 的值使用的乘法和加法的次数，（不要计算增加循环变量的值 
所做的加法 d 

9. 黹使用 /( W 次位运算的算法在1秒钟内能解决多大的问题 t 假定每次位运算均能在 1( T 3 秒完成？设 
/ U ) 的值如下， 

a)log n b)^ c)rt log n d)?t 2 ^)2 n l)n! 

la 假定算法解答规模为 n 的问题需 2^ + 2 ff 次位运奠，每次位运算需10_ 9 秒，对于下面给出的值*计 
算算法解题花的时间 # 

a ) 10 b )20 c )50 d )100 

U - 假定每次位运算需要的时间如下，使用 ㊇ 次位运算的箅法需要多少时间？ 
a)l0— s s b)lO _t R c)10 _l -s 

12, 判定下述情况黹要的最少比较次数，也就是最好情 M 性能。 

a ) 用 2 + 1 节的算法1求 n 个整数的序列的最大值 。 

b ) 用线性搜索在#个元素的表中 为一个 元素定位 # 

C ) 用二分搜索在〃个元素的表中为一个元素定位 & 

13, 分析线性搜索的平均情形性能.假定恰 有一丰 的情况 I 不在表中 I 而&当 ^在表中时，它出现在表的 
任何位置的可能性都一样 s 

14, 对一个算法和它涉及的某种运算来说，如果不存在能用更少的此种运算解同一问題的其他算法，就说 
该箅法对此种运算是最优的， 

a) 证明 2. 1 节算法 1 对于整数比较的次数而言是最优的.（注意：不考虑用于循环管理的比较。） 

W 对于整数比较次数而言，线性搜索是最优的吗？（不计循环管理用法的比较。） 

15* 描述 £- 1节练习27給出的三分搜索算法用比较次数度量的最坏情形时间复杂度1 

16. 描述23节练习 2 S 中绐出的搜索算法用比较次数度屋的最坏情形时间复杂度 4 

17, 分析你为 L ] 节练习29设计的算法的最坏情形时间复杂度，该算法为非减序整数表的一个众数定位 

15 , 分析你为 2. 1节练习30设计的算法的最坏情形时间复杂度，该算法为非减序整数表所有众数定位， 
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19- 分析你为 2 M 节练习31设计的算法的最坏情 形时间 复杂度 • 诙算法求整数序列中第一个与它前面某项 
相等 的项. 

20 . 分祈你为节练习 32 设计的算法的最坏情形时间复杂度1该算法求序列中所有那些大于其前面各项 
之和的项。 

2 b 分析你为2, 1节练习33设计的算法的最坏情形时间复杂度*该算法求序列中第一 个小于 前一项的项， 

22. 用比较次数来度量，确定 2.1 节练习5的算法的铽坏情形时间复杂度，该算法求整数禅序表中所有多 
次出现的值 。 

23 . 用 比较次数来度 fl , 确定2+1节练习9的算法的最坏情形时间复杂度，该算法判断〜个串是否回文。 

24. 选择排序(参见 2. 1 节练 4 41 前的说明）给 rr 个项排序要用多少次比较？用选择排序的比较次数来度 t> 
给出选择排序复杂度的大 O 佔 

25. 对于在 2.1 节练习47前的短文中描述的二分插人排序，用比较次数和交换的项数来度董，找出最坏情 
形复杂度的大 O 怙计。 

26. 证明用比较次数米度错，用25美分、10美分、5美分和1美分硬币找 ? !美分零钱的贪心算法有 （ Xri ) 复杂度， 

27. 描述一 F 用下列算法搜索一个表中的元累时，当表的规模从1加倍到 h 时，其中〃是圯整数，这些算 
法在最坏情形下所用的比较次数如何变化 * 

3)线性搜索 b ) 二分搜索 

28 . 描述一下便用下列排序算法时，当要排序的表的规模从 >1 加倍到以时，其中 n 是 IH 整数+这些算法在 
最坏情形下所用的比较次数如何变化《 

W 冒泡排序 b ) 插人排序 

c ) 选择排序（见 2. 1 节练习41 前的说明） d ) 二分插人排序（见 H 节练习47前的说明) 

2.4 整数和除法 

2.. 4，！引言 

离散数学中涉及整数及其性质的这-部分属于数学中称为数论的分支，本节是介绍数沦的 
彐节中的第一节。本节先要回顾一下数论中的某些基本概念，包括整除性、摄大公约数和同余算 
术.在 2.5 节将介绍数论中的几个重要的算法，并把 2.1 节和 2.3 节中关于算法及其复杂度的内 
容与本节引人的槪念结合在一起，例如，将介绍求两个正整数的最大公约数的算法及用二进制 
表示做计算机算术的算法。最后在 2.6 节继续学习数论，介绍一些重要的结果以及这些结果在计 
算机算术和密码学中的应用 〈密 码学研究信息保密 ） D 

本节将要展开的内容以整除性为基础 & 从整除性建立的一个重要概念是 素數。 素数是大于 I 
且只能被1和它自己整除的整数 。 判断一个整数是否为素数对密码学应用来说很重要。数论中的 
一个重要的定理，即算术基本定理的结论是每个正整数都能 唯一地 分解为素数的 乘积。 把整数 
分解为索数因子在密码学中是很重要的。用一个正整数除一个整数得到商和 余数。 贯穿计算机 
科学的同佘算术处理的就是这些余数。本节将讨论同余算术的三个 应用； 生成伪随机数、为文件 
分配内存地址和为信息加密和解密。 

2.4.2 除法 

当一个整数被第二个整数除的时候，商可能是也可能不是整数，例如，12/3 = 4是整数，而 
!1/4 = 2.7 S 不是。这样就有了下面的定义。 

gaan 如果 a 和 a 是整数， ^ o f 若有整数^使6=^,就说 a 整除\在 a 整除^时*以 
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是6的一个因子，6是 a 的倍数。符号 a I 6表示 0 整除 L 当 a 不能整除6时写成 a 
注意可以用量词把 a | 6表示成 = 其中论域是整数集合 D 
图 2-5 中的数轴显示的是哪些整数能被正整数 d 整除。 

— 卜 - -+ ~^—^4 - {~ - …卜 _— 十 \ ► 

-1A —rf 0 d 2d 3d 

图 2-5 被正整数^整除的整数 


例1判断是否3丨7和3 | 

解由于7/3不是整数，所以3/7。另一方面，闪为12/3 = 4，于是3 | 12， ■ 

例2令 n 和 rf 为正整数，不超过 H 的正整数屮有多少个能被 d 整除？ 

故沖‘解能被 d 整除的正整数都是❿形的 T 其中 々是正 整数。因此不超过 n 的正整数中 

能被 d 整除的整数的个数等于能使 0< W < n 或的整数 A 的个数 • 因此， 

有 LW 4个正整数，既不超过〃，又能被^整除， ■ 

定理 I 给出了整数整除性的某些基本性质。 

_M 令 a ， 6 ， （: 为整数 0 则 
1 ，若 a I 点和 a : ( ，则 a | Cft+c) ; 

2. 若 a I h 那么对所有整数 c 都有 a I 

3. 若 a I 厶丨 c - 则 g I c 。 

证假定 g I 6 和 a I g 从整除性定义知有整数 s 和“使= 因此 

b + c = as + a/ — a(s + r) 

于是 a 整除 6 + g 这就证明了定理中的（1) & (2) 和 （3) 的证明留给读者做练 □ 
定理1有 个 有用的推论。 

推论1如果 “，6, r 是整数使得^ I 6和“ 1 r , 那么只要 m 和 a 是整数，就有 a I mb + nc . 
证报据定理1屮的 （2), 只要川 和?！是 整数， 就有^ | 和丨郎 & 根据定理1中的（1)， 
有 a | mb -\- nc 0 □ 

2 4,3 素数 

大于1的每个正整数都至少能被两个整数整除， 因为 正整数可以被1和它自己整除 e 恰有两 
个不同的正整数因子的整数称为素教。 

ggSW 大于1的正整数 p 称为素数，如果 々仅有 的正因子是1和^大于1又不是素数的 
正整数称为合数。 

注意整教是合数，当且仅当存在整数 a 使得 a I «并且 1< g <〜 

例3由于1和7是？仅有的正闪子，7是素数 fl S 是合数，因为它能被3整除 a ■ 

小于 100的累数包括2, 3 t 5, 7, 11，13，1八 19，23，29，31，37，41，43，47，53, 
59， S 1， 67, 71，73, 79, S 3, 89和97,在 6. 6节将 介绍一 ■个过程，称为埃拉托色尾筛法，可 
用来求不超过整数《的所有索数。 

正如算术基本定理所示，素数是构造正整数的积木，定理的证明将在 3. 3节给出. 

Hi ® (算 术基本 定理） 每个大于1的正整数都可以唯一地写为两个或多个素数的乘积，其 
中素数因子以非递减序出现。 

例4给出了几个整数的素因子分解。 
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第 2 章 


例 4 下面给出100, 641, 999和10£4的素因子分解 。 

100-2 *2*5* 5 = 2 2 S 2 
641^641 

999 = 3 *3*3- 37 = 3 3 • 37 

1024 = 2 *2-2*2-2*2*2*2*2 - 2 = 2 10 ■ 

证明一个给定的整数是素数往往很重要 a 例如在密码学中为信息加密的某些方法用到大素 
数. 根据下面的定理可以得到证明整数为素数的一个算法 。 

EMa 如果^是个合数，那么 n 必有小 r 或等于石的一个素因子 ， 

证如果 n 是合数，它有一个因子〜使 l < a < n ， 于是〃 =心，其中 a 和6都是大于1的正 
整数，这样就有或因为否则肋所以 n 有个不大于 / T 的正因子 4 这个 

因子或是素数，或根据算术基本定理有素因子 0 无论哪种情况， n 有个小于或等于 A 的素因子 ，口 
从定理3可知，如果整数不能被小于或等于其平方根的素数 整除， 它就是索数 。 下面的例子 
就用这一结论证明 ioi 是素数 
例5 证明101是素数。 

解 不超过的仅有的素数是2，3，5和 L 因为 1 CH 不能被 L 3, 5和7整除 （101 被 
这些数除的商都不是整数），所以101是素数 。 ■ 

由于每个整数都有素因子分解，若能找到求解这一累因子分解的算法，一定会很有考虑 
求解整数 h 的素因子分解的问题。从最小素数2开始，从小到大用 个 个素数去除〜如果 n 有 

素因子，那么必能找到一个不 起过冗 的素因所以如果找不到不超过斤的素因子，”为素 
数。否则，如果找到素因子 / N 可以对继续这样做 D 注意 W 夕没 有小于 P 的素因子。同样的 
道理，如果〃 / P 没有大于等于 P 且不超过它的平方根的素因子，它必为素数。否则如果它有个 
素因子可以继续对做同样的工作。这一过程继续下去直到素数分解就只含一个素数。 
例6解释了这一过程 g 

例 6 求7007的素 W 子分解 。 

解要求7007的素 N 子分解，从2开始用一个个索数除7007 。 L 3和5除不尽700?。但 7 
除尽7007, 7007/7 = 1001。下一步从7开始用一个个素数除 100 U 我们立刻发现7还能除尽 
1001，1001/7 = 143,从7开始，再用一个个素数除143。虽然7不能輳除 1 U ， 但11可以，143/ 
11-13, 由干13为素数。这一过程即告完成，由此得7007的素內子分解是7 _ 7 • 11 • = F • 

II - 13, ■ 

占代因衍学的原因而研究素数。今天研究素数的理由就很实际了 ， 特别是在密码学 
中，大素数起着关键性的作用 。 在 2. 6节将会具体讨论这种作用， 

棄数的无限性人们长期以来就已经知道有无限多个素数，我们将用欧几里得在著名的数 
学教科书《几何原本 I 中给出的证明来证明这个 事实。 

有无限多个素数。 

证 ffl 反证法证明这个定理，假设只有有限多个素数力，办 ■ +“. 化。令 

Q = Pi … 办 ti 十 1 

根据算术基本定理， Q 要么是素数，要么能被写成两个或多个素数之积。但是素数朽都不能整 
除 Q , 因为如果九 iQ , 则沁整除 Q — / M 0 … N = u 这是个矛盾 * 起因是假设列出了所有的素 
数。 于是有无限多个素数。（注竞在这个证明中不说 Q 是素数！） □ 
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由于有无限多个素数 * 所以给定任意正整数，都有大于这个整数的素数。人们一直希 
望发现越来越大的素数；差不多近 300 年来已知最大的素数都是形如 2 P — I 的这种特 
殊的整数，其中也是素数$这种累数称 为梅森素數， 这是以法国修道士梅森 © 的名宇命名的。 
梅森在世纪对这些素数进行了研究 0 之所以最大已知素数通常都是梅森素数，是因为有个特 
别有效的称为卢 卡斯- 莱默尔 （ Ltic ^- LehtnW 检验的方法可以判断 2^-1 是否为素数，而且当前 
还不可能以差不多同样的速度判断一个不是特殊形式的整数是否为素数， 

例 7 整数 2 s — 1 = 3, —1 = 7和2 5 _1 = 31都是梅森素数 * 而2 11 — 1 = 2047不是梅森素 

数，因为2047 = 23 • 89。 _ 

自从发明了计算机，发现梅森素数的工作一直稳步发展。到 2002 年中期，已知 39 个不同的 
梅森素数，其中 8 个是 1990 年以來找到的，最大的已知梅森素数（至 2002 年中期）是 U 3466917 — 
1>这是个超过400万位的数。作为一种集体的努力，一个称为“互联网梅森素数大搜索 
( GIMPS )” 的组织已经成立，以共同寻找新的梅森素数。顺便说一句，对梅森素数的寻找这件事 
本身是有实际意义的> 对超级计算机的一种质量控制检验就是重复确定一个大梅森素数的卢卡 
斯-勒梅检验. 


索数的分布定理4说有无限多个素数 & 但是有多少个素数小于一个正整数 x 呢？这个问题 
吸引数学家很多年。在13世纪晚期数学家编制了很大的素数表来收集素数分布的证据 。 利用这 
些证据，当时的大数学家包括高斯和勒让德，都猜想有定理5,但是并没有证明„ 

团(素数定理）当1无限增长时，不超过工的素数个数与之比趋于1。（这里 lux 


定理 


是 x 的自然对数」 


法国数学家阿达马 (Jacques Hadamard ) 和比利时数学家瓦列，普金 （ Charles - Jean - 
' Gustave^Nicholas de la VaUehPoussin ) 利用复变函数论在 1 S 9 S 年首次证明了素数定 
理 & 虽然已经找到了不用复变函数论的证明，但是素数定理的所有已知证明都非常复杂 . 

可以用素数定理估计 个 随机选择的特定规模的数是素数的概率。素数卑理说不超过 I 的 
素数个数可以用来逼近，于是一个随机选杼的正整数 z 是素数的概率大约是 = 
1/ lm 例如，一个靠近 10 1 議 的整数是素数的概率大约是 l / lnlO 10 ^, 即大约1/2300。（当然了， 

只选择奇数可以使找到素数的概率加倍 D ) 

v ； fgL ^ v . 由定理3知可用简单的除法写出一个因数分解和素数检验的过程，不过这样的过程不 

是有效的算法 f 人们已经开发了许多有效得多的箅法完成这些任务。因数分解和素 
数检验对数论在密码学中的应用已变得很重要.这引起了人们极大的兴趣来开发完成这两个任 
务的荷效算法 P 在过去的30年中已经研究设计了一些聪明的过程，能有效地生成大素数。然而 


^ 0 梅森 （Marin Mensenne , 1S88 —16+8 j 牛于法国缅 因的个 劳动家庭，上过 Mans 学院和位于 La Fie che 

的基督 学院。 后来，从 1609 年到 1 S 11 年在 Sorbonmf 继续接受教育，学习神学。 161] 年他加人了称为 
Minims 的宗教团体 & Minims 的名字来6 Minimi (意为极小 一 _■译者）一同（这些人_认为是宗教味最少的团体），除祈祷 

外，他们献身于学术和研究 * ]612年他在巴黎的 Place R 叼 de 当了牧师。18】4年至1618年之间在 Mevers 的 Mmiim 女修 

■, 

道院教哲学，〗619年回到巴黎6随后他位于 de rAmiocbde 的 Minii 财宿舍成了包括费马和帕斯卡在内的法 M 科学家，哲 
f 家和数学家的聚会场所。梅森与全欣洲的学若频繁通信* 澄 淸数学和科学方面的知识，起着数学学术杂志<及今 P 之互 
联网）的作用。梅森写的书内容广泛*包括力学、数学物理、数学、音乐和声学，他研究 索数， 并尝试构造一个能表示所 
有索数的公式，但没有成功，1644年梅森声称，对 f = 2. 3. 5, 7, 13, 17，19, 3 h 67，127, 257, 2〃一 1是素数 * 

而对于小于257的所有其他素数 V — i 不是衆数。人们花了 300多年的时间在梅森的上述论断中找到5个错误 p 具体来 
说，对 P = 和 p = 2^ — 1, 不是隶数，而对声;>二67和 p =10?, 2^ — 1是索数。还值得一提的是.梅森为受 

到宗教批评的两位当时最迅名的人辩护，这两个人就是笛卡儿和伽利略 a 他还协助揭»炼丹术 士和占 M 术士的艢术 fl 



在同一时期中，尽管己开发了有力 的因数 分解新方法，大整数分解因数仍然要花费特别长的时 
间。 不过分解大整数为索数的挑战引起了许多人的 兴趣。 互联网上有集体的努力來分解大整数， 


特别是形如 


士 1的大数，其中々是个小的正整数而 n 是个大正整数（这种数称为卡宁汉數），任 


何时候 T 总有一组称为“最热十个”的这种大整数等待分解 


2 . 4 . 


4整除算法 

当一个整数除以一个正整数时，有一个商和一个佘数，整除算法说明这一点， 

(整除算法）令 a 为整数， d 为正整数，那么有唯-的整数 g 和 r , 其中使 


,定理6 


得 a = Jq ~^ 


注意定理6实际上并不是一个算法。 C 为什么不是？）我们采用的是它的传统称呼 


$ 


定义3 


在上述整除算法给出的等式中， d 称为除数 
用下面这种记号表示商和 佘数： 


称为被除数， q 称为商 ， r ■称为 余 


div d < 


a mod d 


例 8 和例 9 解释了整除算法。 

例8 101除以11时商和余数是什么 

解我们有 


101 


II *9 + 2 


所以10〗除以11时商是9 = 101 div 11，余数是 2-101 mod II 
例9 —11 除以3时商和余数是什么？ 


■ 




解 我们有 


-4) 


定义4 


所以一 II 除以3时商是 _4, 一 11 div 3，余数是 1 = — 11 mod 3, 

注意余数不能为负。因此余数不是一2，即使 

_ 11 = 3 , C -3) 一 2, 

因为 r =-2 不满足 0€ r <3。 ■ 

注意整数 a 能被整数 d 整除的充分必要条件是当 a 除以 c / 时余数为0, 

2.4.5 最大公约数和最小公倍数 

能整除两个整数的最大整数称为这两个整数的最大公约教 a 

令 a 和&是不全为0的两个整数 & 能使 d 1 a 和 d | 6的最大整数 d 称为 a 和6的最 
大公约教，^和6的最大公约数用 gcd ( a ， 表示 e 

不全为0的两个整数的最大公约数的确存在，因为这两个整数的公约数集合是有限的，求两 
个整数的最大公约数的一个方法是求出两个整数的所有正的公约数，然后取其中最 大的。 t m 
的例子就是这样做随后会给出一个更有效的求最大公约数的方法 a 
例 10 24和36的最大公约数是什么？ 

解 24和36的正公约数是1，2, 3，4, 6和12，所以 gcd (24, 36) - 12, ■ 

例11 17和22的最大公约数是什么？ 

解 17和22除1以外没有正公约数 t 所以 gcd ( l 7, 22) = 1 D ■ 

由 T 往往需要指明两个整数除1以外没有其他正公约数，所以给出下面的定义& 

如果整数 a 和6的最大公约数是1,就说它们是互素的。 


定义5 
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例12从例11可知整数17和22是互素的，因为 ged (17, 22)= U ■ 

由于经常需要指明一个整数集合中任何两个整数都没有大于1的正公约数，所以给出下面的 


定义。 


定义6 


—— 整数⑷， “2* …， W 是两两互青的，如果只要就有 gcdG 

例13 判断整数10, 17和2〗是否两两互素，整数〗0, 19和24是否两两互素。 




□ 


解由于 gcd (]0, 17) = U gcddO , 21) = 1 和 gcd (17， 21>=1，所以断定 10, 17和2〗是 
两两互素的。 

由于 gcdUO ， 24> = 2>1,所以10, 19和24不是两两互素的 0 _ 

求两个整数的最大公约数的另-方法是利用这两个整数的素因子分解。假定两个令不为0的 
整数 u 和6的素因子分解为： 


U , U . \ ' 办 

^ = Pi P 2 … PC ， b = P 2 … p: 

其中每个指数都是非负整数 • 而且出现在 d 和6分解中的所有素数都包含在两个分解之中，必要 
时以0为指数出现 。 于是 gcd <^ W 由下面的公式给出； 

gcdia.b) - … 以 … 户，、 6 」 

其中 rmn ( jt ， ：>0代表两个数/和 y 的最小值，为证明这--计算 gcd (仏 W 的公式是有效的，必须 
证明等式右边的整数整除 a 和 h 而且没有比它大的数也能整除 a 和 I 由于右边这个数中每个 
素数的指数都 不超过 a 和6的分解中该素数的指数. 所 以它的确整除 u 和 A 。 进一步说，没有更大 
的整数解轅除^ 和心 因为分解式申每个索数的指数都不能再增大，而且其他素数也不能加进来。 
例 M 由于】20和500的素因子分解分别是120 = 2 3 * 3 * 5和 500 = F ■ 5 3 f 所以它们的最 


大公约数是 

gcd<120,500) = ■ 3_(1 ， 0) * 5 mirtU . 3> = 2 2 • 3 0 • 5 1 =20 ■ 

因数分解亦吋用于求两个整数的最小公倍教。 

正整数 a 和6 的最小公倍数 是能被 a 和6整除的最小正 整数， ^和 A 的摄小公倍数 
用 leirKa ，6) 表示。 

最小公倍数的存在是由于能被 a 和&整除的整数之集合是非空的，而每个非空的正整数集合 
都有一个最小元素 《根据 3-3 节将讨论的良序性质）。假定 a 和6的 素因子 分解如前而给出的那 
样，那么 u 和 A 的最小公倍数由下式给出： 

hm ( a , b ) = U 

其中 maxU , W 表示两个数 I 和 y 中的最大数，这一公式是有效的，因为^和 A 的公倍数在其分 
解中至少含 maxU 』，6,) 个九，而最小公倍数的分解中又没有 a 和6的因子之外的素数 a 


例 IS 和2 4 3 3 的最公倍数是什么？ 

解我们有 

lcrilC2^3^7^ ^ 23^ ) = 2 tnax ^'^^ ^3 r jmax(2 p0) = 2 ^ 3 ^ 7^ ■ 

下面的定理给出了两个整数的最大公约数和最小公倍数之间的关系，用上面给出的求这两 
个数的公式就可以证 明这一 定理，具体证明留给读者作为练习 & 

令 a 和&为正整数，则 

of ) ― gcd ( afb ) * \ cxn ( a ^ h ) 


定理 7 


2^ 4* 6 同余算术 

有时我们只关心一个整数除以另一个指定的正整数时的余数。例如，如果问从现在开始50 
个小时以后的时间（每天24小时计时），那么指的是当前钟点数加上50除以24的余数。由于往 
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往只对余数感兴趣，所以用专门的记号表示余数 D 

我们用一个记号表示两个整数除以正整数 m 时有同样的余数。 

EaiM 若 n 和6为整数而 m 为正整数，如果 m 整除 a _6，就说 a 模 m 同余 h 用 a 二 
^(mod jn ) 表示 a 模 m 间余 fc 。 如果 a 和 6 不是模爪同余的，就写成 a 笑 Mmodm )。 

定理8说明了处理余数时所用的概念之间的联系。 

KMljiBa 令 a 和 d 为整数而 m 为正整数。则 a = b(moA m ) 当且仅当 a mod m = b mod 
定理 8 的证明留做本节末尾的练习 21 和 22, 

例16判断17是否模6同余于5, 24是否模6同余于 

解由于&整除17 — 5 = 12，所以 l ? = 5 (mod 6) d 但 24 — 14 = 10不能被6整除，所以24 异 

14 (mod 6 ) p ■ 


伟大的德国数学家高斯 8 在18世纪末发展了同余的概念* 

同余概念在数论发展中起碁重要的作用。下面的定理给出了一个使用同余的方法。 


定理9 


令 m 为正整数 * 整数0和 6 模 m 同余的充分必要条件是存在整数々，使 fl = 6 + Am 


0 


证若 a 三 6 (mod m )， 那么⑺丨 <a — 这表示有整数々使 a — 6= Am ， 于是 d = 6 + 是 m 。 反 

过来， 若有整数1使 + 那么 = a — ~ 于是 m 整除 a — 6，所以 □ 
整数 a 模 m 所有整数同余的集合称为 a 模 m 的同余类。在第 7 章将证明有 ™ 对模 m 的不相 
交等价类，这些等价类的并是整数的 集合。 


定理 10 说明同余和加法乘法的关系 s 

令 m 为正整数* 若 a 三 b(mod 川、， c=^(mod m) T 那么 

a + c = h+ ^Cmod m) 及 ac = hdimo^ m) 

证因为 a=fc<modm) ， c^dimod m), 所以有整数 s 和 ，使 6 = 义 + 湖和 d = 于是 

6十 cf = (d + 5 m ) + (r + to ) = (沒十 c )+ m(i + f ) 


及 


td = Ca+w)(r + &?t) = ac m(at + cs 4 - 3m) 


因此 


例 n 


u-\- c = b + d (mod m) 及 ac = bd( mod m) 
由于 7 = 2< m«l 5) 和 11 = 1 (mod 5), 从定理 10 知 

Ig = 7 + 11 = 2+1 = 3 (mod 5) 


a 

77 = 7 * 11 = 2 * 1 = 2( m«i 5) ■ 


1 A .1 同余应用 

数论有广泛的应用，本节将介绍其中三个：用同余为计算机文件分配内存地址、生成伪随机 
数 * 以及基于同佘算术的密码系统。 


： © 龕斯 【Karl Friedrkh Gauss , 1777—1855} 泥瓦匠的儿子高斯是个神童，10岁时即展现 f 非凡的潜力 + 
迅速解答了老师出的难题，当时 老师要 学生计 算头一 百个正《数的和 * 髙斯发现这一百个数可以分成五 f 
对，每一对都是101; 100+1, 99 + L …， 50 + 51. 锌蕙的火花引起了包括布朗斯威克公畤费迪南德在内的要人的注意 • 
在他们的提议下， ft 斯得以在卡洛林学院和哥廷枨大学学习，还是个学生时_他就发明了从实验结果估汁变置最可能的 
值的最小平方法。1796年高斯做出了几何学上的基本发现，推动了自古代己停步不前的这一学科的 发展。 他证明只 W 
E 规和直尺可以画正 H 边形 * 

17的年高斯给出 f 算术*丰定 理第个 严格的证明，这一定理指出《次多项式洽有 "个拫 （重枨以重数计算^当他 
成功地用不充分的&据计算出人类首次发现的小行星谷神星的轨道时，离斯麋得了世羿声誉。 

高斯被他冏时代的数学家称为数学王子 6 尽管髙斯以其在几何、代数1数学分析、天文和钧理上的许多发现而知名， 
他对数论有着特别的兴趣，这从他的名言可见一斑："数学是科学的垦后，而截论是数学的皇后年高斯出版 r 
< D ( s 9 ^sifiGMs 》一书，为现代数论奠定了幕础 * 
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例散列函数）学校的中央计算机保存着所有学生的档案记录。怎样分配内存地 
k 址才能迅速检索到学生记录？适当选一个散 列函数 就是这一问题的解，记录 用关键 

字识别，每个关键字唯一地识别一个学生记录。例如往往用学生的社会安全号作为他的记录的 
关键字。散列函数 A 将内存地址 A (幻分配给以6为关键字的记录. 

实践中使用许多不同的散列函数。最常用的散列函数之一是 

hik ) — k mod m 

其中 m 是可供使用的内存地址的数目。 

散列函数应该易于计算以便快速检索到文件。散列函数符合这 一 要求： 要求 
h ( k ) f 只须计算被 m 除的 余数. 散列函数还应该是满射的，这样所有内存地址均可利用 。甬 
数 ■= A mod m 也符合这~—要求。 

例如，当 m = lll 时，以 06421284 S 为社会安全号的学生的记录分配到的地址是14，因为 

AC 064212848) - 064212843 mod 111 = 14 


类似地，由 T 


A <037149212> = 037149212 mod 111 = 65 


以037149212为社会安全号的学生的记录得到的内存地址是65, 

由于散列函数不是一对一的（因为关键字的个数可能大于内存地址数），有可能多个记录分 
配到同一个内存地址.这时就说出现了冲吏 B 消解冲突的一个办法是使用散列函数给出的但已 
被占用的地址后面第一个未占用地址。例如在分配了上述两个地址以后，把15分配给社会安全 
号为 1074 G 5723 的学生记录。要看清这一点，首先注意 Mi ) 会把这一社会安全号映射到地址 U ， 


这是因为 


A (107405723) = 107405723 mod ill = 14 


但这一地址已被占用（社会安全号为 0 S 4212848 的学生文件占用），而15是内存地址〗4后面第一 


个未占用的地址。 

有许多较上述简单方法复杂的消解冲突的办法，本书结尾处给出的有关敢列函数的参考文 
献讨论了这些方法。 ■ 
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例 19( 伪随 机数丨 汁算机模拟常需要用到随机选择的数 s 有不同的方法可以产生具 
有随机中选性质的数。由于用系统的方法产生的数不可能真正是随机的，就称为伪 


随机数。 

最常用的产生伪随机数的过程称为线性同余法。选择4 个数： 模数 m ， 乘教 a ， 增责 r 和种 
子抑，使得 2< a < m , 0<£：<爪及生成一个伪随机数序列{〜丨使得对所有〜 

:^<7^生成的办法是逐次同余： 

= ( ar n + c ) mod m 

(这是 个递归定义的例子，递归定义将在 3.4 节讨论在这一节只证明这样定义的序列是定义良 
好的0 

不少计算机试验都要求产生0和1之间的伪随机数。要得到这样的数，可以用线性同余法生 
成的数除以模数，即使用 x n / m n 

例如选 m = L a = 7 9 i :=4 和功=3,产生的伪随机数序列如下= 


T-1 = 

= 7 .ro + 4 — 

7+3 + 4 

= 25 mod 9 = 

- 7 

JCZ = 

兰 7xi + 4 = 

7-7 + 4 

= 53 mod 9 = 

= 8 

工 3 : 

= 7jC2 + 4 = 

7.8 + 4 

= 60 mod 9 兰 

- 6 

工 4 = 

= ?X3 i — 

7, 6 + 4 

= 46 mod 9 = 

- 1 
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— 7x4 + 4 = 7. 1 + 4= II mod 9 = 2 

= 7xs + 4 — 7, 2 4 4 = 18 mod 9 = 0 

■T 7 = 7 a 十 4 = 7*0 + 4 = 4 mod 9 = 4 
^ & = 7 ^ 7 + 4 = 7. 4 + 4 = 32 mod 9 = 5 

jc 9 = 7is 十 4 = 7* 5 + 4 = 39 mod 9 = 3 

由于抑=邱而且每一项都只依赖于其前面一项，所以产生的序列如下： 

3,7,8,6.1,2-0,4-5,3,7,8,6-1 ， 2,0,4,5-3，”_ 

这个序列合9个不同的数， 然后重复。 

大部分计算机的确使用线性同余法生成伪随机数。常使用的线性同余发生器的增 a c = 0。 
这样的发生器称为纯來式发生器。例如以 2 31 — 1为模,以 P = 807为乘数的纯乘式发生器就 

广为采用 d 可以证明以这些值来计算，会产生 2 31 — 2个数，然后开始重复 d ■ 

24 8 密码学 

同余在离散数学和计算机科学中有许多应用。可以在本书末尾给出的推荐读物中找到对这 
些应用的 讨论, 最重要的间余应用之一涉及研究信息保密的密码学_已知最早使用密码的例子 
之—是凯撒 ( j u ] lus Caesar ) 6 他把字母表中的每个字母往前移动三位以获得保密信息（宇母表的头 
三个字母移为最后三个）。例如根据这一方案，宇母 E 移到13，而宇母 A 移到； 这是加密的_ 

个例子，加密就是产生保密信息的过程。 

要用数学来表达凱撒的加密过程，就按照宇母在字母表中的位置用0到25的数表示字母。 
例如用0表示用10表示用 2 S 表示 Z 。 凯撒的加密方法可以用函数/表示，对每个非负 

整数 p ， p <25, 函数值/<户)是(0，1，2，…， 25} 中的一个数，使 

f ( p ) = (/> + 3) mod 26 

在加密信息中，由代表的宇母用 4 + 3) mod 2 G 代表的字母代转。 

例20 从信息 “MEET YOU IN THE PARK ” 用凯撒密码获得的加密信息是什么？ 

解 首先用数代持信息中的字母，得： 

12 4 4 19 24 14 20 8 13 19 7 4 15 0 17 10 

再用 /< P ) = (A + 3) mod 26 代替 p ， 得； 

15 7 7 22 I 17 23 11 16 22 10 7 18 3 20 13 

翻译成字母即得加密信息 “PHHW BRX LQ WKH SDUN ' ■ 

要把凯撒密码加密的保密信息还原，需使用/的反函数注意/- 1 把0，1，2，…， 
25} 中的 整数户 变成 1 4> = ( P _ 3 > mod 换句话说，要找回原信息，每个字母要在字母表 
中向后移三位，最后三个字母移到前三位。从加密信息恢复成原信息的过程称为解密。 

有各种方法可以扩展凯撒密码*例如不把每个字母移动 二 :位，而是移动纟位，于是 

/( p ) — ( p 十 k ) mod 26 

这样的密码称为移位密码 。 注意解密可以用 

/— ( p ) = (p — k ) mod 26 

来完成。 

显然，凯撒的方法和移位密码不能提供高度安全。有各种改 进这一 方法的办法。稍稍 提高一 
点安全性的一种办法是使用形为 

fi p ) — (ap + h ) mod 26 

的函数，其中 u 和6为整数，而旦需保证/为双射。 《这 样的映射称为仿射变换。）这种函数产生 
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若干可能的加密系统。下面的例子解释了如何使用一个这样的系统。 

例21用 /(/0 = (7/ r 4 幻 mod 26加 密时， 用什么字母取代字母 K ? 

解首先注意10代表 K , 然后用指定的加密函数得到/(10) = (7， 10 + 3) mod 26 = 21。因 
为21代表 V ，在加密信息中用 V 代表字母 K 。 ■ 

凯撒的加密法及其扩展都是用字母表中的一个字母代替另一个.这类加密法很容易 
^ 受到根据字母在信息中出现的频率作出的 攻击。 复杂些的加密法是思一段字母取代 

另一段宇母 & [： 经有许多种根据 ㈣ 余算术设计的加密字母段的 技术。 对这些技术的讨论可以在 
本书末列出的推荐读物中找到。 

练习 

K 17能整除下列苏数吗？ 

a )68 b )84 c )35? (5)1001 

2,如果 a 是不为0的整数，证明 
a )】 整除 t b ) a 整除 

3-证明定理1的第2部分成立+ 

4,证明定理1的第3部分成立， 

5+证明如果 a \ bRb \ a . 其中 a 和6为整数，则必有4 
6-证明若心 r 和 J 为整数，使 a 丨 r 及 : 么 Wl ah { 

7. 若 i A , c 为粮数，使虹丨 fro 束证 u I h 

8. 下列整数是衮数吗？ 

办 ）19 b )27 c )93 d )\ 0 l e ) i 07 0113 

9. 求下列各种情况的商和余数 g 

a )19 除以 7 b)_lll 除以 11 c )789 除以 23 d )1001 除以 13 

e >0 除以 19 f )3 除以 S g ) — l 除以 3 h )4 除以 i 

w ■求卜■■列各种情况的商和余数 

aM 4 除以8 b )777 除以21 c )-- 123除以 19 d)™l 除以23 


e )-20 O 2 除以 S 7 f )0 除以 17 g)l 234 5 S 7 除以 1001 h ) — 100除以 101 

n - 求 r 列 ft 数的素因数 分解。 


^)88 

b )!26 

c >729 

d )100! 

e)HU 

f )909 090 

12. 求下列各数的素因数分解 & 





b }39 

b )8 I 

c ) l 0 l 

d }143 

e )28 & 

f >899 


13.求10!的素数分解。 

*14. 100 f 的尾部有多少个0? 

M 5. 求证 bg :3 是尤 ■数， 冋忆一下，无理数是+能写成两个整数之比的实数。 

16. 小于12的哪些正整数与12互素? 

17. 小于30的哪#正整数与30互素？ 

18. 判断下列各组整数 fi 否两两互素？ 

8)21，34，55 b )14, 17, S 5 c )25， 41, 49, 64 d )17，18 f 19, 23 

19. 判断下列菸组整数是否两两互素？ 

a)U, 15 ， 19 b)14, 15 ， 21 c) 12, I7t 311 37 d)7, S, 9, II 

20. 如果一个正整数等于除它自己以外它的所有 iE 因子的和，这个数鱿称为 完美的 U 

a ) 证明6和28是完美的 & 

b ) 当— 1为素数时，求证20 是完美的^ 




2 L 令 m 为正整 数。 求证若 u mod m = 6 mod M a=bimoA m ) ^ 

22„ 令？ n 为正整数 u 求证若 a 三 ACmod m ) ，则 a mod j/i = 6 mod jju 

23+ 求证若为素数，则 n 为素数，（提示 t 利用等式 y —1 = (2* — 十 （ Z — 2S + … + 2“ 十 1),) 

24. 判断下列各整数是否为素数，以此证明梅森的某些论断， 

a )2 T -l b )2 ? -L c )2 u -1 d )2 13 — 1 

25. 欧拉 # 蟲数在正整数 n 的值定义为小于或等于 n II 与》互素的正整数的个数，（注意：#是希腊字 
母。）求 

a)^(4) b)^(10) c)^<13) 

26. 求证为素数的充分必要条件是 = 〃 一 U 
27*# 〆 ）的值是什么，其中 p 为索数 * 6为正整数？ 

28. 下列各对整数的最大公约数是什么？ 

a)2^ - 3 s - SS 2 5 * 3 3 - 5 ? h)2 * 3，5 * 7 * II ■ 13 ， 2 U * 3 9 * 11 * 17 14 

017, I? 17 d)2? • 7, 5 3 * 13 

e )0, 5 02 * 3 *5*7, 2 * 3 * 5 * 7 

29. 下列各对整数的最太公约数是什么？ 

a )3 7 ■ ■ 7 3 , 2 tB • 3 5 • 5 s bill ，13 - 17, 2 & ■ 3 7 * 5 5 • P 

c )23 31 , 23 l? d )4] - 43 * 53, 41 * 43 * 53 

e)3 J3 - 5 17 , 2 12 * 7 21 f)llll- f) 

30. 练 4 28 中各对整数的最小公倍数是什么？ 

31. 练习29中各对整数的最小公倍数是什么？ 

32. 试求 gcd (1000 t 625) 和 IcmGOOO , 625)，并验证 gcdUOOO ，625) * km (1000, 625) = 1000 - 625 
*33* 若？ f 和 A 为正整数.求证 一 

34. 若 a 为整数， d 是大于1的正整数,求证 u 除以 d 的商和余数分別是 L ?/ 冽和 d — dk / d 丄 

35. 设 m 为正整数，给出计算与整数^模 m 同余的绝对值最小的整数的公式。 

36. 计算下列各量: 

a )- l ? mod 2 h ) l 44 mod 7 c>-lOI mod 13 d )199 mod 19 

37. 计算下列各 ft : 

a ) 13 mod 3 b ) — 97 mod 11 c ) 155 mod 19 d ) — 221 mod 23 

3 S . 列出 5 个与 4 模 12 同余的整数。 

39, 判断下列 各整数 是否模17同余于 5. 

a )80 b ) 103 c ) — 29 d ) —122 

40, 若两个整数的乘积为 2 7 3 M 2 ? n , 它们的最大公约数为 2 3 3 K , 它们的最小公侪数是什么？ 

41, 若 a 和 A 为正整数，求证 a 6 = gcd ( fi ，6) * lcm ( a ， （提示：利用 a 和&的索数分解以及根据素数分 
解给出的计算 gcd ( a ，6) 和 lcm ( a ， A ) 的公式。） 

42 -若 a 三 Mmod m), c=d(mod m> t 其中心 6 ， c，d 和 m 为整数，且 m>2 ， 求证没一 d <mod m) D 

43, 若 if I m , 切为大于 1 的正整数，& a^Hrnod m ) f 其中〜 A 为整数，求证 

44 . 求证若 a ， 办 ， c 和 7 /t 为整数 * r >0 且 0=6 (iiiod m ) ， W \ ac = hc(mod me ) * 

45 •若 u ， 6 ， r 和 m 为整数， m 身2，证明 ac 盖 6 c(mod m ) 不一定范& J ? t ) 0 
46 ■若 a * 6 和 m 为整数， w >2 R a ^ b(mod m ) , 求适 gcd(b m ) = gedt^t m )、 

47 + 若 a ， h ， m 为整数， k^l f 互 a = b{mod m ) ^ 求证 (mod m ) & 

48. 若用散列函数 Aa)=t mod iOl 为学生记录分配地址，下列社会安全号得到的地址是什么？ 
a) 1.04578690 b)432222187 c)37220I919 cl>50l338753 

49- 停车场有 31 个车位供来访者使用 T 编号为0到 30 P 来访者根据散列函数 AU)=ifem 0 ci31 获得车位，其 
中 it 是来访者车牌前三位数> 
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a ) 下列车牌前三位数得到什么车位？ 

317， 918, 007- 100, 111- 310 

b ) 给出一个办法，使来汸者在发现他们得到的车位己被占 用时可 以找到空车位 s 

50, 用线性同余发生器 x 4 + ] = U ^ v + r ) mod ? 和种子: r 。 = 3产生的伪随机数序列是什么？ 

51, 用纯乘式发生器 x , + 1 =3 j :, mod 11和种子 x 0 =2 产生的伪随机数序列是什么？ 

52^写一伪码算法*用线性同余发生器产生伪随机数序列， 

53. 为信息 “DO NOT PASS GO w 加密，先把字母翻译成整数，再用下面给的加密函数计算 • 然后把整数翻 
译成字母 5 

a ) f ( p ) = ( p 4 - 3 ) mod 26 (凯撒密码） 

b ) /(^) = (^ + l 3) mod 26 

c ) f ( p ) = ( 3 p + 7 ) mod 26 

54. 为下列用凯撤密码加密的信息解密 . 

a)EOXH MHDQV b)WHVW WRGDB c>HDW GLP VXP 

书籍用国际标准书号 nSBN ) 来识别，这是个十位编码，…由出版社给定 。 这十位码分段表示 
语言、出版社、出版社给书的编号 * 以及最后一个校验位。校验位或是数字，或 是宇母 X ( 用来表示 10), 

jo 

校验位用 H b^Otmcd U ) 来选择 t 用于发现各位数字的错误或数字移位. 

!*■=[ 

55. 本书第3版的 ISBN 前九位数宇是 t 07-053965 t 它的校验位是什么？ 

56. 《初 等数论及其应用》第3版的 ISBN 是 0-201-57 Q 8 S -1, 其中 Q 是个数字，求 Q 的值， 

57_判断出版者给出的本书 [ SBN 的校验位是否计算正确。 

58. 求恰有《个不同因数的最小正整数，其中 n 是 

a )3 b )4 t )5 d )6 e )10 

59 . 给出与素数或素数分解有关的公式或规则，用以计算序列的第 n 项，使序列的初始项为下面给出的 
这些9 

a) 0 1 1 1 1 - 0， U 0, 1 mt 】 . 0，1 1 … 
b>n 3, n 2， 7, 2， 3» 2， 11, 2, 13, 2,... 
c )1 t 2，2,3.2.4*2,4,3,4，2,6，2，4,〜 
dH t 1 + l f 0, 1, 1, 1, 0, 0. K K 0, 1, 1, … 

3, 3, 5，5，7， 7, 7， 7, 11, 11, 13, 13， 
f ) l , 2, 6* 30, 210, 2310* 30 030, 510 510, 9 699 690, 223 092 870，… 

60. 给出与素数或索数分解有关的公式或规则，用以计算序列第 n 项，使序列的初始项为下面给出的这些 * 


a) 2 t 

2 , 

3 , 

5 1 ^ f 

7 , 

7 , 

11 . 

，lit 

11 , 

n 

t 13 

、13 ，… 


b> 0 . 

U 

2 , 


3 , 

4 , 

4 , 

4, 4 , 

5 t 

St 

6 , 

6中 … 


c)l, 

0 , 

0 , 

It o. 

1 * 

D, 

It 

1 * 1 , 

0 , 

l, 

0 , 

U … 


d)l, 

- - 

1 , - 

- 1 , o, - 

■ 1 . 

It 

—U 

0 , i 


it . 

- 1 , 0 , — 

1 ， U 1 ， " 

e)l. 

1 , 

1 , 

1 , 1 - 

0 , 

U 

1， 

1 . 0 * 

1 , 

0 , 

It 

CK 0 _ … 


f) 4 , 

9 , 

25 , 

49 . 

121 , 

,169 t 

289 , 

361 s 

卜 529 , 

841， 961 , 

1369 , … 


2.5 整数和算法 
2,5.1 引言 

正如 2.1 节所说，算法这一术语最初指的是用整数的十进制表示进行算术运算的过程，修改 
后能处理二进制表示的这些算法是计算机算术的基础《这些算法为理解算法这一概念及算法复 
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杂度提供了很好的实例。因此本节将讨论这些算法。 

除算术中常用的笹数算法以外，还有许多涉及整数的重要算法，包括欧儿里得算法，这是最 
有用的算法之一，很可能还是数学中最古老的箅法。我们还将推述-个算法，用于对任意基数6 
求正整数的6进制展开和求同余幕，在密码学中这是个重要的算法。 

2.5.2 整数表示 


H 常生活中都用十进制记号表示整数。例如，965用來表示9 • 〗0 2 + 6 • 10 + 5。不过有时用 
10以外的数为基数更方便 6 恃別是计箅机通常用二进制记号（以2为基数）来做算术运箅，而用 
八进制（基数为 S ) 或十六进制（基数为 16) 记号来表示字符，如字母或数宇。事实上可以用1以外 
的任何正整数为基数来表示整数4定理1陈述的就是这一结论0 

tsaum 令6为不等于 ] 的正整数。那么如果^是个正整数，就可以唯一地表示为下面的 

形式： 

n ~ akh k + at—\ ——卜 6 


其中* 是非负整数，如 . …， W 是小于6的非负整数， 

本定理的证明可以在 [ Ro ㈣ ]中找到。定理1中给出的 n 的表示称为《 的 6进 制展开。 《的6 
进制展开表示为 （ wwy - qaoh 。 例如， <245) s 表示2 * W +4 • 8 + 5 = 1 S 5 b 

二进 制展开选择2为基数就给出整数的二进 制展开 a 在二进制记号中每位数字是0或 U 
换言之，整数的二进制展开就是个二进制串 ◊ 计算机用二进制展开（及作为二进制展开变种的相 
关展开）表示整数并做整数算术^ 

例1 ^(101011111)^ 为二进制展开的整数之十进制展幵是什么？ 


解我们有 

(IOIOIHID 2 = 1 *2 8 十 0*2 7 」1 *2 石十 0* 2^ + 1 * 24+1 . 2 s + 1 • 2 2 + 1 • 2 1 + 1 ’2 0 = 351 

_ 

十六进制展开 1 S 是计算机科学中使用的另一基数。整数以16为基数的展开称力十六进制 
展升。这种展开要用16个不同的数宇^通常使用的数字是0， 〗 ， L 夂 4 , 5,（1， 7 , 8, 9， A ， 
B , C ， D ， E 和 F , 其中 A 到 F 表示的数字对应于 （ 卜逬制的 ）10 到 15 a 
例 2 十六进制展开（2八£03) 16 的十进制展开是什么？ 

解我们有 

(2AE0B),6 = 2 - 16^ +10 * 16 a + 14 * I6 2 +0 * 16 + 11 - (175627)i 0 ■ 

每个十六进制数字可以用4个二进制位表示。例如，可以看出 （ lil 00101) 2 =( F ：5 h 6 ， 因为 
C 1110)2 = ( E ) i s | fn (0101) 3 = <5 )ic ^字节是长度为8的二进制串，所以字节可以用两个十六进制 

数字 表示。 

进制转换现在介绍一个构造整数 n 的6进制展开的算法。首先，用纟除〃得到商和余 
数，即 

n = fe/a + no t 0 ^ ao <C h 

余数則就是 《 的&进制展开的最右边一位数字 6 下一步用6除仍得 

q-o — fxi \ + at . 0 a \ <C A 

可以看出 at 是〃的 6 进制展开中从右边数的第二个数宇 a 继续这一过程 • 不断用商数除以办并 
以余数为新的6进制数字。这一过程在商为0时终止 。 

例3求 < 12345) a 的八进制 展开， 
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解 首先用 S 除 12345， 得 

， 12345 - 8 - 1543+1 

不断用 S 除商数，得 

1543= 8 * 192 + 7 
192 ^ 8 - 24 + 0 
24- 8 .3 + 0 
3= 8 - 0 + 3 

由于这些余数就是12345的八进制展开中的数字，于是 

U 2345 )io = (30071 )s 
例 4 求 （177130)^ 的十六进制展开， 

解首先用 1 S 除177130，得 

177130 = 16 * 11070+ 10 

不断用 1 S 除商数，得 

11070= 16 * 691 + H 
691= 16-43 + 3 
43= 16 _ 2 + II 
2-= 16 * 0 + 2 

由于这些余数就是〔177130)^>的十六进制（基数 16) 展开中的数字*于是 

(177130)10 = (2 B 3 EA ) i 6 

C 回忆一下，整数10, 11和14分别对应于十六进制数字 A , B 和 EJ 
例5求 （241> kj 的二进制展开9 
解 首先用2除241，得 

241 = 2 * 120 + 1 

不断用2除商数，得 

120= 2 • 60 + 0 
60= 2 * 30 + 0 
30= 2 * 15 + 0 
15= 2*7 + 1 
7^ 2 • 3 + 1 
3=2* 1+1 
1= 2 * 0 + 1 

由于这些余数就是 （241) ia ^ 二进制（基数2>展开中的数字，于是 

(241 )io = (11110001)2 

算法1中给出的伪码用于计算整数《的6进制展开（^-广11如）“ 





算法丨构造 A 进制展开 
pmcedure base b ejcpansion (a: 正螫数 ) 
q T==r fl 
k * = 0 

while g 矣 0 
begin 

a k * = ^ mod b 

q 5= L <3/6 j 
k * = 走十 1 

en < Mn 的 A 进制展开是 
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在算法1中，？表示不断用6去除时得到的商，初值 g A 进制展开中的数字就是做这些 
除法时得到的余数.由 g mod 6给出，在得到的商 时， 算法结束。 

注意算法1可认为是一个贪心算法。 

二 进制与 卜 六进制之间的转换是 非黹容 易的，因为每个十六进制数字对应着一组4个二进制 
数字，这种对应关系如表2〜3所示（未表示开头的 Oh 〈把证 明该表的正确性在本节末尾留做习 
题 n 和 id 例6说明了这种转换， 


表 2-3 整数 0 到 15 的十六进制、八进制和二进制表示 


十进制 ! 

a 

B 

D 

B 

9 

9 

g 

■ 

B 

■ 

■ 

a 

D 

■ 

14 

15 

十六进制 1 

D 

B 

B 

B 

a 

B 

a 

■ 

B 

■ 

团 

n 

■ 

■ 

E 

1 F 

八进制 

0 1 

1 

1 1 

1 

2 

3 

j 

4 

1 5 

[ 

6 

; 7 j 

10 - 

il 

1 12 

n 

J3 

■ 

D 

m 

1 17 

二进制 

0 

1 

10 , 

il 

100 

1101 ■ 

I_ 

]]D 

1 in : 

! 

1000 i 

1001 

1010 

10] J , 

1100 

1101 

mo 

1 

111! 


例6求 （il UI 0 1011 1100) 2 的十六迸制展开和 （ A 8 I )) 16 的二进制展开 。 

解为了把 （11 1110 1011 1100) 2 转化成十六进制记号 ， 把数宇分成4个一组 ， 必要 时在姑 
左一组的开头加一些 L 这接组是0011、1]10、1011和1100，分别对应十六进制数字3、 E、B 
和<^ 于是 （11 1110 1011 1100) 2 ^(3 EBC ) i ^ 

为了把 （ A 8 D > 1 S 转化成二进制记号，把每个十六进制数字换成一组4个二进制数字。这些组 
是 1010、1000、1101,于是 （ ABI)) ls = < lt)lO 1000 1101)% ■ 

2.5.3 整数运算算法 

用整数的二进制展开做运算在计算机科学中分外重要，我们将介绍对两个表示为二进制展 
开的整数做加法和乘法的算法，还要以使用的位运算的实际次数来分析这些算法的计算复杂度。 
在整个讨论中假定 a 和6的二进制展开为 

d = (— 1 -2 **' w 1 fio ) 2 ^ A — (/? T1 -i u ' m t)\ho )2 

从而 a 和 6 各有 n 个二进制位（必要时让其中一个的开头几位为 0) Q 

考虑两个用二进制记号表示的整数相加的问题。做加法的过程可以根据通常借助纸笔做加 
法的办法来设计，也就是或对二进制数字相加，有进位时再加上进位，这样来计算两个整数的 
和。现在来详细描述这个过程 ^ 

要把 a 和6相加 T 首先把最右边的数字相加。这样可得 

ao + ho — co * 2 + 的 

其 中&是 a + fc 的二进制展开中最右边的一位数字，而^是进位，为0或 I 。然后把下一对二 
进制位及进位相加， 

a \ 4~ b \ — Co = ci • 2 + q 

其中 M 是^ + 6的二迸制展开中的下一位（从右算起）数字 ■ n 是进位，继续这一过程，把两个二 
进制展开中对应的二进制位及进位相加，给出 a + A 的二进制展开中从右算起的下一位数字 1 最 
后把〜 - 1 ， h - j 和 G 2相加得 G - ! _ 2 + 〜 - 1 。 a ] 6的首位数字是 h f Cw - j 0 送一过程产生 《 
与 b 之和的二进制展开，即 a 十6=(知 s — 1 _“打句）£ 。 

例7 把 和 fr =(1011>£ 相加。 
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解按照算法中规定的步骤.首先注意到 

I = 0 - 1 =0*2 + 1 

所以而邱然后 ， 因为 

at + 办 1 + Co = 1 十 1 丄 0 = 1 -2 + 0 

所以 q = l 而 n =0。 继续做下去、 

“2 & 十 q = 1 + 0 ^ 1 — 1 .2 + 0 

于是0 = 1而& = 最后由于 

幻 + 如 + Q = 1 + J + 1 = 1 _ 2 + 1 

从_> = 1 H，h = U 这表明 h = 因此 > = a + A=<l 1001) ? 。相 

加的过程如图 2-6 所示。 

加法箅法可用伪码描述如下。 


I i 

] 

1 

u 

11)0 

[Oil 

,110 0 1 i 


m 2-6 (1110) 2 和 

(1011): 相加 



算法 2 

整数相加 


procedure a(a, bi 正整数） 


■[ u 和 A 的二进制規开分别是 

^a 3 u fl ) 3 和 （乂 ^… h h } 

! c ： — 0 

for j s = 

0 tfl F1 — 1 


besin 

cl - 

— [ {a^ + /，■ -f-r)/2 j 


^ : 

— — 2d 


1 d = 

=d 

'i 

j 

end 

^ !=r 

1 { 和数的二进制展开是 

l 

■ 

( 

1 

... j 


下面分析筲法2使用的二进制位相加的次数。 

例8 两个二进制 M 开中有〃个（或少于 n 个）二进制位的整数相加，算法2耑要用多少次二 
进制位加法？ 

解 两个整数相加是相继对二进制位相加，再加上进位来完成的。把 两个二 进制位及进位 
相加需要3次或少于3次二进制位加法。因此需要的二进制位加法总数少于二进制展开中位数的 
三倍。从而算法2把两个 M 位整数相加需要的二进制位加法次数是 OU )。 ■ 

下面考虑两个〃位幣数^和6的乘法，传统的算法（用纸笔做乘法）是这样的：根据分配律 

看出 

必 = £z( 如 2 0 十 匕 2 1 + … i hr-iZ^ 1 ) ^ a(h 0 2°) -ha(/?i2 } ) I ” . + aU? > 

可以用这一等式计算 W 。 首先注意在 ~ = 1 时而~=0时以,=0。每当用2乘一项 
时，结果都是把这一项的二进制展开向左移一位并在尾部加上一个 L 因而可以把的二进制 
展开向左移位7位，再在尾部加上 j 个0来计算最后，把《个整数 “6/2、 j -0, 1, 
2 ，…， n — 1 ^相加就得到 

这个乘法过程巧用伪码描述成算法夂 
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算法 3 整数相乘 

procedure multiply 〖 F : 整数） 

{ a 和6的二进制展开分别是… ）2 和 d—Ag >2 } 

for j 3 = 0 to n — 1 
begin 

if 6, = 1 thenc'j ; = ashifledj places 
l — 0 

end 

q ， h - a 是部分乘积 } 

p s = 0 

for j s = 0 to n — 1 

P t = p ^ c , 

U 是必 的值} 


例 9 解释了怎样使用这一算法 d 
例9 求 a =( I 10> 2 和 b ={ 10 l) z 的乘积， 

解首先注意 

oAo * 2° = (110) £ • 1 * 2° - (110) 2 
afri * 2 1 = (110) 2 - 0 * 2 1 = (0000)^ 

及 

^2 * 2 2 - ( 110>2 • I . 2 2 = ( 11000)2 
为求乘积,把 (110 )r (0000)2 和 （11000)2 相加，完成这些加法（用算法 
必要时首位加 0) 即得 M =( nno ) ju 这一过程如图 2-7 所示。 

下面来判断箅法3做乘法时使用的二进制位相加次数和移位数„ 

例 10 用算法3计算 U 和 6 的乘积需用多少次二进制位加法和移位？ 

解笄法3计算 a 和6之乘积的办法是把部分乘积 Q .…. m 2-7 (110), m 
相加，当6> = 1时，部分积 q 的计捭是把《的二进制展开移 j 位。当 UOlh 相乘 
时，因为 q =0， 所以不需要移位，于是，为求出所有》个整数 
abj 2 》 ，) = 0，1，2，…， n _ I ，需要至多 

0+1 + 2~|""，卞 n * 一 1 

次移位。因此根据 2. 2节例4,需要的移位次数是 OU 2 ) d 



要把从_； =0到 j = 7 l 〜 1加起来，需要做一个？ I 位整数、一个 （ fl +1) 位整数…… 和一个 
2 ri 位整数的加法。从例 S 知道，这些加法都需要 Ob ) 次二进制位相加。因此完成所有 n 个数的 
加法需要 0( d ) 次位加法。 ■ 

令人吃惊的是，还有比传统的整数乘法算法更有效的算法，其中一个算法使用 ou 15Et5 ) 次 

位运算来完成《位数的乘法，将在 6. 3节介绍。 

给定整数 a 和 d ， c />0， 可以用算法4求 div d 和 mod A 在这个算法中，当 a 为 
正时，就从 a 中尽可能多次减去直到剩下的值小于 A 减法的次数就是商而摄后减剩下的值 
就是务数，算法4也能处理^为负的情况.先求出当 I a 丨除以 d 时的商 g 和余数当「>0时， 
再用这些结果求岀当 a 除以 d 时的商一（9+〗）和余数具体过程留给读者证明（练习 55); 
假设0>山该算法用 0( gbga > 次位运算 3 



基硇： 算法' 整教和矩阵 


141 


算法 4计算 div 和 mod 

pnicedur ^ di ^ i^ion algorithm (^：整数 ， ds 正整数) 
q '^0 

T 5 = ' U - 

while r^d 
begin 

r ： = r 一 d 
q T = 9+ 1 

end 

if a<0 且 r>0 then 
begin 

r : = d 一 r 
g ： =-(g+l) 

end 

{^=adiv 是商， r—a mod d 是余数 


当正整数 a 除以正整数 d 时，有比算法4更有效的算法能确定商 4 = a divd 和余数 r = a mod 
办详情见 [ Kn 98]>, 这些算法需要 CK〖oga _ bgcO 次位运算.如果 a 和 d 的二进制展开都不超过 
n 位, 那么 logd _ log 可换成这意味着需要 OCV ) 次位运算来求 a 除以 d 的商和余数 a 

2. 5,4 同余羃 

在密码学中重要的是能有效地求 y mod m , 其中6， n ， m 都是大整数 c 先计算炉，再求沪 
除以 m 的余数，这是不可行的， 因为以 是非常大的数 a 可行的是_种利用指数 n 的二进制展开 
(比如 … aitt 。 ）？〕的算法 D 这个算法依次求6 mod 77?， b 2 mod m f h A mod m f -- , b 2 * 

mod m , 把其中 q = 1 的那些项 〆 mod m 乘起来，在每次乘法后求乘积除以 m 的余数 a 这个算 
法的伪码如苒法5所示 t 


I ~-- - - - -- 1 - - - 

算法 S 同余幂 

procedure modular ej'ponenliationibi 整数 * n = ( a *-] a ] au )! * m : il : 整数） 

x ^ — l ! 

poxver l — h mod m 

far i 1 = 0 tfl — 1 
begin 

if flr = 1 then x 1 ~( jc * power) mod m 
pomer 1 = (poiver ^ poxv^f) mod m 

«nd 

{x 等于 mod ? j ?}_____ 

例 U 说明算法 5 如何工作。 

例11 用算法5求 2 S44 mod 645, 

解 算法5首先令 i = l 和夕_/^2 mod 645 = 2。 在计算2^ mod 645的过程中，这个算法 
对 i = l , 2,9确定# mod 645* 做法是不断地平方和模645缩减 B 如果〜 =1( 其中叫是 

S 44 二进制展开中的第 j 位），就用I 当前值乘以 mod 6沾并用模645来缩减结果。下面是所 
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用的步骤: 


i^Oi M a fl = 0. 有 』■= 1 和 po r wer=2 - =4 mod 645=-'4 ； 

i = I ；因 a =0 .有 1 和 pou ^ r - 4 2 = 16 mod 64「』=16; 

i = 2 ：；因七 = i t 有 ] -16 mod 64 5 ^ 16 - ft 3 poxt ^ r = = 256 nrmd fi 45 = 256^ 

^ — 3 ； K tij =(K 有 16 和 power = 256" =65 536 inod 645 — 391 ； 

4 ： | j ^ ~ 0, 有 = 16 和 po - wer — 391" = 152 881 mod 645 = 16 ^ 

i = 5, 闲 4 = (), 有： 16 和 16^=256 mod 645 = 256; 

I = G ； 因 u * = Q ，有， r *= 16 和 power = 256" —65 536 ittod 645 39 L ； 

i =7 t 因 〜 = 有 j = (】S * 391) mod 645 = 45 J 和和财 r =39 l = = 152 S 31 m«l 645 = 16 j 
i — S ； 内叫 =0 ■有 1 = 和 power 7 ^ 16 ' ― 256 mod 645-— 256 ； 

因 〜 = 有 (451 . 25 fi ) mod 645 = U 


这说明遵循算法 5 的步骤就得出结果 mod 645-], 



2.5,5 欧几里得算法 




2.4 节介绍的用整数的素因数分解求两个整数之 M 大公约数的算法效率不高 。 原因是 
求索因数分解消耗太多时间 * 将给出一个称为欧几里得算法的效宇更高的方法求最 


大公约数 u 这个算法古代就有了。这是用占希腊数学家欧几里得 0 的名字命名的，因为在他的书 


《几何原本》 中记载了这 算 法。 

在介绍欧儿里得算法之前，先说明它怎样求 gcd (91，287). 首先用两个数中的大者287除以 
两个数中的小者 9 K 得到 

28? = 91 * 3+ 14 


91和287的任何公约数必定也是 237-91 ^ 3 = 14 的因数 . 而且91和14的 任何公 约数也必定是 
287 = 91 * 3 + U 的因数 e 因此，287和91的最大公约数和91与14的最大公约 数相同 这去明， 
求 gcd 〔91、2 M ) 的问题已被化简为求 gcd ( gi , 】 4) 的问題。 

下一步用91除以14得 

91 =^14-6 + 7 

由于9〗和〗4的任何公约数也能整除 91—11 _ 6 = 7，并且14和7的任何公约数整除 9 U 于是 
gcd (9 l ， 14) ~ gcci ( 14 1 7)„ 

继续让1+除以？得 

14 = 7*2 

由于7整除 H ， 所以 gcd (14， 7) = 7 9 另外由于 g cd (287，91>- gcd (9], 14)= ged (14， 7) = 7, 
所以最初的问题得解 D 

现在介绍欧几里得算法在一般情况下如何工作。将用辗转相除把求两个正整数最大公约数 
的问题化简为求两个较小整数的最大公约数，直到两个整数中的一个为 L 
欧几墜得筲法的基础是关于 M 大公约数的下述结论和整除箅法。 

■■ ■ & :■■ © 欧几里得 【 Eiicfckl , 钓公元前 32 S —265年}是人类最成功的数学表作《儿何原本 MElmemW 的作#.这| 

" 书自古至今已冇1000多个不同的版本.人们#欧几黾得的生平所知甚少， R 知道他曾在亚历 lh 大 t 名的学 
院任教 P 4 i 然欧几进得不强调应用，当一个 学生阿 他学 T 几何有什么用时1他解释说知识本身就值得学4 ,并让仆人给 
丫这 个学生一枚硬 H 1 ，“因为他一定要从学 > J 中获利。” 
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令 a = 6 t /+ r ， 其中〜6 ， g 和 r 均为整数，则 ged<h h ) — gcd ( h 9 r ) Q 
证如果能证明^与 6 的公约数和与 r 的公约数相同，也就证明了 gcd (心 fe )- gcd ( A t r ), 
因为这两对整数必定有相同的 最大公 约数， 

现在假定 d 整除 o 和 S 于是 d 也整除 a - (根据 2.4 节定理闵此 a 和6的任何公约 
数也是 A 和 r 的公约数， 

类似地，假定 d 整除6和『，于是^也整除 + r = & 因此6和 r 的任何公约数也是 a 和 ft 的 
公约数。 

于是 gcd (£ i . by — gcdib ^ r ) a □ 

假定 a 和 6 为正整数，令若辗转应用整除算法，得 

ny n 9i + n 0 ^ < ri 

n = 广 2 分 2 + 门 0 <C rz 

亭 

4> 

■i 

rtt-z = r n -\ \ 0 ^ r n < r n -\ 

r n -l = r^gn 

最终在辗转相除序列中会出现余数为0，因为在佘数序列 a - ro > n > r 2 >*->0 中至多包含 
项。 进而从引理1知 

gcd(a f t) = gcd(ro , ri) = gcd(ri ， rs) — = gcd( r n -z ) 

— gcd(r rt -i ， r„) = gcd(r H t 0 ) = r 4 

因此，最大公约数是除法序列中 最后一 个非零余数 p 

例12用欧几里得算法求414和 S 62 的最大公约数 ^ 

解 辗转使用整除算法给出： 

662- 414 - J + 248 
414= 248 • I 十 166 
248= 166 • 1十82 
166= 82 • 2 + 2 
82= 3 - 41 

因此， gt ： d (4 l 4，662)= 2, ㈥ 为2是最后一个非零余数。 ■ 

算法6是用伪码写成的欧几里得算法^ 


_ 法 6 欧几里得算法 
procedure (?e<Ku ， 心正整数 ) 
j ： 1 5=2 a 
31 * = 6 

while y^O 
begin 

r s =:r mod y 
jt s = y 
y i = r 

end {gcdCa, 6 ) 是 jt:} 


算法 6 中 J 和 jr 的初值分别是 a 和6。在过程的每一步都是 a ： 取 y 的值，而^取的 
值，： rmody 是： r 除以 j 的余数只要 y 关 0, 这个过程就重复下去。当: y=0 时算法终止，此时 x 
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的值，也就是这一过程中最后一个非零余数，即为 u 和6的最大公约数， 

将在 3* 4节研究欧几里得算法的时间复杂度，并证钥求 a 和6的最大公约数笛要做的除法次 
数在时为 CKk> s 々） & 

练习 

1_把下列整数从十进制表示转换为二进制表承. 
a)231 b)4532 c)97S44 

2, 把下列整数从十进制表示转換为二进制表示、 

a >321 b)1023 c>100632 

3, 把下列整数从二进制表示转换为十进制表示。 

a)i nil b)10 0000 0001 c)l OlOl 0101 d)110 1001 0001 0000 

4, 把下列整数从二进制表示转换为十进制表承。 

a)l 1011 b)!0 1011 0101 c)Il 1011 1110 d>lll 1100 0001 1111 

5, 把下列整数从卜六进制表示转換为二进制表示。 

a)S0E b)135AB c) ABBA d) DEFACED 

6, 把03八1；疋八01:0) 1& 从 l 六进制表示转换为二进制表示， 

7.. 把 （ABCUEFh 从 t 六迸制表示转换为二进制表示， 

8. 把下列整数从二进制表示转换为十六进制表示 t 

a)llll 0111 b)10l0 1010 1010 €)11] 0111 0111 0111 

9. 把 （1011 0111 1011), 从二进制表承转換为十六进制衷示 s 

10. 把 （1 1000 0H0 00)1)^ 从二进制表示转换为十六进制 表示， 

1L 证明可以从正整数的二进制 M 开求其十六进制展开 f 方法是每四个二进制位分为一组，必要时在开头 
加一些位*把每组四个二进制位转换成一个十六进制数字。 

12. 证0月可以从正整数的十六进制展开求其二进制展开，方法是祀每个 t 六进制数字转换成四个二进制位 * 

13. 设计一个简舉的方法把十六迸制表示转換为二进制表示。 

14- 设计一简单的方法把二进制表示转换为十六进制表示， 

15, 把 （7345321h 转换为二进制表示，把 （10 1011 1011) 2 转换为八进制表示 * 

16. 给出一个从整数的十六进制表示转换为八进制表示的过程，用二进制表示作为中间步骤。 

VL 给出一个从整数的八进制表示转換为十六进制表示的过程*用二进制表示作为中间步 iL 
IS, 把 （12345670) B 转换为十六进制表示，把 （ABB093BABBA) 14 转换为八进制表示 • 


19 - 用算法 5 求 mod 99. 

20, 用算法 5 求 123 咖】 nuKl 101. 

2L 用欧几里得算法求 



a)gcdC12 t 18) 
e)gcd(1000 f 5040) 

22- 用欧几里得算法求 

b)gcd(lll» 201) 

Dgcd(98SS ， 6060) 

c)gcd(100l t 1331) 

d)gcd(i2345. 54321) 

algcdOi 5) 
e)gcd(1529, 14038) 

b>gcd(100 T 101) 

Ogcdumit nmi ) 

c)gcd(l23 t 277} 

d)gcd(15Z9, 14039) 


23. 用政几里得算法求 gctK 21. 34) 要做多少次除法？ 

Z 4. 用欧几里得算法求 g « K 34, 55) 要做多少次除法？ 

25. 证明每个正整数都可以唯一地表示为2的不同次幂的和. 《提示： 考虑整数的二进制展开 d 

26. 可以证明每个整数都能表示为 

q — ] 3* 一【+ …+ 心3 + 
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的形式，其中 〜 =_K 0或1, j = 0, 1, 2,…， h 这一类展开称为平衡三进制展开 s 求下列整数的 
平衡三进制 展开， 

a)5 b)l3 c)37 J)79 

27+ 证明正整数被 3 整除的充分必要条件遒仑的十进数字之和能被 3 整除， 

28-求证] E 整数能被 U 整除的充分必要条件是；它的偶数位彳进数字之和与奇数位十进数字之和的差能被 
11整数4 

29. 求证正整数能被3整除的充分必要条件是：它的偶数位二进数宇之和与奇数位二进数字之和的差能被3 

整除 i 

整数的 i 补表示町以简化计算机算术，为了表示绝对值小于2_ — 1的正负整数 t 一共 需要? I 位。最左边 
一位表沄符号 . 这一位上的0表示 m 整数，1表示负整数对正整数来说 + 其他的位就是该整数的二进制 
展开 . 对负整数来说*其他的位就是其绝对值二进制展开中各位数字的补.其中1以0为补. 0以]为补。 

30. 用长度为六的位串，求下列整数的1补表示 

a ) 22 l 3 )31 c )-7 d )-19 

31. 下列长度为五的 l 补表示是哪些整数？ 

ai NOOl b)0110J c) 10001 d) 111 11 

32. 如果 m 是个小 T 的正整数，若用长度为 《 的位串 T 怎样从 m 的1补表示求一 m 的1补表汞？ 

33. 怎样从两个整数的1补表示计算其和的]补表示？ 

34. 怎样从两个整数的1补表示计筲其差的1补表示？ 

35. 求证以(£2„-1 A- z …化如 ） 为1补表示的幣数 m 可以用公式 m = — (2 11 " 1 — 1 ) + a - eP -2 + ”* + 

a 卜 2 + 计算 B 

整数的 2 补表示也可以简化计算机箅术，而且比1补表示史通用.对给定的止整数〜要表示满足 
一2# — 1的整数 I ,共需要？1位.最左边一位表示符号 . 这一位的0表示正整数，1表示负整 

数 & 这和1补表示一样，对正稹数来说，其余的位与该整数的二进制展开 一样， 对负整数而言，其余位是 
—丨 x 1的二进制展开.整数的2补表尕常用于计算机运算 t 因为不论整数是正是负 * 都很容易用这种 
表济做加法和减法 4 

36. 用长度为六的位串的2补表示柄答练习30。 

37. 假定每个友示是松度为五的2补表示，冋答练习31 4 

38. 用2补表示 ® 答练习 3L 

39. 用2补表汞回答练习33。 

40. 用2补表承回答练习34。 

4L 证明以为2补表示的整数 m 可以用等式讲= 一〜 -]• + n • ^+…+屮 • 

2 + ^o 来计箅 . 

42. 给出一个简单的算法，从整数的1补表示求其2补表示。 

43. 有时用四位二进制展开表示各个十进制数字来为整数编码。这就是整数的二进制搞码十进制形式.例 
如，用这种方式为791编码得0111 1001 000U 用这种方式为整数编码，_个打位的十进制数需要多少 
位？ 

所谓康托尔展开就是形如 

a^n ! 4- a n ~\ (n— 1 ) ! + ** m 2! + 1 f 

的和 * 其中 €1 ■■为整数 t 且 i-U 2, 

44. 求下列各数的康托展开。 

a)2 b)7 c)19 d)87 ^)1000 f)1 000 000 

MS. 给出一个求整数的康托表汞的算法， 

M6, 绐出一个从两个镔数的康托表示求它们的和的算法。 
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47. 用课文中给出的加法算法，一步一步把 （ lOm ) dtKliOlOh 相加。 

4 S . 用课文中给出的乘法算法* 一步~步把（1110) 2 和（1010) 5 相乘 。 

49 + 给出一个求两个二进制展开之差的算法， 

50,估计计算两个二进制展开之差需要的位运箅的次数。 

5 L 设计一个算法，从整数 a 和6已知的二进制展开判断是 a =6 还是 

5 L 当整数《和^的二进制展开有《个数位时，按练习5〗设汁的比较算法要做多少次位运算？ 

53. 就需要的除法次数而言，佔计求整数 n 的 A 进制展开的算法1的复杂度。 

^54- 证明算法5 用 0( (log m ) 3 log w ) 次位运算求 ft ’ mod tn ^ ■ 

55. 证明算法 4 用 (XqlQg I « t ) 次位运算，假设 a>l 

2.6 数论应用 
2,6. 1引言 

数论有许多应用 . 尤其是用于计算机科学。在 2. 4 节已经介绍了几个这种应用，包括散列函 
数，伪随机数生成和移位密码。本节继续介绍数论 * 给出若千关键结果和两个重要的应用：做大 
整数算术的方法和最近发明的称为公钥系洗的密码系统，在这种密码系统中，不需要为加密密钥 
保密 * 因为知道加密密钥无助于在可行的时间内解密信息。用秘密拥有的解密密钥来解密信息 0 
在学 3 这些应用之前，我们将介绍在数论及其应用屮占屮心地位的一些关键性结论。例如， 
将说明如何用中围剩余定理（即孙子定理译 者注） 求解模为两两互素的整数的线性同余系统， 
然启说 明如何以这个结果为基础做大整数 n 求。将介绍费尔马小定理和伪素数的概念，并说明 
如何用这些概念建立一个公钥系统。 

1 . 6. 2若干有用的结果 

这一节从头到尾都会用到的一个亟要结果是：两个整数《和 A 的最大公约数可以表示为 

SCJ ~h Tf? 

的形式，其中，和 f 为整数。換句话说， gcd(a, A) 吋以表示为 g 和的整系数线性组合 • 例如， 
gcdK6, 14) = 2, m 2=(-2) * 6+1 * 定理 1 说的就是这一亨实。 
eauai 若 G 和 & 为 正整数，则存在整数 ^ 和 / ，使 gcdu, = + 

将不对定理 1 作形式证明，而是举例介绍一种方法，可以求两个整数的线性组合，使之等于 
其最大公约数。（本节假定线性组合均以整数为系数 d 这一方法是将欧几里得算法求最大公约数 
所做的餘法依次颠倒过来。【在练习 4 8 前面的说明中坯描逑〜个称为广义欧几里得算法的算法， 
可用来把 gcd(a, W 丧示成 “ 和 A 的线性组合 ，） 

例 1 把 gcd(252, 198> = 1S 表示为 M2 和 1S8 的线性组合。 

解要证明 gcd(252, 198)-13, 欧儿里得算法做下列除法： 

252= 1 - 198 + 54 

198= 3 * 54 + 36 
54 — 1 * 36 -f 18 
36 = 2 * 18 

用倒数第二个 _ 法（ |£ 数第」 K 珂以把 gcd<25t 198) = 18 表示为 54 和 36 的线性组合，即 

18 ^ 54 - 1 - 36 

第二个除法说明； 

36 = 198 - 3 - 54 
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将祁的 这一表达式代人前-等式，可以把18表示为54和198的线性组合，也就是 

18 = 54 - 1 - 36 - 54 - 1 * (198 — 3 * 54) = 4 * 54 - 1 - 198 


第一个除法说明 


54 = 252 -卜 198 


把54的这一表达式代人前面的等式， pI 以把18表示为252和198的线性组合 D 结论是 


18 = 4 - (252-1 * 198) 


198 4 * 252-5 - 198 


问题得解。 ■ 

用定理1推出几个有用的结果 d 尚标之一是证明算术基本定理的一部分；每个正整数只有最 
多一个素因子 分解。 要证明：如果一个正整数有一个素数分解，而且素数是依不减的顺序写的， 
则这分解是唯-的。 

首先需要推导一些关于整除的结果， 

如矩6和 t 为正 整数，使得 gcd (^. A ) =】且 a 丨心，那么 a 


引理 


证 由干 bx 根据定理 I 知有整数 和 【， 使 


用^乘等式两边，得 


sac + the 


由14节定理 I 可以用最后这--等式证明 a U 。 根据该定埋的第二部分，&丨由于 
和 a | f &, 由同一 定理的第一部分可知 a 整除 wc + 办， 从而 ale 这就完成了证明。 □ 

在证明索内子分解唯性时，将使用引理1的下述推广 & (引理2的证明在 3. 3节留做练习， 
因为用3+ 3节介绍的数学归纳法很容易证明 J 

如果 p 愚素数，且， ai 处…‘ • 其中 a , 为整数，则对于某个“ P | ^ . 

现在可以证明幣数分解为素数的唯一性了，也就是证明每个整数至多有一种方式写成素数 
的乘积 * 其中索数按不减小的顺序出现。这是算术基本定理的一部分。将在 3.3 节证明另一部 
分 + 即每个整数都有素因子 分解， 

证（正整数的素因子分解的唯一性）：假定正整数〃能用两种方式写成素数的乘积，比如说 
n = 户1 付…九和奶…中，其中 A * 都是素数，而且 f i 和 a 名町< 屮。 

现在从两个分解式中去掉共有的素数，得 

Pi , P h …％ 

其中任何素数都不同时出现在等式两边，而 k 和11为正整数。由弓1理2知，有某个 i 使整除 
由于任何素数都不能整除另一个素数，所以不可能有这样的 I〆 这说明 n 至多有一种分解 

为素数的方式 d □ 

用引理丨可以证明冏余式两边除以同■个整数的一个结果。已证明 （2 d 节定理10)吋以在同 

佘式两边乘以關一个整数，但用同一个整数去除同余式两边并不一定得到有效的 同余。 下面的 

例子说明了这一点。 

例 2同余式14三 8 (mod 6) 成立，但不能两边同除以2,因为 14/2 = 7* 而8/2=4，但7耷 


4(mod 6 ) fl 

不过用引理1吋以证明同余式两边可以同除以与模数互素的整数。这就是定理 2 d 

令 m 为正整数 T 和 t 为整数 c 如果且 ged ([ • m ) — 1甲 邵么 a 


定理 


b { mod m ) ^ 

证由于 a (兰& (mod 明），则 m I ，一女 — 由引理 1 及 gcd < r ， m ) = 1, 知—九 
于是爪） n n 
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2.6.3 线性同余 


形如 w 三 Mmod m ) 的同余式称为线性同余，其中爪为正幣数， 0 和 A 为整数，为变 
在数论及其应用中到处可见这种同余。 

怎样解线性同余式 m ) 呢？也就是说，怎样求出所有满足这一同余式的值呢？将 
要介绍的-个方法耍利用使 a a = I (mod m > 的整数 a • 如果迭样的 ci 存在的话^这样的 a 称为 a 的 
模 m 逆。在^和 m 互素的条件下，定理3保证 a 的模 m 逆的存在。 

如果 a 和 m 为互素的整数， m > I , 则存在 a 的模 w 的逆,而且这个逆模 m 是唯一 
的。（即有小于 m 的唯一正整数它是 a 模 m 的逆，且 u 的任何別的模 m 逆均和 f 模 m 同余 D ) 
UE 由定理 1 及 gcd (心 m )=] 知，有整数 s 和 f 使 

ia H- fm — 1 


于是 


沿十加三 1( mod m) 


由于 f 717= 0( mod m ) ，所以 

m = 1( mod m ) 

结论是 s 为 a 的模 m 逆。把证明这个逆是模 m 唯一的留作本节末尾的练习 h □ 

定理 3 的证明同时给出了一个在和 m 互素的条件下求 a 的模 m 逆的方法=求 Q 和 m 的线 
性组合使之等于 1( 按欧几里得算法步骤倒过来做即可 U 这一线性组合中 a 的系数就是 a 模 m 的 


一个逆。例3说明了这一过程。 

例3求3的模7逆. 

解由于 gcd (3 f 7) = 1，定理3说明存在3模 7 的逆，若用欧几里得算法求3和7的最大公 
约数，算法很快结束： 

7=2*3+! 


从这一等式看到 

— 2 - 3 + 1 * 7 = 1 

这说明一2是3模7的一个逆。（注意.模 7 同余于_2的每个整数也是3的逆，例如5, 一9, 

12等。） ■ 

有了 a 模 m 的逆 J 以后 f 就可以很容易地解同余方程 axEMmod m ); 只要在线性同余式两 

边同乘以 S 即可 D 例4说明了这一过程。 

例4 线性同余 3^^4 Cmod 7) 的解是 什么? 

解 从例3知道一2是3模7的逆 d 在同余式两边同乘以一2得 

— 2 * 3 工兰一 2 * 4 (mod 7) 

因为一6三1 (mod 7) 且一 8^6 <mod 7) ，所以若 z 是解，必有 x 三 一 8三 6 (mod 7 ) ◎ 于是根据 2- 4 
节定理10，有 

3 jc = 3*6 ^ 18 4 (mod 7) 

这说明所有这种 JT 满足问题屮的同余式$结论是，同余方程的解是使 i = S ( mod 7) 的整数，即6, 
]3，20，…及一 1，一8， — 15， ■ 

2, 6. 4 中国剩余定理 

线性同余系统十分常见。例如稍后会看到，这种系统是做大整数算术的一种方式的 
基础 。 甚至可以在中国和印度的古代数学著作中发现以这种系统作为文字游戏。例5 
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给出的就是这样的例子。 

例 S —世纪时，中闻数学家孙子问道： 

“有樹不知其数，三分之余二，五分之余三，七分之余二，此物几何？ 
这一问题可以翻译成：求同余方程组 

jc s 2 (mod 3) 
x s 3(mod 5) 
j" 2( mod 7) 


的解 D 将在本节稍后求解这一方程组，同时也就回答了孙子的问题 . ■ 

从有关线性同余系统的中国古典问题而得名的中国剩余定理，可以这样叙述 i 只要线性同 
余系统的模数网两互索，则该系统有解，向且以所有模数之乘积取模*解是唯一的 D 
_邏1 (中国剩余定理) 令 / Tn ， 7712，…，/〜为两两瓦素的正 整数. 则同余方程组 

jt ^ a \ (mod mi ) 


:r 三 as ( mod mz ) 



jc = a n < mod m n ) 

有唯 - 的模似 … m, 解，（即有一个解 h 使且所有其他的解均与此解模 m 
同余 

证要建立这一定理，需要证明有一个解 存在， 而旦是模 m 唯一的 。 下面将给出构造这样 
- 个解的方法以证明解的存在；对这一解的模 m 唯一性的证明见本节宋尾的练习 24 , 

要构造一个适合各方程的解 . 首先对 4 = 1 ， 2 ,令即是除以外 
所有模数的乘积 < 由于时，和网 * 没有大于 1 的公因子，所以 ged(m^，) = U 从而由 

定理3知有整数外，即 Mt 模的逆，使得 

= 1 ( mod mk ) 

要得到适合所有方程的解_令 

.r = cit M\ y\ + az 夕 £ + ” - + a n M n y n 

现在要证明 i 就是这样一个解,苢先注意，由于只要 h 就有 My 三 OtmodmO , 在 ：*: 的求和 
表达式中除第 A 项以外的各项模出*均同余于 I 由于三 i(mod mi )， 可看出对★=：!， 
2，…，？ i t 均有 

x = cikM^yk = fit t mad 

这就证明了 x 是这 n 个同余方程的公共解。 n 

下面的倒子说明怎样用定理 4 的证明中给出的构造法解同佘方程组，以此来求解例 5 中孙子 
问题产生的方程组 , 

例6 欲求解例5中的同余方程组，首先令？71 = 3，5 . 7 = 105， M ] = m /3 = 35， M 2 = m /5 = 
21, M 3 = m /7 = 15。 可看到2是 M ] =35的模3逆，因为 35 = 2( mod 3 ) t 1 是 JVf 2 =21 的模5逆， 
因为21二 l ( mod 5); 1也是 M 3 = 15 的模7逆，因为15三 Kmod 7) 。 于是这一方程组的解是满足 
下列式子的那些^ 

^ = at M ] >'t + a2 y2 + < i-3 M3 ^ 3 = 2 • 35 *2 + 3 *21 *1 + 2，15*1 

= 233 = 23 (mod 105) 

可见 23 是所有解当中最小的正整数 Q 结论是 23 是最小的正整数，除以 3 时余 2 , 除以 5 时余 3 , 
除以 7 时余 2 a ■ 






2.6.5 大整数计算机算术 


假定^31，/々*•■■，是大于或等于2且两两互索的整数，令 m 为它们的乘积。根据中国 
剩余定理可以证明（见练习 22), 每个整数均可唯一地用-个 n 元组表示，这个^元 
组由 a 除以的余数 组成. ： =1. 2，心也就是说， a 可以唯一地表示为 

(amod m\ p^mod mg ) 

钶 7 求去示小于 12 的非负整数的有序对，其中第 I 分 M 是用3除的余数.第2分 M 是用4 
除的余数. 

解 求出每个整数除以3和除以4的余数，得下列表示： 

0^(0, 0) 4 —<K 0) 8 = (2, 0) 

1 = (], 1> 5=(2, 1) 9 = (0, 1) 

2 = ( 2 , 2 ) 6 =( 0 , 2 ) 10 = ( 1 , 2 ) 

3 = (0， 3) 7=(1， 3) 11 = (2, 3) ■ 

要做大整数算术，选杼 模数叫 ■叩 ，… ，叫，其屮 每个叫 都是大于2的整数，在时 
gcdC m ； 1 \ ^ _H ?n = m\ rn? … m” 大于要做的算术运算的结果。 

一 旦选定模数，大整数的算术运算就可以在表示这些整数的〃元组的分 M 上做运算来完成， 
n 元组的分滅是用大整数除以叫的余数* i-U 2 f n , M 计筲盅去示大整数算术运筲的 
结果的^元组表示，就可以求解 n 个模同余方程 G = 2,…， 〃） 找出结果的值。做大整数 

算术的这一方法有几个优点 。 首先町以用来完成通常一台计算机上不能做的大整数算术。其次， 
对不同的模数的计箅可以并行操作，加快计算速度。 

例8 假定在某台处理器上做 100 以内的整数算术运算比〗 00 以上的整数运箅快得多，那么 
只要把整数表示为模两两互素的100以内的整数的余数的多元组，就可以将差不多所有整数计算 
限制在100以内的整数上。例如，口 f 以用99, 98, 97和95为模数 ^ (由于这些整数没有大于1 
的公因数，所以是两两互素的 d 

根椐中国剩余定理，每个小于99 • 98 > 9? * 95 = 89 403 930的非负整数均蚵唯-地用该整数 
除以这四个模数的余数表示，例如把123 684表示为 （33, 8, 9. 89), _为 6 S 4 mwl 叩=幻 . 
123 684 mod 98 = 8, 123 6 S 4 mod 97 = 9及 123 684 mod 95 = S 9 fl 类似地，413 456可表示为<32 ， 
92, 42, 16)。 

欲求123 S 84 和413 456的和，不直接用这两个数做运算，而是使用这些四元组 。 我们把四 

元组的对应分■相加，再按相应的模数减小各个分置。这样可得 

(33,8,9，89) +<32, 92*42,16) 

= (65 mod 99,100 mod 98*51 mod 97 , 105 mod 95) 

二 (65,2,51,10) 

要求出和*即求 （65, 2, 51, 10) 表示的整数，必须解冏余方程组 

jr = 65 (mod 99) 
jc = 2 (mod 98) 
j ： = 5 1 (mod 97) 
jt = 10( mad 95) 

可以证明（见练习 39)， 537〗40是方程组唯一小 T 89 403 930的非负解，因此 537 W 0 是所求 
的和 ^ 注意只是在求 （65, 2, 51， 10) 表示的整数时，才做大于100的整数的算术运算 e _ 

大整数算术运算模数的最好选择是一组形为 P —] 的整数，其中&为正整数，这是 W 为模这 
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种整数的二进制算术很容易完成，且容易找到网两互素的一 m 这种整数。（第二个理由根据的是 
练习41证明的 g C d (2“ 一 1，2 6 —1)=2 ㈣ — 1这一事实 J 例如，假定在计算机上很容易完成 
233 以内的整数算术，但更大整数的运算则要求有+门的运算过程。可以使用2 35 以内两两互素的 
一组模数做整数算术，而这些整数可以像这些模数的乘积那样大。 例如， 练习42证明了整数 
2 35 -1,2^-1, ^-1， 231 — 1，2 23 _1和2^ — 1是两两互素的 D 由于这六个模数的乘积超过 
所以可以借助对这六个不超过2奶的模数取算术模的运算完成像2^这么大的整数的算术 
运算（只要运算结果也不超过这个数）。 

2.6.6 伪素数 

在 2.4 节证明了整数 n 为索数 的条件是它不能被任何累数 p 整除， pd 遗憾的是*用这 

一 标准来证明给定的整数为素数效率不高。它要求找出所有不超过 ▲ 的素数，还耍用这些素数 
试除看是否能整除 I 

有没有效率较高的方法能判断整数是否为素数呢？占代中国数学家相信，^为素数的充分必 
要条件是 

2 n ~ 1 = 1 {mod n) 

如果这一结论成立，就巧以提供一个有效的素数检验方法。为什么他们相信这一问余式能用来 
判断整数是否为索数呢？宵先.他们观察到只要〃为素数，这一同余式一定成立，例如5是索 
数，而且 

2^~ [ = 2 -t = ] 6 = J ( mod 5) 

其次，他们从未找到能使这个同余式成立的合数.这些古代中国人并非全对。他们认 为只要 ^是 
索数这个同余式必成立*这是对的；位他们认定只要同余成立 n 就是素数，则不正确^ 

伟大的法国数学家费马©证明了当 n 为素数时这个同余式成立，他证明的是下述更广泛的 
结果。 

(啬马小定理)如果/>为索数， u 是不能被 p 整除的整数，则 

1 ( mod p) 

因而对每个整数 i 都有 

= ^(mod p) 

在本节末尾的练 n 中给出了定理5的证明要点。 

不幸的是，有使 y - iiUmodW 的合数 n 存在，这种整数称为基数为2的伪素数. 

例9整数341是伪素数*因为它是合数 （341 = 11 . 31), 而且在练习27中证明了 

2340 s icmod 341) ■ 

研究伪素数时吋以使用大于2的整数为基数， 

laSM 令 A 是〗 KM 数 * 如果，1是正合数且 = 则 n 称为基數为 A 的伪素 4 U 

给定正整数〃，判断是否 2 n ^ gl ( mod «), 这是一个有用的 检验， 可以提供关于 n 是否为素 


© 费马 （Pierre de Fcrmal ，1601—166 S ) 是17世纪最車要的数学家之 一 ，从职业 t 来说他是位 律师， 他是历史上最 
著名的业余数学家，费马的数学发现发表得很少_我 m 从他与其他数学家的通信中了解他的工作，费马是解析几何的发 
明者之一，并 H 发換了微枳分的某些 S 础思想,费马和帕斯卡为槪芊论迂立 T 数学基础 t 费马提出了现在最有名的太解 
决的数学问题，他断定当〃为大于2的整数时，力程/十>■，= =-没有非平 R 的正 ffi 数解， 300多年来人们都没有找到 ffi 
明（或反例 h 在他耶本古希醑数学家丢番阁 （ Diophamus ) 的其作中、费马写明他有 -- 个址明*但 M 边空白写不下 a 由于 
19^4年 A * 怀尔斯 （Andrew Wiles ) 给出的笫 -- 个证明依糗复杂的现代数学_多数人认为贽马自以为有了，•个证明，但那 
证明是不正确的。不过也许是因力 AC 不能给出证明*他以此诱惑別人去寻找 证期， 
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第 2 童 


数的一些证据 a 具体说，如果 n 满足这个同余式，则《要么是素数，要么是以2为基数的伪素 
数；如果 n 不满足这个同余式，则〃是合数。可以用2以外的基数 A 进行类似的检验，并获得 n 
是否为素数的更多的证据 d 如果 n 通过所有这些检验，则^要么是素数，要么是以已经选择的所 
有6为基数的伪素数。另外在不超过1的正整数中，其中 z 是正实数，以 a 为基数的伪素数与素 
数比起來相对而言要少得多，其中6是正整数 & 例如，不超过 1 QW 有455 052 512个素数，但只 
有14 884个以2为基数的伪素数。可惜的是，不能通过选择足够多的基数来区分素数与伪素数, 


因为有 些正整 数能通过满足 gcd (6, n ) = ] 的基数的所有检验。这样一来就有定义2。 


定义 


_对于所有满足 gcd (6, 幻=1 的正整数 A ， 满足同余式妒― 1 三 l<mod n ) 的止合数《称 

为卡米切尔數 a (这些数是用罗伯特•卡米切尔3的名字命名的，他在20世纪早期研究了这些数 


例10 整数561是卡米切尔数。为了看出这一点*首先注意561是合数，因为 501-3 - 11 - 
17. 其次注意若 gcdd 561) = 1，则 gcd <6, 3) = gcd ( A , U )= gcd ( b t 17) = 1. 

用费马小定理可发现 

b 2 = 1 (mod 3) ， b [() = 1 (mod 11) , 5 16 ^ I (mod 17) 


所以 



: (y) 肅 = 

I (mod 3) 


=(6 10 = 

Hmod 11) 


- (h^)^ = 

1( mod 17) 


根据本节末尾的练习23,对于所有满足 gcd (心 561) = 1 的正整数6都有 561), 因 
此561是卡米切尔数， ■ 

尽管有无限多个卡米切尔数，可以设计更细致的检验，用做有效的概率素数性检验的基础， 
在本节末尾的练巧中将描述这些检验。这种检验可用来迅速证明_个巳知的整数几乎肯定是素 
数。更准确地说，如果一个整数不是素数，则这个整数通过一系列检验的概率接近于0。第5章 
将描述这样一个检验，并讨论这个检验所依赖的一些概乎论中的槪念。这些槪率素数性检验能 
够而且已经用丁在汁许机上迅速寻找大素数。 


2 i 6. 7公钥密码学 


在 2. 4 节介绍了基于同余的信息加密法。使用这些方法时，信息（也就是字符串）被译 
成数字。然后毎个字符对应的数用移位或模 26 的仿射变换转换为另一个数。这些方 
法都是私钥密码系统的例子.知道加密密钥就能迅速找到解密密钥。例如，用加密密钥 * 使用移 
位密码时，表示某个字母的数宇发送为 


(p + H mod 26 


解密是通过 移位一 ^来进行的，即 


p — (c ~ k) mud 26 


在使用私钥密码系统时，希望秘密通信的双方必须持有各自的密钥，由于知道密钥的任何 
人都可以轻易地为信息加密和解密 + 双方必须安全交换密钥4 


0 罗伯特 • 丹尼尔 • 卡米切尔 （Robert Daniel Carmichael , 1879 — 1967) 罗伯特_丹 尼尔， 卡米切尔出生在亚拉巴马州。 
他于 1 S 卵年从 lJucvillc 学院获得本科学位，亍1911年从普林斯顿获得博土学位卡米切尔子1911〜1915年在印第安那大 
学，1915〜1947年在伊利诺伊大学任教 . 卡米切尔在广泛的领域内都姮活跃的研究者，这些领域包括数论1实分析、镦分 
方程、数学 物理以 及群论等.他的博士论文是在 G * D •伯克 筘夫 的指诗 K 完成的，被认为是美国人对微分方程的专题所做 
出的第一份显著贡献。 
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在20世纪70年代中期，密码学者引入了公钥密码系统的槪念，使用这种密码系统时，知道 
怎样给某人发信息并不能帮助你解密发绐此人的信息。在这样一个系统中，每个人都可以有一 
个众所周知的加密密钥，只有解密密钥是保密的，而且只有信息的预期接收人能解密.这是因为 
不花费非常大 M 的工作（例如20亿年计算机时间），加密密钥并不能让人找到解密密钥 

1976年， MIT 的三位研究人员_一李维斯特9、沙米尔 © 和阿德 曼© — 介绍了称为 RSA 
系统的公钥密码系统， RSA 是三个发明者姓氏的首宇母缩写$ RSA 密码系统的基础是以两个大 
素数的乘积为模，求同余幂，这可用 2. 5节算法5来快速 实现。 每个人都有一把加密密钥，密钥 
包括模数《=/^,其中户和^各自是约为200位数字的大素数，还包括与（/ >~1 Ki 一 I )互素的指 
数匕要产生一把可用的密钥，必须找到两个大素数。这可以在计算机上借助本节前面提到的概 
率素数性检验迅速完成。这些累数的乘积打=舛，大约是400位的整数.不可能在短时间内被分 
解。我们将看到，这正是没有一把独立的解密密钥躭不可能迅速解密的重要原因* 

2. 6. 8 RSA 加密 

在 RSA 加密 法中， 信息被译成若千整数序列。为此可以先将每个宇母译成整数，例如用凯 
撒密码翻译，这些整数再分成组，各组成为一个大整数，以代表一个字 母段。 加密过程是先把去 

示普通文字（即原信息）的整数 M 转换为表示密码文字（即加密信息）的整数 C ， C 的计算公式是 

C = mod n 

(为完成加密，可以使用快速的同余¥算法，例如 2.5 节的算法5。）加密后的信息以一段段数字 
的形式发送给预期的接收者。 

例11说明了 RSA 怎样完成加密，为方便实际操作，例11中选用小素数 P 和心而不是100 
位或更大的素数。此例中描述的密码尽管并不安全，但可以解释 RSA 密码使用的技术。 

例 11 用 RSA 密码系统为信息 STOP 加密，其中/>二43，<7=59， 所以？ 1 = 43 _ 59= 2537, 

而且 f ^ 13 # 注意 

gcd (e j { p — 1 ) (q — D ) = gcd ( 13 ， 42 * 58) = 1 

解 把 STOP 的宇母翻译成相应的等价数字，然后按4个数字一组分段。这样得到 

1819 1415 

用映射 

C = M 13 mod 2537 

为每一段加密.用快速同余乘法算得 I8I 913 mod 2537 = 2081及 MIS 13 mod 25 37 = 2 182,加密后 
的信息为 20 S 1 2182, ■ 

■ 0 李维斯特 ( R 加 Wd R 〖托1948年生】在 19 S 9 年从耶鲁获得学士学位 T 在1974年从斯坦福获得计箕机 

科学博士学位，李维斯特是 MIT 的计算机科学教授和 RSA 数据安全公司的创 始人， 该公司拥有 KSA 密码 
系统的专利,这个系统是他与沙米尔和阿德#一起发明的 • 除了密码学以外 t 李维斯特的研究领域有机器学习、 VLSI 设 
计和计算机算法* —本流行的箅法教材 （ [ CoLeRiSt 0 l ]) 的作者之 

© 沙米尔 （Adi Shamir , 19 S 2 年生》诞生在以色列特拉维夫 • 他的学士学位得自特拉维夫大学 （ i &?2 年>,« 土学位 
得自魏茨曼科学研究院 C 1 M ? 年沙米尔曾任 Warwick 大学的助理研究员和的助通教授，他瑰在是魏茨 ft 研究 R 
应用数学系的 教授， 并领导一个计算机安全研 究组。 除 T RSA 以外，沙米尔对密码学的责献有破解背包密码系统、数据 
加密标浩 （ DES ) 的密码学分钓，以及设计许多密码协议， 

忘网镰曼 （ U<marrt Adleman , 1945年生>生在加州 IE 3 金 dU 他从加 W 大学 # S 克:利分 校获得 数 学学士:学位 （ 1968年〕 
和计算机科学傅士学位〔1976年 h 阿德#从1976年到1980年是 M 1 T 数学教职人 M 之‘在那里他是 RSA 密码系统发 
明人之一，他在1980年加人南加州大学 （ USQ 计算机科学系，他 19 BS 年在 USC 获得讲席教职，阿徳曼研究过计算机安 
全、计算复杂度、免疫学和分+生物学 • 他发明了_计算机病 B •这个术语。 H 德曼 ® 近对 DNA 计算的研究工作产生了极 
大的兴纒。他是电彩《»窥者 MSneakcrd 的技术顾问。在这部电影中，计算机安全扮演了重要角色。 
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2 - 6.9 RSA 解密 

当知道解密密钥山即 e 模（户〗）的逆时 t 就可以很快恢复原信息 # (由于 gcd(c 

这个逆一定存在。>要看出这一点，注意如果办— iKg — 1))，则有 
整数 A ， 使 1 4~ K >— 1 ) 1) D 由此知 

C d — (M i ) d — (mod n) 

根据费马小定理(假定 ged ( M ， p )- gcd ( M , q )^ U 这一关系不成立的可能性非常小）， 

Kmod /0及 M ?— 1 =1( mod ^ 于是 

= M * (M 卜 1 = M* I = M(mod p) 

及 

^ M - (M^ 1 W 厂 n s M _ 1 = M<mod q) 

由于 gcd(/s <?> = 11 从中国剩余定理知 

^ mod pq) 

例 U 说明了怎样用 RSA 密码系统为信息解密. 

例12收到的加密信息是0931 046 U 如果这是用例中的 RSA 密码加密的.解密后的原 
信息是什么？ 

解该信息是用 RSA 密码系统^ = 43 ^ 59和指数13加密的 ， 练4 4证明 d ^937 是 U 模 
42 _ 58 = 2436的逆，用937作为解密指数。于是要解密数字块 C _ 计算 

P ^ ( y ^ 7 mod 2537 

来解密上述信息，用快速同余幂算法计算 098 I ^ 7 mod 2537 = 0704及 046 P 37 mod 2537-1115, 
从而原信息的数字码形式是0704 m 5, 翻译成英文字母，原信息为 HELP 。 _ 

2.6. 10用 RSA 作为公钥系统 


，秦 为什么 RSA 密码系统适合作为公钥密码呢？如果知道模《的分解，即知道素数户和 

q , 就可以用欧几里得算法迅速找到 f 模— l)(g — 1>的逆这使得可以解密用加 
密密钥发送的信息，迄今还不知道有不依赖/!的分解的解密 方法。 换言之，任何解密方法都要求 
分解 n 为素数之积 D 已知最有效的分解法 （到 2002年为止)需要数十亿年才能分解400位的整数 • 
于是若夕和9都是200位的素数，用〃 ^为模加密的信息，除非已知素数 P 和 g ， 否则不坷能 
在合理的时间内解密 t 

人们正在积极研究以求发现有效分解整数的新方法 。 儿年以前还被认为由于太大而不可能 
在合理的时间内分解的整数，现在已经可以较快进行分解了。超过〗00位的整数，以及若千超过 
150位的整数，已经在团队努力下分解了 . 一旦 新的分解方法问世，就必须使用更大的素数以确 
保信息安全。不幸的是，先前认为安全的信息可能被并非接收方的人保存起来，然后在可以分解 
KSA 加密使用的密钥中的 n ^ pq 时解密。 

RgA 方法现在得到广泛使用，不过最常用的密码系统仍是私钥密码系统。有越来越多的人 
使用借助 RSA 系统的公钥密码系统，不过有些应用既使用私钥又使用公钥6例如*像 RSA 这样 
的公钥系统可用来为希望通信的双方分配私钥，然后这些人用私钥系统来为信息加密和解密。 

练习 

L 把下判各对整数的最大公约数表示为它们的线性组合 . 
a)J0t 11 b)Zl, 44 c)36. 48 
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d )34, 55 d 117、213 "0, 223 

g )123, 2347 h )3454. 466 f 5 i ) S 3999, 11111 

2. 把下列各对整数的最大公约数表示为它们的线性组合 & 

a )9, 11 b )33, 44 

d )21 T f>o c)WU 203 

g )2002, 2339 h )3457, 4669 

3. 证明 15 是 7 模 2 ft 的逆数， 

I. 1£明937是]3模2436的逆数， 

5* 求4模9的逆数 9 
6.求2模口的逆数 a 
?. 求19模141的逆数 d 

求 M 4 模233的逆数， 

*9. 若 a 和 m 是互岽的正整数，证明 a 模 m 的逆是模 m 唯一的 a (提示 =假定同余式 u ^= Kim>d 有两个 
解 A 和 r t 再用定理2 i £_6 =c (mod m )，） 

10- 求证： 若 gcdU ， m}>I * 则不存在 a 模 m 的逆 n 

II, 解同余方程 

12,解同余方程 2 r ^7 (mod 17)。 

M3 . 若糾是大于 1 的 】 K 锥数 - mod m) f 求证 aEfc(mod m ^gcd(f t m)}, 

14. a ) 求证小于 11 的£整数（除 I 和10以外）可以分成对， 每一对 中的两个整数互为模11的逆 
h > 用 U ) 中的结果证明10! ^-Kmod il ). 

15. 求证若 p 为素数 • 则/二 l(mod 仅有的解是满足 jr^Kmod p ) 和 t 三一 Umod p ) 的整数 a 

*16. a ) 推广练4 H 中 （ a ) 部分的结果，即址明若/>为素数，则小于 p 的整数中除1和 p — 1以外的那些町以 
分成对，每一对中的两个整数互为模 P 的逆，（提示；利用练习15中的结果 ，） 

b ) 从可以断定，只要户是素数则（/>_1)! = l(nujd p ), 这一结果称为威尔逊 （ WiborOt ®, 

c ) 若 n 为正整数，从 （ n — 〗）！ 关 Hmod W 可以得出什么结论？ 

M 7. 本题给出了费马小定埋的一个证明轮瑜 h 

a ) 假定 u 不能被素数；> 整薄^证明整数〗 2*< a ， … * (/>一 中的任何两个都不是模声同余的 e 

h ) 从 （ a ) 部分吋以断定1 . 2， 1) 的乘 fR 和 a ，2 a ， …， （>— 1 ) ci 的乘积是模 p 同余的 利用这 
—结论证明 

ip - ]) \ = a ^~ l ( p ~ DlCinod p ) 

c ) 利用威尔逊定理（练习16中求 证的〉 证明只要 p 丨 l 三 Kmod 户 K 

d ) 利用 （ c ) 的结论证明 a^aimod />) 对所有整数 a 成立 a 
13- 求同余系统的所有解。 

jj ：=2 {niod 3) 

_ r ^ 1( mod 4) 
j ^=3 (mod 5) 

19+ 求同余系统的所有解。 
j ：= l(mod 2) 
jc ^ 2 (mod 3) 
x = 3 { mod 5) 
j ：~4( nKj(i II ) 

求同余系统的所有解（若有解的话 h 
j ：=5( rtiod 6 ) 
x =3 (mod 10) 

x =8 (mod 15) 


c)35, 78 
0124. 323 
i)!000l, 13422 
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*21. 求同余系统的所有解（若有解的话 h 
jr=7(inod 9) 

jr =4 (mod 12) 


r =16 {mod 21) 

22. 用中国剩余定理 Li 明，任何使的整数 a 都能唯一地表示为 n 元组 Umod 叫， 
amod n ， amod ) T 其中 m 〗 ， m z T m n 是两两互素的整数. 

*23 ■ 今叫 ， 1 … 1 wr ， 为大于或等于 2 的整数 & 两两 互素，求证如果 n$6(nK 】 d 叫 ） + £=1* 2, 一 ， w 
则 a=bi mod m) ，其中 ？ n = 用 ! 叫 ■” 0 

*24, 证明模两两互素的一组整数的线性同余方程的公共解模这些模数之乘积是唯一的，并以此完成中闻剩 
余定理的证明，（提示 t 假定1和 j 是两个公共解，证明对所有“叫 | 再用练习23得 m = 

mim 2 *^ m n \ x — y „) 

25. 哪些整数被2除余 I 被3除也余1? 

26. 哪些整数被5整除而被3除时余1? 

27. a ) 用费马小定理证明 2_ EKniwlIl ) t 注意2帥=(2，' 

b ) 利用2«° = <2 5 )沾= 32加这一事实,证明 2 S4Q = Kmod 31). 

c ) 从 U ) 和 （ b ) 推出结论^ 1 (mod 341), 

23. a ) 用费马小定理计齐 - 3邮 mod 5, 3 303 mod 7 ^ 3^ 2 mod 1 U 


h> 利用 （ a > 中结果及中 N 剩余定理求3^ mod 3S5 。 （注意 385 = 5 • 7 ■ 
29. a) 用费马小定理计算 5 Z00J modi , 5_ mod U 及 5 咖 3 m&A 13 e 

b ) 用 U ) 中结果及中 N 剰余定理求5^ mod 100 U (注意1001 = 7 - II 


11。） 

- 13J 


令《是正整数， 令 n - m 其中 L 是非负整数， i 是正奇数.如果 Knuxln )， 或者对于某个 j ， 

^=- I(mod «) t 就说打逋过以6为基數的来勒检验，可以证明（见 [ RoOO ]), —个合数《通过 
少于 H /4 个以/ I 为基数的米勒检验，其中1<6<1 

30. 诬明若 n 是素数 * 是正整数，则 n 通过以6为基数的米勒检验 * 

31. 证明2047通过以2为基数的米勒检验，但2047是合数能通过以6为基教的米勒检验的正合数《称为 
强伪素軚。于是2047是以2为基数的强伪素数， 

32. 证明 W 29 是卡米切尔数 s t 

33. 证明 2 S 21 是卡米切尔数. 

*34. 证明若 n = PW ， pH 其中巧， A 是不同的素数，对）= 1， 2* -+■，4满足户 ，一 1丨 m — U 则 
n 是卡米切尔数， 

35, a ) 用练习34证明当 m 是止整数，6爪 +U 12历十1和 18 m + i 都是素数时，每个形如 （6 m + l )(12 m + l ) * 

(18 m + l ) 的整数都是卡朵切尔数， 
b ) 用 U ) 证明172 947 529是卡米切尔数。 

36* 求下列谷对整数表示的小于28的非负 整数心 其中每对赘数都表示 U mod 4, a mod 7), 
a )(0, 0) b)(K 0> c )( l t 1) d )(2，1) e )(2, 2) 

{)(0, 3) g )(2, 0) h ){3, 5) i )(3, 6) 

37, 用 （u mod 3 » a mod 5) 表示小于 15 的每■个非负整数 。 

38, 解释怎样用练习37中求出的数对计算4 fin 7, 

39-求解例8中得到的同余系统。 

* 40 . 证明如果 u 和6为壬整数， Mcr - l ) mcKl < 2 "- 1 )- 2 ^'- 1 0 

*^4 L 用练习40证明，若 a 和6为正整数.那么 gcd(£ fl — 1, 2^- l ) = 2^ ia ^- l a (提示 ： 证明用欧几里得算 
法计算 g C d (2^_ 1. 时得到的余数是形如 2『一 1的数，其中 r 是用欧几里得算法求 gcdh ，6) 时产 

.生的一个余数 J 

42 - 用练习41迎明整数 2^ — 〗• 2“一 1， - 1, 2^ - 1, 2” 一 1和2」 一 1是两两互 素的。 

43. 证明若为奇素数，则梅森数2"~1的每个因数都是形为以户的数，其中4是非负整数 d (提示; 
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利用费马小定理和练习 4 U ) 

44-用练习43判断 A ^=2_ 3 -1 = 8】91 和= 2” 一 1 = S 388 607是否为索数， 

M 5. 证明如果知道打是两个隶数户和 g 之积，£1知道 （ p — l>(g — 1) 之值，则很容易分解〜 

46. 用 RSA 系统为信息 ATTACK 加密 t 其中 〃 = 43*59 , ^=13,把每个字母译成整数，再像例 n 那样把 
每一对 整数算做-组。 

47 , 如果用 RSA 系统加密以后的信息是0667 1947 0671，其中 RSA 的参数是 n = 43 _ 59. e = l 3, 原信息是 
什么？（提示：需使用计算工具才能在合理的时间内完成计算 .） 

广义欧几里得算法可用来把 gcd(c W 表示成整数^和 A 的整系数线性组合，对 J = 2 f 3，…，〜令 
s Q = 1 f — 0 r G =0 和？] = 1 ,令 ~ = Sy -2 — ％ 〜_ 1 和 G — q ^ } ^ - 1 ,其中％ 是欧几 里得玲 法求 

gcdu , 6) 时的商<见2,5.5节） t 可以证明（见 「 R O 00]> scdCa , 6卜 Mi + t 九 
48 + 用广义欧几里得算法把 gcxK 252 , 356) 表示成252和356的线性组合 a 
49* M 广义欧几里得算法把 gcd (144, 89> 表示成144和89的线性组合 。 

50,用广义欧几里得算法把 gcd (1001 , 100001) 衷示成 10 O 1 和 I 00 O 01 的线性组合 ■ 

SL 用伪码描述广义欧几里得算法 4 

如果 m 是个止整数，整数 a 称为 m 的二次剩余的条件是 gcdU , ⑷ a 同余式 P 有解 e 
换言之， m 的二次剩余是与 m 互素的整数，而且是模柯的完全平方 . 例如，2是7的二次剩余，因为 
gcd (2, 7) = 1，且3:三 2 (tmjd 7)0 3不是7的二次剩余 t 因为 gcd (3, 7) = 1, 但/三 3 Cmod 7) 无解 • 

52,哪整整数是11的二次剩余？ 

53+求证若 p 是奇素数， o 是不能被 f 整除的整数，则同余式 P = 0要么无解*要么恰有两个模 p 

不同余的解 & 

54, 求证若户是奇素数，则在1, 2 T …， p — 1中恰有（户一1>/2个 p 的 二次剩 余， 

若户是奇素数， d 是+能被户整除的整数_则勒让德符号 (^0 定义为 t 在 a 为 P 的二次剩余时为1， 
否则为 一K 

55. 求证若 p 为奇素数， a 和6为整数，且0)，则 



5 S . 求证 若声是 奇素数是不能被 f 整除的正整数，则 

(― )=a ( ^' n - (mod p} 

' P ’ 

57. 用练习 「>6 的结论证明若 f 是奇素数且 a 和 A 为不能被/ > 整除的整数，则 

58, 证明若 A 是奇素数，则只要户4)， _1 就是户的二次剩余，若 psWmod 4 )， 1就不是 P 的二 
次剩余《 (提示：用练 3 5 S 的结果 4 ) 

59-求同余式 / = 29 (mod 35) 的所有解。（提示：求这一同余式模5和模7的解，再利用中国剩余定理。） 

60. 求同余式 / = l6(mod 105) 的所有解。（提杀 s 求这一同余式 模氕模 5 和模7 的解，再利用中国剩余 
定 理。） 

2.7 矩阵 

2,7, \引言 

离散数学中用矩阵表示两个集合中元素之间的关系^在随后的章节中，矩阵将用于 
各种不同的模型中。例如矩阵将用于通信网络模型和交通运输系统槙型。许多算法 
都是用矩阵模型开发的.本节学 习这些 算法使用的矩阵算术 • 
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矩阵是数的矩形数组. m 行 n 列的矩阵称为 mXm 阶矩阵^ (英文矩阵 matrix 的复 
数是 tnatricesj 行数和列数相同的矩阵称为 方阵。 若两个矩阵有同样多的行和列，而且每 个位置 
上的对应项都相等，则这两个矩阵相等 D 

-I r 

例1矩阵0 2是 3 X 2 矩阵， _ 

_1 3_ 

现在介绍几个矩阵术语。黑体大写字母用来表示矩阵。 


定义2 


A 的第；行是 IXn 矩阵[叫 





an 


… au 

沒 2i 

_ 

^22 

9 

+ 

■ 

+ 

■ 

# 

^ti2 

* 

… J 


]。 A 的第』列是 nX 〖矩阵 


dij ' 
U 2 J 

T 

* 



A 的第 （ f ， j > 项或第“， J ) 元素是叫，即第丨行第 j 列上的数 0 矩阵 A 的简写符号是 A = [即]， 


表示 A 是第 （ f ， 元素为 叫的矩 阵。 


2.7,2 矩阵算术 


从矩阵加法的定义开始介绍矩阵算术的基本运算。 


定义3 


令和 B = S > 0 ] 为矩阵。 A 和》的和用 A 十 B 表示，这是以叫+知为 


其第 （!_, j ) 元素的矩阵。换言之， A + B 二 : K 

大小相同的两个矩阵的和是将它们对应位置上的元素相加得 到的。 大小不同的矩阵不能相 
加.因为两个矩阵的和只对行数和列数都一样的两个矩阵才有定义。 

例2我们有 


n o -1- 


「3 4 - r 


1 4 - 2~ 

2 2 一 3 

| 

I 

1—3 0 

— 

3 — ] -3: 

_3 4 0一 


L - 1 I 2 一 


l 2 5 2 - 



现在讨论矩阵乘积。只有在第一个矩阵的列数和第二个矩阵的行数相等时才能定义它们的 
乘积 a 

P 8 M 令 A 为 mXit 矩阵， B 为 AXd 矩阵 D A 和 B 的乘积 AB 是个;矩阵，其第 U _, j ) 
元素等 T A 的第：行与 B 的第 i 列对应元素乘积之和。换言之，若则 


Cij = ^nbij + ai2h2j + | a^kj 

在图 24 中， A 的第；行和 B 的第 ） 列用于计算 AB 的元素当第一个矩阵的列数和第二 
个矩阵的行数不相等时，不能定义它们的乘积。 




基础： 算法 、整数和矩阵 


159 



囹 2-8 A =[〜] 和8 = 之积 

现在举几个矩阵乘积的例子^ 

例3 令 


求若 AB 有定义 



和 



4 




解因为 A 是 4 X 3 矩阵而 B 是 3 X 2 矩阵， A 和》的乘积有定义，是 4 X 2 矩阵 D 要计算 AB 
的元素，首先把 A 的行和 B 的列的对应元索相乘，然后再把这些乘积加起来。例如， AB 的 
(3， 1) 位置的元素是 A 的第三行和 B 的第一列对应元素的乘积之和*即3 • 2一1 * 1 + 0 * 3 = 7, 
计算出 AB 的所有兀素后，就得 


AB = 


8 

7 

8 


4 

9 

13 




矩阵乘法搓不可换的。也就是说，若 A 和 B 为矩阵， AB 和 BA 不一定相同。事实上可能这 
两个乘积中只有一个有定义„例如若 A 是 2 X 3 矩阵, B 是 3 X 4 矩阵，那么 AB 有定义，是 2 X 4 
矩阵； BA 没有定义，因为 3 X 4 矩阵和 2 X 3 矩阵无法相乘 5 

一 般来说，假定 A 是 mXn 矩阵， B 是 rXs 矩阵，则只有在 n = r 时 AB 有定义，时 BA 
有定义，不仅如此，即使 AB 和 BA 均有定义，也只有在= AB 和 BA 才有相同的大 

小，即 AB 和 BA 必定均为同样大小的方阵，再进一步说，即使 A 和 B 均为矩阵， AB 和 BA 
也不一定相等。下面就是这样的一个例子， 

例4令 


A = 



L2 



和 




是否 AB = BA ? 

解我们发现 


AB = 


，3 

„5 


21 


3」 


和 



所以 AB 关 BA 4 ■ 

2.7.3 矩阵乘法算法 

矩阵乘积的定义直接给出了计算两个矩阵乘积的笄法6假定/矩阵 C =[ q !] 是 my /： 矩阵 
4=[叫]和矩阵 B =[ 知]的乘积。算法1中是用伪码表示的按矩阵乘积之定义得到的箅法， 
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「jisnsi —— 

procedure matrix multi plicatiort (A，B ? 矩阵） 
for I 1 = I to ?n 

for j : = l tow 
b«gin 

I ^ 

j for q s — 1 to k 

tuA 

⑷ 是 A 和 B 的乘积 .} 


可以用算法屮使用的加法和乘法的次数判断这一算法的复杂度 a 
例5用算法1计算两个 nXn 整数矩阵的乘积，需要做多少次整数加和整数乘？ 

解在 A 和 B 的乘积中有 V 个元素，计算每个元素要做 n 次乘法和 《 — 1 次加法，所以一共 
需要 d 次乘法和 V 〈〃一 1) 次加法6 ■ 

令人吃惊的是，有比算法1效率高的矩阵乘法算法，例5说明直接根据定义计算两个 nXn 
矩阵的乘积需要 0( + ) 次乘法和加法4用别的算法计算两个矩阵的乘积只需 0(/) 次乘法 
和加法 P (在 LCoURiStOl ] 中可找到这种算法的细节。） 

，. 疵 二矩阵链乘法涉及矩阵乘法复杂度的还有另一个重要问题，这就是怎样用尽可能少 
r 的整数乘法来计算矩阵链 M As …I ，其中 Ai ， A 纟，…，分别为 77 M X 叫，1712 X 

m 3 , …， + 1 整数矩阵。（本节末尾练习13证明矩阵乘法是可结合的，所以矩阵相乘的次 
序不影响计算结果研究这-问题之前，先要注意用算法1把一个肌1 X m 2 矩阵和一个的 2 Xm 3 
矩阵相乘需要做叫 叫叫 次整数乘法 < 参见本节末尾练习23)。例6解释了这一问题, 

例6 Ai , A ? 和 A 3 分别是30 X 20， 20 X 40 及40 XU ) 的整数矩阵，以什么次序计算 A 〖， A 2 

和入 3 的乘积，使用的整数乘法次数最少？ 

解有两种方法计算 Ai & h 的次序，即 &< A 2 A 3 ) 和 （AiAdAn 

若 A 2 和島首先相乘，须做20 * 40 _ 10 =肋00次整数乘法来计算 20 X 10 矩阵 A 2 A 3n 然后 
需要30 . 20 * 10 = 6000次乘法来计算 Ai 和 A ^ A 3 的乘积 a 因此共使用了 8000 + S 000 = 14 000次 
乘法。另一方面，若 和& t 先相乘，须做 30 X 20 X 40-24 000次乘法来计算 30 X 40 矩阵 
AiA 2 fl 然后需要 30 X 40 X 10 = 12 000 次乘法以计算 AiA 2 和 A 3 的乘枳。因此共使用了 24 000 + 


12 000 = 36 000次乘法。 

显然，第一个计算顺序更有效。 

[ CoUKiStOl ] 中讨论了判断 w 个矩阵相乘最有效方式的算法。 

Z 7.4 矩阵转置和幂 


■ 


现在引人一个以0和1为元素的重要矩阵， 

n 阶单位 阵是 ? iXn 矩阵軋釭],其中知 


定义 


若 


知忠0若 因此 


I , 


0 


0 


* 

m 


0 

0 


0 0 


用大小合适的单位阵乘-个矩阵不改变该矩阵。换言之 f 若 A 是 mX II 矩阵，则有 



基算法 、整数和矩阵 


161 


Aifl = I 坩 A = A 

可以定义方阵的幂 0 若 A 是矩阵，则有 

A 。 I n t A r — AAA** 1 A 




许多算法中都要使用把方阵的行和列交换的运算。 

令 A = [%] 为 mXn 矩阵 A 的转置是交换 A 的行和列得到的 aXm 矩阵，用 A f 表 


定义6 


示。换言之，若1 = [~], 则& 






1，2, 


.* 4 > 


* 


K 2, 




例7 矩阵 


「1 

2 3" 

_4 

5 6 - 


的转詈是矩阵 


6 


0 


_ 


此 A 


行列交换之后仍是原矩阵的那些矩阵往往很 重要， 

若方阵 A 和其转置相等，即為=七，则 A 称为 对称阵 ，因 
] 为对称阵的条件是对所有 r 和 j , 和 


定义7 


^ii 


注意，矩阵对称的充分必要条件一是为方阵，二是对主对角线（由 
第/行第纟列的元素组成， /是 行和列的任一序数）对称。这-对称性如 
图 2-9 所示 A 

一 1 0' 

I 

是对称的 



P?I 2 9 对称阵 


例8 矩阵 


1 0 
0 1 


0 


2.7.5 0-1 矩阵 


fh A h2 


元素非0 即 1的矩 阵称为 0-] 矩阵 s 在第7章和第8 章将会 看到 ， （M 矩阵常用来表示离散 
结构 D 使用 这些结 构的算 法的基 础是以 0-1 矩阵做布尔算术。布尔算术的基础是运算 A 和 V , 这 
些运 算作用 在一对 二进制位上,定义 如下： 

I 1 若& = &£ = 1 
0否则 

j 1 苦 ] 或扣=1 
lo 否则 

咏漏 令 A = Uy ] 和 B =[~] 为阶 0-1 矩阵 3 A 和 B 的并， 用 AVB 表示，是个 0-1 
矩阵，其 （/ t p 元素为叫 A 和 B 的交，用 A A B 表示，是个01矩阵，其 （ If j ) 元素 
是 H-tj A « 

例 9 求 CM 矩阵 


h] V ^2 


A 


n o ii 

o i o J 


B 


0 1 (T 

」 1 0 j 


的并和交 t 

解 A 和 JU 的并是 


A V B 


"1 V 0 

0 

V 1 

IV 

(T 


m I r 

Lo v i 

i 

V 1 

0 v 

0- 


」 1 0. 


A 和 B 的交是 


ri A o o A 1 I A o 


0 0 0 
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现在定义网个矩阵的 布尔积《 


定义 9 


A0B 表示， 


令 A =[%] 为 mXk 阶 0-1 矩阵， 
是 mXn 矩阵其中 


B = [~] 为 iXn 阶 0-1 矩阵, 


A 和 B 的布尔积用 


dj - (di\ A V A 和 /) N … M iaik A bkj ) 

注意 A 和 B 的布尔积的计算方法类似于这两个矩阵的普通乘积，但要用运算 V 代替加法， 
用运算 A 代替乘法 5 下面给出一个矩阵布尔乘法的例子。 

例 J 0 求 A 和 B 的布尔积，其中 


解 



A = 0 




0 



0 



0" 

1. 


A 和 B 的布尔积 A 0 B 由下式给出 s 

ra a t> v (o a o) ci a i ) v (o a i ) a 八 o) v (o A ir 

.i i I 

A©B= (0 A 1) V u A 0) CO A J) V O A D (0 A 0) V U A 

一 (1 A 1) V to A 0) (1 A 1) V CO A 1) (1 A 0) V (0 A 1)_ 

'1 V o 1 v o 0 v o "! 

= 0 V 。 0 v 1 0 V 1 

! I V o 1 v o 0 v o _ 


「1 1 a ； 

= 011 
1 1 0 

ifl — 

算法 2 给出了计算两个矩阵_的布尔积的伪码 



算法2布尔积 

procedure Boolean producliA, B ； 0-1 矩杆） 
fori = — 1 to m 

for j i= I to n 
begin 

2 = 0 

for q i = l to k 

c :J — f.j V A 6^-) 

end 

= 是 A 和 B 的布尔积卜 


还可以定义 0-1 方阵的布尔幕 u 这呰幂将用于以后学习图中的通路，通路常用于为计算机网 
络中通信路径这类东西建立模型。 

MMM 令 A 为 0-1 方阵， r 为正整数。 A 的 r 次布尔幂是 r 个 A 的布尔积0 A 的 r 次布尔 
幂用 AH 表示， 因此 

A[ r ] = A© A© A0 A 

k_ j * 

-- v 

(由丁矩阵的布尔积是可结 合的， 这一定义是合理的还定义为 


例11 


令 A = 



U 1 0 J 


对所有正整数《求 A& 
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解可以求出 

] 1 0 

A -- - = A © A =001 


还可以求出 

A [: 3 ] = A [ 2 : ©A = 

继续计算证明 


! 1 0 1 


io n 


一 1 I 1 

r 

i i a! 

i 1 i_ 

,A[ 4 ] = A ⑴ OA = 

1 o : 

_1 1 

L 

i_ 


A : s ] =111 
_1 I 1_： 

读者现在可以看出 = 对所有正整数73, ■ 

: | 

很容易求出计算两个矩阵的布尔积需要的位运算次数， 

例12若 A 和 B 为 nXa 阶 0-1 矩阵，汁算需要做多少次位运算？ 

解 A 0 B 中有 V 个元素，用算法 2* 需要 n 次 V 和 n 次 A 来计箅 A 0 B 的一个元素 s 因此 
每求一个元素需要2〃 次位运算 6 所以用算法2计算 A 0 B 需要 2 d 次位运算， ■ 


练习 


一1 i 1 3— 

1■令 A = 2 0 4 6 , 

J 1 3 7. 

a ) A 的大小是什么？ 

b ) A 的第3列是什么？ 

c ) A 的第2行是什么？ 

d ) A 在（3, 2) 位罝上的元素是什么？ 
c ) A f 是什么？ 

2，求 A 十其中 


1 0 4 _ 厂 一 1 3 5 一 

i 

a ) A = -1 2 2 , B = 2 2 一3 



L o 

-2 


3 j L 

2—3 

oj 



-一 i 

0 

5 

61 

-_ 3 

9 -3 

4" 

b ) A = 






-2 -1 

2. 


d —4 

-3 

5 

一2- 

■ 0 


3. 求 Alt , 若 


a ) A = 




c ) A = 



0 

-1 



4, 求乘积 AB , 其中 




3 2 — 2- 

-1 4 -3. 
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c) 求 < L ” * 

cO 用 a) 和 （C) 的答案 UE 明 （A l ) a = (A 3 >H p 
2K 今 A 为可逆矩阵 e 证明只要”是正 锒数， 就有（或《厂 3 =(八4)' 

22 •令 A 为矩阵 • 求证 AA f 是对称的， （提示： 借助练习 17b, 证明这一矩阵等于其转置 ft > 

23. 证明传统算法计算矩阵 A 和叫 Xm a 矩阵 B 的乘积需要次乘法* 

24. 计算矩阵 A 3 , A: 和 A 3 之乘积的最有效方法是什么？ 土，士 ，心 的大小是 

^)20X50, 50X 10， 10X40 b)10X5 f 5K50> 50X1 

25. 把 A] ， Am 总和 &相乘的虽有效方法是什么？其中心， A 2 , A a 和表的大小分别是 10X2,2X5, 5X 
20， 20X3, 

26. 幻求证以 m …， a 为变景的线性方程组 

an ^i, ^ -\~a^x„=h l 

+ a ； 2 J ； + + a； n x ^ = b 2 

v 

* 

■ 

〜 1 A +a„? A 十… +m =〜 

可以表示为其中 A =[ 化] * X 是 nX] 矩阵，且 A 就是其第£行_ B 是 nXl 矩阵， 6 a 是其第 
i 行 * 

b ) 求证若矩阵是可逆的（在练习18前面定义了坷 逆}， 则 U) 中方程组的解可以用等式 X# 

A 一 ' 11 计算 . 

27. 用练习18和 2 S 解方程组 

7x_ S^z + 5 x? = 5 
一 4 ：r I + 5文2 — 3xa = 一 3 

J：i — + JT a =0 


28. 


令 A 


Lo 



求 a)A V B； 


b)AAB ； c)A©B. 



一 1 0 r 


一 0 1 ] 

n 

29 ,令 A = 

1 1 0 

和 B = 

10 1 


J) 0 1 」 


J 0 ] 

L 


求 a)AVB« b>A A B ； 


c)A©B q 


30. 求 A 和 B 的布尔积，其中 A = 



pi 0 0" 

31* 令 A 二】 0 1 e 求 b)A ^ 3] ； c) AV A: 2 ] V A 3 ] p 

_0 1 0,; 

32 -令 A 为 0-1 矩阵 ， 求 iEa)AVA = Ai b)A A A=A, 

33. 本題要证明交和并运算是可換的 e 令 A 和 B 为 mXn 阶 0-1 矩阵求证 

a^A V B^BV A b)B A A = A AB 

34. 本 M 要证明交和并运算是可结合的.令 A , B 和 C 为阶01矩阵求证 

aKAVB ) VC^AV CBVC ) b)(A A B ) A C = A A (B A C ) 

35. 本题要建立交对并运算的分配律。令 A , B 和 C 为介 0-1 矩阵，求证 
a)A v CB AC>^(AV B) A (A VC) b)AA CBVO = CAA B) V (4AC) 

36. 令 A 为阶 0-1 矩阡，令 I 为 nXtt 单位阵 a 求证 A®I = I 0 A = A 。 

37. 本题要证明 0-1 矩阵的 布尔积是可结合的.假定 A 是 mX 户阶01矩阵， B 是 pXk 阶 0-1 矩阵， C 是 
AXn 阶 0-1 矩阵，求证 A ®( B © C ) = UG ) B ) G ) C & 
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关键术语和结果 


术语 


算法； 一组有限多条准确的指令，用于完成一个计算或解答一个问题 a 
搜索 算法: 为元索在表中定位的问题 e 
线性搜索 算法： 逐个搜索表中兀素的 过程。 

二 分搜索 算法：逐次对半搜索有序表的过程。 

排序：按非升顺序重新排列表中元素， 

贪心 算法： 每一步都做最好选择的算法， 

对某个常数 C 和6，对所有 | fix ) ! <C I gix ) I 的事实。 
fd O ^ U )) 这一关系的 见证： 一对 C 和々，使得只要就有 I /( I )丨 i g ( jc ) I . 
/(y 是 n ( g ( x )), 对某个 I 常数 c 和 a , 对所有 i /(^) i 為 c I gU ) \ 的卓实， 
/( X ) 是 0( g ( j ：)>： / U ) 是 0(^ C^))|D /( JT ) 是 fKg ( x )) 的事实。 

时间复杂度： 算法解题需要的时间 Mu 
空间复杂度 i 箅法解题莆要的存 储空间 

最坏情形时间复杂度：算法 解答- 定大小的问题需要的最大时间摄。 

平均情形时间复 杂度： 算法解答_定大小的问题需要的平均时间鐘。 

。|衩。能整除61有整数 C 使& 

食数： 大于 1 且恰有两个正整数因子的正整数， 

合數： 大于丨又不是素数的正整数 D 

梅森 素教： 形如 2 P — 1的素数，其中 p 为素数。 

gcd (〜 和的最大公约 教）：能整除 a 和 6 的最大整数。 

互紊整教 t 使 gcd ( a ，6) = 1 的整数和 h 

两两互素的整教： 一组整数， 其屮 任何两个整数都互素。 

lcm ( a , 6 )(a 和 6 的最小公倍数） ； 能被 g 和6整除的最小正整数 ◎ 

a mod h , g 除以正整数6时的余数。 

a = b ( mud 出 ） （a 模 iti 同余 6 ) ; ca _ &能被 妍 整除。 

加密： 使信息成为秘密的过程* 

解密： 将加密信息还原的 过程。 
n ~ (akah -i … m ao)ft ： n 的 6 进制表示。 

二进制表示 i 整数以 2 为基数的表來 * 

十 六进制表示： 整数以 16 为基数的表示。 

八进制 表示： 整数以 8 为基数的表示 ， 

u 和 fr 的整系教线性组合；形如 城 + A 的数，其中 s 和 r 为整数 t 
a 模 w 的逆；使三1 (mod m ) 的權数 a * 

线性 同余： 形如 ^=6 (mod m ) 的同余式 t 其中 I 为变當 a 

以2为基的伪素教；使巧…三 I ( mod 打）的合数 rt 。 

以 6 为基的槐素数：使 i = 1 (mod ? i ) 的合数〜 

卡米切尔数： 合数 /! 使得对所有满足 gcd (6. d = l 的正整数6, ^是以6为基的伪素数。 
私钥加密 5 加密密钥和解密密钥均须保密的加密法， 
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公钥加密：加密密钥公开，解密密钥保密的加密法。 

矩阵：数的矩形数组。 

矩阵加法：见 2. 7节定义3。 

矩阵乘法：见 2. 7节定义4 & 

1„ U 阶单位阵）：对角线元素为1、其他元素为0的；阶矩阵 
A 4 A 的转置 h 交换 A 的行和列得到的矩阵 w 
对 称阵： 若一个矩阵与其转置相等，这个矩阵是对称的。 

0-1 矩阵 s 元素非0即1的矩阵 s 
AVB(A 和 B 的并）：见2,7节定义8。 

AAB ( A 和 B 的交>:见2, 7节定义 8* 

A ® B ( A 和 B 的布尔积）：见2,7节定义9, 


结果 


线性和二分搜索算法； （见 2,1节八 

冒泡排 序：在每一遍都交换错位的相邻元素的排序 方法。 

插入排序：在第 j 步把第个元素插人前 >一1 个元素已排序的表的正确位置的排序 方法。 
线性搜索有 CKn ) 复杂度 & 

二分搜索有 0( log W 复杂度 • 

冒泡和插人排序有 0 ( V )复杂度。 
log 是 O < rtlogrt)0 

若 /i(j) 是 0 ( 幻 且 f2( 工）良 （ Xg2U)h 则 （/i +/>>(1) 是 OCmax(^C^), 取 （ z ))) 且 
</]/£) (JC> 是 0( C^l 

若 匈.…， a n 都是实数且 知/0， 则 十，” +ai : r+ay 是 CX 了"）和 0( x r 『 h 
算术基本 定理: 每个 IK 整数均可唯一表示为素数 之积. 其屮的素因子按从小到大的次序出现. 
整除算法；令 a 和 d 为整数， J 为: E 整数，则有唯一的整数 g 和 r ， « d , 使“ =^^ + ^ 
如果 a , A 为正 整数* W \ ah ^ gcdia , h ) * Icmtti , h ) ^ 

欧几里得 雾法！ 用于求最大公约数（见 L 5 节 W 法 6)。 

令6是大于1的正整数，只要 n 是正整数，《就能唯_表示为 ” = +，“ + 

A + 山） 的形式 c 

求整数以6为基数的展开式的算法（见 L 5 节算法 1 K 
传统的整数加法和乘法笄法（见^ 5节>。 

同余幂算法（见2, 5节算法5)。 

两个整数的最大公约数可以表示为这两个整数的整系数线性组合 • 

如果 m 是正整数且 gcd (“ 出 ）= 1. 则 a 有唯 的模 w 逆。 

中国剩余定理 （孙 子定 理）：以一组两两互素的整数为模的线性同余系统有以这些数之积为 
模的唯一解。 

费马小 定理： 若 p 为素数且 P i a ， 则 W 一 t^Hmod 

复习题 

L a ) 定义术语算法。 

有什么不同的方式描逑算法？ 
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解一个问题 的算法和解同样问题的计算机程序有什么不同？ 

2. a ) 用中文描述 一个求 个整数的表中最大整数的算法_ 

用伪码表达这一算法 ， 
c ) 这个算法使用多少次比较？ 

3. a ) 叙述一 T / U ) 是 （ XgU )) 这一事实的 定义， 其中 / U ) 和 〆 d 是从正整数集到实数集的函数。 
b ) 直接用/⑷是 fXff ( rt )) 这一亊实的定义，求证或反驳 n z + 18 ml 07 是 0(^), 

c > 直接用 / U ) 是 O ( gU )) 这一事实的定义，求证或反驳是 CXii 2 + 18 n + l 07 > ft 

4. d 如何得 出对一 ■个函数的大 O 估计. 这个函数是一些不同项之和，其中每项又是几个函数之积？ 

b ) 给出函数 / u ) = u ! +mr + i ) + u 「 s + s” rt a ) u 3 + 2") 的大 o 估计对/(立〉是 oqu )) 的估计中 

的函数要用次数最低的最简黾的函数。 

5. a ) 对一个求 -- 中”个整数中最小整数的算法，给出最坏情形时间 S 1 杂度1平均情形时间复杂度和 ® 好情 

形时间复杂度的含义（用比较次数来度里 h 

b ) 将当前已找到的域小整数与每个整数比较以求 一串” 个整数中最小整数的算法，若用比较次数来度 

fi t 其最坏情形、平均情形和最好情形时间复杂度是什么？ 

S . a > 描述 一下在一_ 以增 序排列 的整数中找一个整数 的线性 搜索和 二分拽 索算法 

b ) 比较上述两个算法的最坏情形时间复杂度。 

c ) ( 用比较次数来度敏）是否这两个算法其中一个总是比另一个快？ 

7 + a ) 描述一下胃泡排序算法。 

b ) 用冒泡排序算法为表 5 T 2, 4，1，3排序 • 

c ) 给出对胃泡排序算法所用比较次数的大 O 估计 a 

8. a ) 描述一下插人排序算法。 

h ) 用插人排序算法为表2, 5, 1，4，3 排序， 
c ) 给出对插人排序算法所用比较次数的大0估计。 

9. a ) 解释一下贪心算法的概念， 

b ) 给出一个求出最优解的贪心箅法的例子，并解释为什么求出最优解 • 

c ) 给出一个不总是求 m 最优解的贪心算法的例子，井解释为什么不能求出最优解 a 

10. 叙述算术基本定理 a 

1 L a ) 描述一个将整数分解为素数因子的过程。 
b ) 用 这一过 程分解 SO 707为素因子。 

12. a ) 定义两个整数的最大公约数 t 

b ) 给出至少三种求两个整数最大公约数的方法，每种方法在什么情况下最有效？ 

c ) 求1 234 567和7 654 321的最大公约数. 

d ) 求2'3,5 7 7 & 11和 2 fl 3 r 5 s 7 M 3 的最大公约数 a 

13. a ) 定义什么是 o 和 * 模 7 同余 t 

b > 整数一 U , _8, _7，一 1, 0 t 3和17中，哪几对整数模7同余？ 

c ) 证明若 a 利 A 模7同余，则 IOg + U 和一砧+加也模7同余 e 
U . 描述一个将整数的十进制（以10为基数）表示转換为十六进制表示的过程 s 
15 - a ) 如何求两个整数的（整系数）线性组合，使之等于其最大公约数？ 
b ) 把 gcd (84 t 119) 表达为84和119的线性组合 t 

IS , a ) S 为 a 模 m 的逆是什么意思？ 

b ) 若讲是正整数且 gcdU , m ) = l , 怎样求 a 模 m 的逆？ 

c ) 求7模19的逆， 

17* a ) 在 gcd ( a , 出）=1时，怎样用 a 授 /h 的逆求解线性同余方程 ax 三 Mmod m )? 

b ) 解线性同余方程 19), 

18, a ) 叙述中闰剩余定理 。 
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b ) 求同余式 1 (mod 4) ^ . z =2 tmoci 5) 和 x ^3 (mod 7) 的解， 

19. 假定 f 幻。"一定是素数吗？ 

20. a ) 私钥密码系统和公钥密码系统的区别是什么？ 
b >_ 释一下为什么移位密码是私钥系统 . 

c ) 斛释一下为什么 RSA 密码系统是公钥系统。 

2 L 定义两个矩阵 A 和 B 的乘积 。 这一乘积何时有定义？ 

22. a ) 在矩阵乘积 V 心跎 A * 有定义时,通过依次做两个矩阵的乘法，共有多少种不同方式计算这一乘积？ 
b ) 假定乂 ，心， A a 和九分别为10 X 20， 20 X 5, 5 X 10 和 10 X 5 矩阵。怎样才能用最少次数的元素相 

乘来计算乘积 A t A 2 \ A 4 ? 

朴充练习 

L 幻描述一个算法，为一列整牧中最大整数的最后一次出现定位， 
b ) 估计一下所用的比较次数， 

a ) 描述一个算法.求一列整数中的最大和次大整数. 

b) 估计一下所用的比较次数. 

3. d 给出一个算法，判断_个位串中是否含两个相邻的 L 
b ) 这个算法用多少次比较? 

4. W 假定一列整数按从大到小的次序排列，而且整数可 以* 复出现 . 设计一个算法，求整数 x 在这个整数 

列中的所有出现位置. 
b > 估计一 F 所用的比较次数， 

5+ a) 修改 2,1 节算法 1, 求一列 h 个元素中的最大和最小元素，方法是检査相邻元素时，更新临时最大和 

临时最小元索。 
b > 用伪码描述 U ) 中算法。 

e ) 这个算法要比较多少次序列中的元素？（不算用来判断是否到达序列结尾的那些比较。） 

6. 详细描述一个算法的步骤，这个算法求 一列？ 1个元素中的最大和最小元索，方法是检査相邻元素对， 
记录下临时最大和临时最小元素 . 若 n 是奇数， Wij 临时最大和临时最小元素在开始时都等于第一个元 
素。若 〃是 偶数，则应通过比较前两个元素来找出临时最大和临时棗小元素，通过与所检査的两个元 
素的最大和最小元素相比较，来更新临时最大和临时最小元素 & 

b ) 用伪码描述 （ a ) 中算法. 

c ) 这个笋法要比较多少次序列中的元素？（不箅用来判断是否到达序列结尾的那些比较 

*7, 求 诋就比 较次数而言，求?!个元素中最大和最小元素的算法的最坏情形复杂度至少是 T 3 n /2 l _2。 

5 . 设计一个有效箅法，求一列 n 个元素中的次大元素，并确定算法的最坏情形复杂度。 

_须刀排序（或双向冒泡排序）依次比较相邻的元素对，如有逆序就交换它们，交替地从头到尾和从尾 
到头…遍遍扫描表， H 到不需要交换为止 ^ 

S . 说明剃须刀排序为表3, 5, U I 6, 2徘序所用的 步骤. 

10. 用伪码描述剃须刀排序^ 

1 L 求证用比较次数度啬*剃须刀 排序有 复杂度， 

12. 解释一 K 为什么剃须刀排序对于接近正确顺序的表的排序是有效的。 

13. 求证 （fi log n + n 2 y 是 CKd ), 

14. 求证 8 a :r + 12： r +100 ]ogj 是 0(/), 

15. 求 （/ + j <1 oe J > 3 > ■ 的大 O 佔计。 

ff 

16* 求 UiCj + 1) 的大 O 估计， 

户 1 

*17* 求证? I !不是 0(2 a ) a 
*18* 求证 《 q 不是 CKnH 
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19, 求与5模17同余的四个数， 

20, 求证若 a 和 ci 为正整数，则有整数 g 和 r , 使 a = 办 + r 且一 d /2< r <£//2 fc 
*21- 求证若 ac ~ bc(mod t 则 a ^ h ( mod m / d ) > 其中 d^gcdi m ^ c ) Q 

*22 -在 100^! 的二进制展幵中尾部有多少个 0? 

23,用欧 几黾得 算法求10 233和33 341的最大公约数 
24-用欧几里得算法求 gcd ( H 4, 233>要做多少次除法？ 

25,求 gcd (2 rt+U 3« + 2) t 其中？ i 是个正整数，（提 示： 用欧几里得箅法 J 

26- a ) 求证若 a 和各为企整数， a 冰 则当时 gcdOz , h )=- ax 当 u 和6都是偶数时 gcd ( a , b )^2 gcd ( u /2, b /2) t 
当 a 为偶数 & 为奇数时 gccKa , 6)= gcd ( a /2, 当 a 和 A 都是奇数时 b )。 

b ) 解释一下如何利用 （ a ) 屮结论构造-个算法，不用除法，只用比较及二进制展开的减法和移位來求两 
个正整数的最大公约数。 

c ) 用这一算法求 ffcd ( l 202, 4848), 

27+ 求证一个整数能被 9 整除的充分必要条件是其十进制数宇之和能被 9 整除 t 
28, a ) 解释一下为什么 n div 7 等于 fi 天中所 含的星 期数。 
b ) 解释一下为什么 n dN 24 等于 n 天中所含的小时数。 


—组整数称为是互素的，如果其最大公约数是 U 

29. 判断下列各组整数是否互素 t 

a ) 8» 10, 12 b ) l 2, 15, 25 c )15, 21, 23 d )21, 24, 2 B , 32 

30. 找一组 4 个互素的整数.使其中任何两个都不互素 d 

31. a ) 假定用函数 /( p ) = G ^ + 幻 mod 2 S 且 gecKh 26) = 1 为信总加密，给出一个可用来解密的函数， 

h ) 信息加密以后是 LJMKGMGMXFQEXMW , 如果加密函数是 /( p ) = (7/» + 10) mod 26,原倍息是 
什么？ 

32* 求证同余系统 j : 兰 2 (mod 6 >和 jt 盖 3 (mod 9) 无解 D 
33,求出同余系统 I 邑 4 (mod e ) 和 . r =13 (mod 15) 的所有解， 

*34. 求证同余系统 (mod 叫）和 jo^a 2 (mod ) 有解的充分必要条件是 gcdinji ， m E ) | ci y —a 2 ^ 

b ) 求证 （ a ) 中的解模 Icmtm ] , ) 是唯一的 & 
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3 S * 求证若 A ^ l , 其中 f 为实数， 1 是 nXn 单位阵，则对所有 nXn 矩阵 B 都有 AB ， BA d 

37,求证若 A 是 2 X 2 矩阵且对任何 2 X 2 矩阵 B ， 都有 AB = BA . 则 A = d f 其中 t 是实数. I 是 2 X 2 单 

位阵. 


_个 HXa 矩阵称为上三角眸，只要 i > J T 有〜 

38, 从矩阵乘法的定义出发.设计一个略去自动为0的項的计算两个上三角阵之积的算法， 

39, 给出练习38中把两个上三角阵相乘的算法的伪码锚述， 

40, 练习38中找出的算法用多少元素相乘来计 ff 两个 hXm 上三角阵之积？ 

4 L 证明若 A 和 B 都是可逆矩阵且 AB 存在，则 （ AB ) 1 ^一 1 & 

42. 如桌 A 、 B , C , D 分别是 30 X 10, 10 X 40, 40 X 50和 50 X 30阶的矩阵，计算 ABCD 的最佳顺序是什 
么？假定计算 pXq 矩阵和 gXr 矩阵的乘积需要 py 次矩阵元素乘法. 

43. 令 A 为 nXn 矩阵，再令0是元素全为0的矩阵 & 证明下列各式为真 a 
a ) A 0 O ^ OOA=O b ) AVO=OV A-=A c)A AO=OA A-O 

44 . 证明若硬币的面值是…， 〆 . 其中 it 和 r 是正整数， c > I ，则贪心箅法总是求出用尽可能少硬 
币的找零钱方案。 

45. 设计一个算法猜出一个在1到 P — 1之间的数，依次猜出这个数的二进制展开的每一位. 
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46,通过依次蒱出一个在1到2”_1之间的数的二进制展开位来确定这个数，确定就猜的次数而言所需的 
复杂度 。 

计算机题目 

编写带有下述输入与输出的程序。 

1. 己知《个整数的表 t 找出其中的最大整数6 

2. 已知《个整数的表，找出最大整数在表中的首次和末次出现。 1 

3+已知 n 个不同整数的表，用线性搜索找出一个整数在表中的位置。 

4. 已知 n 个不同整数的有序表，用二分搜索找出一个整数在表中的位黄^ 

5. 已知 n 个整数的表，用宵泡排序为其排序 . 

6. d 知 u 个整数的表，用插人排序力其排序 . 

7. 已知一个整数 n , 用贪心算法用25、10、5和1美分硬币找 n 美分军钱. 

S . 已知〃个整数的有序 表和一 个粮数找出用线性搜索和二分捜索确定1在表中位置所用的比较次数。 

9. 已知一个整数表，确定用宵泡排序和插人排序为其排序所用的比较次数。 

10, 已知一个正整数，判断其是否为素数 . 

1 L 己知一段信息，用恺撒密码为其加密；已知一段用恺撒密码加密的 信息， 为其解密. 

12, 已知两个正整数， m 欧几黾得算法求其最大公约数。 

13, 已知两个正整数，求其最小公倚数， 

*14. 已知一个正整数，求其索因数分解 . 

15, 已知一个正整数和一个大于1的正整数求这个正整数的^进制展开& 

16, 已知 j [整数 I 6和抓>1,求 V mod 

17, 已 知一个 iE 整数，求其康托展开。（参看2,5节练习44前的说明。） 

18, 已知正整数”，模数爪，乘数〜增世 r 和种子❺，满虽 0< r </«> 0< x ,< m , 用线性同余 
发生器 x m +1 = ( ax ^+ c ) mod m 生成一列 n 个伪随机数， 

19, 已知正整数 a 和求整数 s 和 h 使 sa + fft = gcd ( a ， 。 

20, 已知 n 个以两两互素的素数为楢的线性同余式，求这些同余式以这些棟数之积为模的公共解 * 

2 L 已知一个 mXA 矩阵 A 和一个 iXn 矩阵 B , 求 AB P 

VL 已知一个方阵 A 和_个正整数 L 求 A ' 

23，已知一个方阵，判断其是否对称。 

24, 已知一 ■个 Xn 2 矩阡 A , —个 n ? X 〜矩阵 B , —个％ X ji 4 矩阵 C 和 一个吣 Xn s 矩阵 D * 矩阵元索均为 
整数，确定计算这些矩阵之积的最有效顺序（用整数乘法和加法的次数来度最 >• 

25* 已知两个 mXn 布尔矩阵，求其交和井 n 

Z 6. 已知一个 mXA 布尔矩阵 A 和一个布尔矩阵 B , 求 A 和 B 的布尔积 5 
27. 已知一个布尔方阵 A 和〜个正整数 n , — A :ri: c 

计算和研究 

用计算程序或你已经编写的程序做下面的练习。 

L 已知当6和 d 是正整数且时，沪是0(/)。对于下列这挫成对的侑： 6=10和3=2, 6^20和3 = 
3， A =1000 和 d = 分别给出 C 和4的值，使得只要 就有 

2. 用贪心箅法计算如何用不闻面 谊硬币 对不同 n 值来找零钱，井确定是否用了最少的硬币 & 能否找出保证 
贪心算法用尽可能少硬币的条件？ 

3. 利用一个整数1，2,…， n 的随机序发生器，求冒泡排序、插人排序、二分插人排序和选择排序为讫® 
整数排序所用的比较次数. 

4* 对不超过100的每个素数 / N 判断 K 一1 是否为素数。 

5. 检验某个范围内的大梅森数2* — 1以判断其是否为索数。 （可 以使用 GIMPS 项目的软件 
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6. 证明对的所有整数心 n 2 + ?i + 4 l 是素数，而当 n = 40 时它不是索数。当 n 为正整数时，是否 
有的整系数且次数大于0的多项式总是取素数值？ 

7. 找出尽吋能多的形如 f + 1 的素数*其中 n 为止整数 。 現在还不知道是否有无穷多个这样的素数， 

8. 找出10个不同的各有100位的素数^ 

9. 小于1 000 000 的素数有多少个？小于 10 000 000 的呢？小于〗 00 000 000 的呢？对于正整数: r , 能否提出 
一个对小于 z 的素数个数的估计？ 

10- 求随机选取的10个不同的20位奇数的索数分解。记录分解每个整数消耗的时间，对10个30位奇数、 
40位奇数等尽可能重复上述作业， 

11. 求以2为基数的所有伪索数，即使得 W 的所有整数 a 其中 n 不超过 10000* 

写作题目 

利用本书以外的资料 ， 针对下面的内容写出短文。 

L 査一下算法一词的历史，描述一下早期怍品中这一词的用法 。 

2-杳找一下巴赫曼 （ B ^ chmairn ) 论及大 O 记号的原始文献，解释一下他和其他人如何使用这个记号〃 

丄解释一下如何根据排序算法所依的基础原埋来对排序算法进行分类 . 

4. 描述一 下基数 （ rad lx ) 排序算法. 

5. 描述一下并行算法的含义说明怎样扩展本书使用的伪码以描述并行算法。 

6. 解释一下怎样度 a 并行算法的复杂度 。 给出一些例子说明这一概念，并说明并行算法可以比没有并行操 
作的算法更快完成任务， 

7. 描述一下用于检验梅森数是否为素数的卢卡斯-莱默尔 n 』 ca S - Lehm er ) 检验 • 讨论〜下 GIMFS 项 目在用 
这一检验来寻找梅森素数方面的进展。 

8_解释一下实践中怎样用概率素数性检验來产生几乎肯定是素数的特别大的数 & 这种检验是否有任何潜在 
的弊端？ ^ 

9.75 年前提出的是否有无穷多个卡米切尔数的问®近 U 得到了解答。描述一下在证明这种数有无穷多个时 
涉及的 要点。 

10. 就复杂度和 S 前能分解的数的大小而言，总结一下 H 子分解算法的现状 • 你认为什么时候分解200位 
的数将是可行的？ 

1 L 描述一下现代计算机中使用的 IE 整数加 1 减 1 乘、除算法 

12. 描述一下 中闺剩 余定理（孙子定理）的历史，描述中国和印度著作中提出的一些相关问題以及怎样将中 
国剩余定理用于这些问题 B 

13. 什么样的一串数是真正的随机数，而不是伪随机数？用伪随机数做模拟或试验能观察到什么缺点？伪 
随机数有哪些性质是随机数不该有的？ 

14. 描述一下公钥密码的使用现状^就 因了分 解算法的现状而言，使用公钥密码的方式安全吗？用公钥密 
码 加密的信息在将来会不会不安全？ 

15- 描述一下怎样用公钥密码发送签名的保密信息，使得接收方有相当把搌确认这个信息是声称发送信息 
的人所发送的， 

16- 说明怎样用同余来判断任意一天是星期几6 
17. 描述几个用于大整数有效乘法的算法。 

U . 播述几个用于大矩阵有效乘法的算法。 

19. 描述_下拉宾 （ Rabin ) 公钥密码系统 t 解释其如何加密和解密信息，以及为什么适合用作公钥密码 
系统 ^ 




第 3 章数学推理、归纳与递归 


第1草介绍了推理规_和证明方法。第1章后几节和第2章利用这些证明方法证明了各种结 

果，但是没有讨论过形成 猜想、 然后尝试确定这些猜想是否正确的过程。本章简要讨论这个过 

程，提供从证明方法库选择技术和用这些方法构造反例的指南，还讨论反例在这个过程中所起 
的作用， 

本章讨论序列和字符串的某些重要性质*定义可数集合的概念，证明有理数集合是可数的， 
用所谓对角化论证的证明技术来证明实数集合不是可数的。 

许多数学命题都这样断言；对所有正整数来说，某个性质为真这种命题的例 子有： 对每个 
IH 整数 w 来说，”！ ¥—”被 3 除尽，前《个正整数之和是等，本章和本书的 ~ 

个主要0标是让学生彻底理解用来证明这类结果的数学归纳法 e 

第1章和第2章以明确的方式定义了集合和函数，即通过列举集合元素或给出刻画集合元素 
的某种性质来描述集合；对函数值则给出公式 * 基于数学归纳法，有另一种 M 要方式来定义这些 
对象。要定义函数，就规定某些初始项 • 给出从已知值来求后续值的规则；定义集合是通过列举 
某些集合元素，给出从集合中已知元素来构造其他元素的规则，这样的定义称为递 归定义 ，在离 

散数学和计算机科学中大 董使用 。一 旦递归定义了集合，就用所谓的结构归纳法来证明关于这 
个集合的结果 9 

解题过程需要保证问题总能够得到正确的解决，仅仅测试出一组输人值结果正确，并不说 
明这个过程总是正确地工作 # 只有促明过程总是产生正确结果，才保证了这个过程的正确性。本 
章最后一节有对程序验证技术的介绍，这是验证过程正确的形式化技术程序验证是以机械方 
式证明程序正确的现行尝试的基础， 

3. 1证明策略 


3 11 引言 

1. 5节介绍; T 某些最重要的证明方法，说明/如何使用每种方法 a L 6节至 1. 8节和第2章 
利用这些方法证明了许多不同的定理，但只粗略地讨论了在构造证明背后隐藏的策略。这种策 
略包括选择证明方法，然后基于这种方法，逐步成功地构造论本节将从艺术性与科学性的角 


度对证明加以研究，给出如何找出定理证明的建议，由于拥有一整套的证明方法，所以更仔细地 

研究一 下如何构造实际的证明 5 具体地说，描述某些证明技巧，包括如何通过进行回溯、修改己 
有证明、利用分情形证明法等來进行证明 a 


数学家的工作就是形成猜想，并试图证明或推翻这些 猜想。 这里简要描述这个过程，给出关 
于构造证明和形成猜想的有用建议，除此之外还给出关于反例的某些建议，插述反例在解决某 


些长期未解决问题中所起的作用, 


而且讨论一些仍然悬而未决的有趣问題 9 


最后，我们给出计算机科学中一个极端重要结果的归谬证明，证明不存在这样的过程，当给 
定计算机程序和输人时，该过程判定输人是否能让程序最终停止 a 


3. 1+2证 I 明策赂 


发现证明是挑战性的工作。当面对待证命题时，应该先用定义替换术语，再仔细分析假设和 
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结论的含义，这样做之后，用一种可用的证明方法去试图证明结果。一般情况下，如果命题是 M 
含式，就应该首先尝试直接证明；如果这样不行，就尝试间接证明^如果这些方法都不行，就尝 
试归谬证明。 

前推与后推无论选择什么证明方法，都需要一个起点，蕴含式的直接证明就从假设开始， 
利用这些假设以及公理和已知定理，用导向结论的一 v 系列步骤来构造证明，这类推理称为前推， 
是用来证明相对简申-结果的一类最常见推理，同样，要开始间接证明，就从假设的否定开始，用 
一系列步骤来得出前提的否定。 

但是，前推常常难以用来证明更复杂的结果，因为得出想要的结沦所需要的推理可能相当 
m 在这种情况下 • 使用后推可能会有帮助.为了后推证明命题 I 就寻找能证明具有性质 
P — q 的命题 (注意，寻找能证明使得的命题 r 不会有帮助，因为从 r 和 r 得出 g 为 
真，这种推论是错误的 J 例1和例2解释后推 * 

，例1给定两个正实数 a 和6, 其算求均值是 U + A )/2, 其几何均值是 当比较 
成对不同正实数的算术和几何均值时，发现算术均值总是大于几何均值。（例如，当 

a = 4 和6 = 6时，有5 = (4+6)/2> ^。能否证明这个不等式恒为真？ 

解要证明当 a 和 A 是不同正实数时 U + A)/2>#. 可进行问溯，构造一系列等价的不等 
式（请读者来证明每对相邻的不等式都是等价的） 9 这些等价的不等 式是： 

{a b )/2 \/ab (a + i ) z /4 > ah 

(a b) z Aub fit 2 H - 2ah h 2 Aab 

a 2 — 2 以十 M > 0 (a — h ) 2 > 0 

由于当时 G — 所以最后一个不等式为真。由于所有这些不等式都等价，所以当 a 乒 


A 时 U + W /2 >、/^ a —旦构造了这个证明，就能轻而易举地构造使用前推的证明。具体证明留 


给读者。 


例2假定甲乙两人玩游戏，轮流从最初有15块石头的堆中每次取1、2或3块石头取最 
后一块石头的人麻得游戏.证明=无论乙如何取，先取的甲都能贏得游戏 d 

解为了 SF 明甲总能廉得游戏，进行回溯，在最后一步，如果石头堆中剩下1、2或3块石 
头，甲就能获胜。如果乙不得不从有4块石头的堆中取石头 ¥ 就迫使乙留下 U 2或3块石头。 
因此，在倒数第二步甲应该给乙留下4块石头 & 当乙不得不从 S 块石头的堆中取石头时，就会留 


下5、6或7块石头_甲就能留下4块石头 > 因此，在倒数第三步甲应该给乙留下8块石头，这 
意味葙当轮到甲取时还有9、10或 li 块石头。同样，当甲走第一步时，应该留下12块石头。把 
这个论证倒过来就证明了无论乙如何取，甲总是有石头取，所以甲赢得游戏。这些步骤依次给乙 
留下12、 S 和 4 块石头 d ■ 


分情形帮助证明 当不能一下子考虑证明的所有情形时，应该考虑分情形证明（在 1.5 节介 
绍）。什么时候应该使用这种证明？ 一般情况下，当没有明显 方式对 以开始证明，而每种情形中 
的额外信息又能帮助推动证明时，就寻求分情形证明。例如，为了证明关于整数的结果，分别考 
虑奇数和偶数，或若分別考虑正整数和负整数（比如涉及到 变置的 绝对值时），这可能会有好处。 

. 同样，需耍分别考虑整数能被5整除和不能被5整除的情形，或者对某个整数 A 来 
说，整数形如5^+1, 5 k + 2、 W + 3 或5纟+ 4的5种情形。切记分情形证明中的 

常见 错误： 许多人忘记考虑全部情形，导致所谓的证明没有对所有可能值来证明结果 。 例 3 解释 
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需要分情形证明的情况。 

例3证明：如果《是不能被2或3整除的整数，则 n ^- 1 能被24整除 D 
解为了尝试不用分悄形的 证明, 首先注意# 一 1 = («~1) _ («+1) 0 可是，似乎没 有明显 
的办法来证明当 n 不能被2或 S 整除时，这个数能被24整除，除非査看不同的情形。分情形证 
明似乎是下一个合理的方法，但应该使用哪些情形呢？由于想要证明关于不能被2或3整除的整 
数的结果 t 所以对1，2, 3, 4, 5 来说， 分别查看 n 形如 + j 的情形可能会有帮助， 
(根据整除算法.每个整数都具有这些形式之一。）由于只对不能被2或3整除的整数感兴趣，就 
立即排除了对某个整数々来说 《 = 6々十2、 6 A + 3 或 6 A + 4 的情形 • 这样只剩下两种情形，其 

中 n 形如从+1和砧 + 现在分别考虑这两种情形 g 

假定对某个整数 A 来说《 =讣+1,则 n 2 — l = 一 l ) = (6 ife + 2) W = m 3 jt + lU fl 注 

意 （3 A +1) 彡是偶数。当々是偶数时，这无疑正确；当 i 是奇数时， 3 A + 1 是偶数，所以 （3&+1 M 
是偶数 。 由于 （3々+ l ) A 是偶数.所以存在整数 g 使得 （3 是 = 因此# 一 l = 12(3 fc + i>A = 
24^所以24整除 V — 1。 - 

其次，假定对某个整数♦来说 h =6々 + 5 & 则 = l ) U + l ) = (6 jfe + 6)(66 + 4) = 

12 Q +1 K 3 A 十 2) e 注意 U + 1 M 3 走 + 2) 是偶数，因为当丨是偶数时 ， M + 2 是 偶数； 而当 A 是奇 
数时，々^1是偶数。因此存在整数9使得 U + l )(3 ife + 2> = 2 心所以¥ — 1 = 12，2 9 =2切。结论 
是能被24整除，证毕， ■ 

一种常见推理错误是从例子中得出不正确结论，（例如.参见例8。）除非考虑到每一种可能 
的情形，否则只考虑个别例子是不能证明定理的。定理的证明类似于证明计算机程序总是产生 
所需要的输出. 无论测 试了多少个输入值，都不能得出结论说这个程序总是产生正确输出，除非 
测试了所有输 人值。 但例4却说明有时候只考 ig 几个特殊情形就能证明定理 ^ 

例4逊明： f +3/ s &没有整数解$和> % 

解可以迅速把这个问题归结为只检査很少几种情形 * 因为当 I I 丨 >3时/>8，当 I yl 会 
2时3/>8。这样还剩下当1取一2、一1、0 、 U 2这些值之一以及 y 取一1、0、1这些值之一 
时的 情形。 为了处理这些情形，注意 /可能 的值是 0 V 1和4, 3 〆 可能的值是0和3, /和 3 y 
的和最大可能是 h 因此当 x 和 y 是整数时，/+3/=8不可能成立 ■ ■ 

修改现存证明一种寻找用来证明命题的好办法是利用现存证明0通常可以修改现存证明 
来证明新结果 9 即使这样做不行，现存证明中所用的某些思想仍然可能会有帮助 . 由于现存证明 
提供了新证明的线索，所以应当阅读和理解在学习中遇到的证明。例5解释如何修改已有证明来 
证明新结果， 

^ 例 S 证明 .. 存在无穷多个形如 4 fc +3 的素数，其中 ft 是非负整数 * 

解或许能够修改的证明是 2.4 节给出的存在无穷多个素数的证明。问忆一下，这个 
证明假设只存在有穷多个素数灼 ，角 ，…，如并且构造出数夕1如…+ 1这个数要么是索数， 
要么具有与素数和，和，…，仏中每一个都不同的素因子，于是旺明了存在无穷多个素数。因 
此，假设只存在有穷多个形如4々+ 3的素数，即仍，…，和，其中（^=3, q 2 ^ 7 , 等等， 
构造什么样的数，这个数不能被这些素数中任何一个整除，却必须被彤如 W + 3 的素数整 
除？也许可以考虑数切 i 取 … A + 3。 但是，这个数不是索数而是能被3整除（因为⑴ = 3 h 换_ 
种方法，考虑数 


Q = 4gi 的 … g H 一 1 
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注意 Q 彤如 a + 3( 其中 4 = …和一 如果 Q 是素数，就找到了与所列素数都不同并且具有 

所需形式的素数。如果 Q 不是素数，则 Q 至少有一个不在的，的，…中的素因子，因为当 
<3除以 g 』 时余数是并且弇0,所以对于 ）=1, 2，…， n 来说 tXQ & 由于所有的奇 
素数要么形如从+1，要么形如 4 A + 3. 而且形如 4 A +1 的素数之积也具有这种形式（读者可以验 
证它），所以 Q 必定具有与所列素数不同的形如 U + 3 的因子，证毕 . 刚才设法依据已有的证明， 
做了一些小改动来证明新结果。 ■ 

数论中只有高深方法才能证明的著名定理说：只要 a 和6是互素的正整数，就存在无穷多个 
形如以十6的素数 e 请读者尝试是否能依据例5中构造的证明，来证明除 a = 4 和6=3之外，对 
其他 成对心 6来说，存在无穷多个形如以+ 6的素数 a 

3.1.3 猜想与证明 

一般人教数学时方式比较呆板。数学教材（包括本书大部分>形式地给出定理及其证明*这种 
表达方式没有传达数学的发现过程 D 这个过程始于探索概念和例子、形成猜想、试图用证明或反 
例来论证这些猜想。这就是数学家们日复一日的活动。无论是否相信 * 教科书中的素材原本是以 
这种方式发展起来的 t 

人们在各种事实的基础上形成猜想。检査特殊情形导致猜想，确定町能的模式也导 
致清想 a 改变 C 知定理的假设和结论也学致可信的猜想，在其他时候，基于直觉或者 
相信结果成立也形成猜想，猜想一 JI 已经形成，目标就是证明或反驳这个猜想 D 当数学家们相信 
猜想可能为真时，就尝试寻找 证明。 如果找不到证明，就寻找反例。当找不到反例时，就换个方 
向再次试图证明猜想 4 尽管许多猜想很快就解决了，但少数猜想几百年都没有解决，导致发展出 
新的数学分支。例6和例7解释形成猜想和尝试证明的过程。 

例 6第2章提到过已知的最大素数是梅森素数，问忆一下，梅森素数是瑕如 P — 1 的累 
数，其中 f 是素数；即梅森素数是2的素数幂减 U 是否还有特殊形式心 一 1的其他素数？其中 
a 和 n 是正整数。经过某些数值探索（比如注意 M — 1 = 63、 2^-1 = 255, 3 4 _1 = 80以及 
1二1023都不是索数），在发现除了梅森素数以外没有这种形式的其他素数之后，猜想当0>2或 
者当 a =2 且《是合数时 a n _ l 是合数。能否证明这个猜想？ 

如果当 a >2 或者当 a = 2 且; I 是合数时找到了的真因子，就证明了这个猜想 ^ 一个有 
用的方法是利用因式分解 = 十 + … + X +1)。 <回想这个因式分解，如果 

想不起来，就査阅参考书，比如 [ Zw 02] t 这本书列出了特种多琐式的因式分解 ，） 在这个因式分 
解中令$ 得出 d —1是 M — 1 的因子 B 当 c = 2 时有 a_l = 2 — 1 = 1,所以这个因式分解没有 
产生 — 1 的真 因子。 但是当 a >2 时，因子 a — 1满足1<“一 l < a rt — 1 ， 说明 “ H — 1不是素数 3 
还剩下当 a = 2 时的情形。当^不是素数时，存在正整数 r 和 h 满足 l < r < n 和 l < s <〜 
使得 n = rs e , 利用因子分解 ^ — 1 = ^ ~ 1 = ( x r — 1) ( x rU ™ + … + j r +1) t 令 j : = a 说明 — 1 
是 V — 1的因子 D 当^>2时 ， f — 1是大于1的 i £ 整数。这样当《是合数时就产生出2«_1的 

非平凡因子。 _ 

总而言之，下面给出例 S 猜想的简短直接证明 。 采用分情形证明，因为需要分开考虑 a >2 
时与 a = 2 时的情形。 

当 u >2 或者当 a =2 且《是合数时，整数 V — 1是 合数， 

证 采用分情形证明. 

请形一：当 a >2 时，整数 a — 1是 a n — 1的因子，因为 “ n _ 1 = (a — 1 ) +…+ 
并且 l<a — 因此1是合数 * 
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情形二：当£1 = 2且71是合数时，存在整数 r 和 S 满足使得 n = 在此情形下， 
V — 1 是 Z n ~l 的因子，因为 2" — 1 = (2, 一 1)(2心 -1) + … + 2，+ 1)并且 1<2, 一 1<2” 一 1。 这说 
明是合数 。 □ 

例7 能轻而易举地找到一长串相邻合数，比如24， 25* 26，27, 28和90，91, 92_ 93， 
94, 95, 96,从这样的证据形成猜想；给定正 整数心 存在 n 个相郐的正合数，如何证明这个 
猜想？ 

解证明这个猜想的一种可能方法是回推。这样推理：如果存在整数 X 使得 X , X +1, 
X +2, …， X+h — 1) 都是合数，就证明了结果 & (这正是这 n 个整数相邻的含义 ,) 给定〜能 
否找到整数 X 使得每个整数 X + j(j = 0, 1,…，〃一 1> 都有非平凡因子？一种可能性是令叉= 
nU 于 = W 是合数，对 j = 3，…，1来说，直接看出每个整数 X + j = n ! + 厂是 合数， 

因为）整除幻+夂但不知道 = +1是否为合数， 

为了避免这个问题，换一种方法取 X =( n +1)!+1 6 可看到《个连续整数 X + I ， X 十2, •“， 

即整数 

ffj + D ! +2 ，（ti + l )! 十3,…， U + l >! + ( 打+1>， 

这些都是合数，因为对 j = 2, 3，…， n +1 来说， j 整除；!！+八因此找到了 ^|个相邻的合数。 
改写证明以避免回推的过程，这里就不再详述了。 ■ 

3. 1,4猜想与反例 

有些猜想是似是而 非的# 要揭示猜想是不正确的，就需要寻找反例，例8和例9解释这个 
过程。 

轉 ; 「 r 例8对所有正整数 K 来说，函数 /(«) 都是素数+这样的函数 / U ) 很有用，能找到 

在密码学和其他应用中使用的大素数。 一 些数学家几百年前就开始检査不同的多项 
式函数以期找出 / U )。 经过许多计算之后发现了多项式 = # + 41。这个多项式具有有趣 
的 性质； 对所有不超过40的正整数 n 来说， / U ) 是 索数， （/( I )二41，/(2) = 43，/(3> = 47, 
/(4> = 53_等等。）这导致猜想：对所有正整数 n 来说， f ( n ) 是素数。 能否验证这个猜想？ 

解 也许并不奇怪，这个猜想竟然是假的。找个正整数 〃使得 / U ) 是合数并不难，因为 
/(41) = 41 2 —41 + 41 = 41^由于对满足 l €? i <40 的所有正整数/!来说 s /( n ) = ?^ — r + 41 是素 
数 ， 也许会受启发去寻找不同的多项式，它满足性质：对所有正整数 〃来 说， /(«) 是素数.但是 
不存在这样的多项式，可以证明：对每个整系数多项式 /( W ， 都存在正整数^使得 /( y ) 是合 
数（参见练习37)。 ■ 

例9说明了有的反例大得惊人。重申即使大量数值计算也不能证明定理。 

例 > 在 1 S 世纪，伟大的埔士数学家列昂哈德•欧拉 猜想： 对毎一个满足 n 会3的整数 n 来 
说，《 — 1个正整数的 n 次幂之和不可能是一个《次幕。将近200年来找到的数值证据都支持这个 
猜想。怛无法找到任何证明，即使对单个的 〃值 也不行。然后在1966年 ， L • ：[ _兰德 
(匕上 Under ) 和 T • R ， 帕金 （ I \ R Parkin ) 对找到了小得惊人的反例。他们证明了 27 5 + 84^ + 
110 s + 133 5 -144 5 , 

这个反例留下了尚未解决的可能性：对满足的其他 〃值来 说猜想为真 D 但在 ISSS 年， 
诺姆 * 埃尔基斯 （Noam Elkiu ) 对 n = 4 找到了反例 a 所有已知反例都远远大于对找到的反 
例，对 n = 4， 已知最小的反例是95 S 00 4 +217 51 M +414 5 6 0 4 -422 4幻 4 (最小的意思是指计算 4 

次幂的各个整数之和最小 h 满足的其他情形都没有解决 d 对 n = 6 的情形难以寻找反例， 
这可能使某人成名，但也有可能(尽管许多人认为不太可能）对 n = 6 来说猜想为真 6 ■ 
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第 3 聿 


未解决问题的作用许多数学进展是与尝试解决著名未解决问题密不可分的，例如，几乎 
300年都没有解决的一个著名问题导致了整个数论分支的发展。这个问题问 s 费马大定理是否 


为真 • 



定理2 


只要 〃是满 足《>2的整数，方程 

jc n y n = z n 


就没有满足尹 0 的整数解 x 、 ： y 和％ 


注意 方程 / + y = d 有无穷多个整教解 又和 这些解称为毕达哥拉斯三元组 
对应于具有整数边长的直角三角形的边长，参见练 g 10, 


这个问题有一段很有意思的典故 D 在世纪，费马在一本丢番图的著作的空白处匆匆写道， 
他有了“巧妙的证明％当 n 是大于2的整数时 ， f f 没有非平凡的整数解。但他从来没 

有发表过这个证明（费马几乎没有发表过任何东西），在他死后留下的文章中也找不到任何证明。 
数学家们花了 300年寻找这个证明却没有成功，尽管许多人相信能找到相对简单的证明 & (特殊 
情形的征明，比如欧拉的当 n = 3 时情形的证明和费马本人的 n = 4 情形的证明 * 已经找到年复 
一年 f 少数有声望的数学家认为他们证明了这个定理 g 在19世纪*这些失败的尝试之一导致了 
所谓代数数论的数论分支的发展.直到20世纪90年代_当安德魯•怀尔斯 （Adrew Wiles ) 采用 
从所谓椭圆曲线论的深奥数论领域中最近发展的思想来证明费马大定理时,才找到了几百页长 
的高等数学的正确证明 f 从公共电视台 Nova 系列的节目中可以看出，利用这个强有力的理论来 
寻找费马大定理的证明，怀尔斯找了将近10年！（感兴趣的读者可以査阅 [ Ko 99] 来了解关于费 
马大定理的更多信息和关于这个问題及其解决的其他参考资料。） 

许多著名问题还在等待聪明人的最终解决。例10至例13描述这些悬而未决问题中最容易理 

解和比较著名的几个。 

例 1 哥徳巴赫®猜想在1742 年， 克里西安 * 哥德巴赫 （Christian Goklhach ) 在给 
" 列昂哈德.欧拉 《Leonhard EuLeir ) 的信中 猜想： 每个奇数《(/2>5)都是3个素数 之和， 
欧拉回答说这个猜想等价于每个偶数《(«>2)都是两个素数之和的猜想 （参 见练习 39), 每个偶数 

都是两个素数之和的猜想称为哥德巴祐猜想。对小的偶数能验证这个猜想。例如， 
4 = 2 + 2，6 = 3十3，8 = 5丁3, 10 = 7 + 3, 12 = 7 + 5，等等。在计算机出现之前 * 对于直到几百 
万的数字，手 I 计算都验证了哥德巴赫猜想。借助计算机，对非常大的数字做了验证.到2002 
年中期，对于直到4 * mu 的所有正偶数都验证了猜想 

尽管没有找到哥德巴赫猜想的证明，大多数数学家还是相信猜想为真0采用复杂的解祈数 
论方法已经证明了若干定理，证明了比哥德巴赫猜想更弱的 结果， 其中有：每个大于 2 的偶数都 
是至多 S 个素数之和 CO . Kamad 在1995年证 明）， 以及：每个足够大的正整数都是累数与另一数 
之和，这个数是素数或两个素数之积（陈景润在1966年证明）。或许哥德巴赫猜想在不远的将来 

就会被解决。 ■ 

/ 晝 ？■例 11 有许多猾想断言：存在无穷多个具有特定形式的素数。例如，有这样的猜想： 

存在无穷多个梅森素数，（回忆一下 2. 4节，这些素数是形如的素数，其中 p 


0也叫做勾般败组 & ——译者注 

O 克風西安 * W 镰巴麴 KhiHstfimGoWbflch, 1M0—1764)® 生在普鲁士的哥尼斯堡，这个城市因 1 名的 
七桥叼越而闻名 （ L 5 节研究该问题 >. 他在1725年成为圣彼得堡科学院的数学教授，呀德己赫在 172 S 年 
到莫斯科当沙皇儿子的家鹺教师 . 他在1742年成为俄外交部的职员，进人政界，舟德巴赫最出名的，是他与包括欧拉 
和伯努利在内的杰出数学家们的通信、他在数论里的著名琦想以及对数学分析的若干贡献 U 
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是索数 J 另一个这种猜想是：存在无穷多个形如《 2 + 1的素数_其中 n 是正整数.例如，5 = 
於+ 1, 17 = 4 2 十1, 37 = 6 £ + 1，等等 。 目前已知的最好结 果是： 存在无穷多个正整数〜使得 
¥十〗是素数或至多两个素数之积 （Henryk Iwaniec 在1973年证明）。 ■ 

‘虎 中 :…例12孪生索数猜想 孪生素教是相差2的索数，比如3和5、5和7、11和13、17 

和19以及4%7和4969等。孪生索数猜想断言：存在无穷多个孪生素数，关于孪生 
素数证明的最有力结 果是： 存在无穷多对^和/> + 2,其中 p 是素数并且 P + 2 是素数或两个素数 
之积（陈景润在1966年证明），到2002年中期时，孪生素数的世界记录包含数字 31 S 032 361 • 
2斯_±1， 一 个具有32 220位的数字 & ■ 

营 ，…你 U 3 猜想 设/<工)是把偶数: r 映射到 _ r /2、 把夺数: r 映射到 3; r + l 的函数。 

有个著名的猜想（有时称为 3 x + l 猜想）说：对所有正整数 I 来说，当反复地应用函数 
/时，最终会得到整数 I 。例如，从工=13幵始，发现/(13) = 3 _ 13 + 1 = 40, /(40)=40/2 = 
20，/(20) = 20/2=10, /(10) = 10/2 = 5, /(5)=3 - 5+1 - 16 ,/(16) = 8 , /(8) = 4，/(4> = 2. 
/(2) = 1 d 对于直到 5. 6 . 10 13 的所有整数都验证了 3 x + l 猜想 

3 t 十 I 猜想具有有趣的历史，从20世纪50年代以来就吸引了数学家们的注意力 6 这个猜想 
被多次提出，具有许多其他名称 * 包括： CullaU 问题、 Hasse 算法、 Ukm 问题、 Syracuse 问题 
以及 Kakmani 问题等。许多数学家抛开原有工作来花时间解决这个猜想。这引起一则笑话，说 
这个问题是旨在减缓美国数学研究的阴谋的一部分 t 参见 Jeffrey Lagaris 的文章 [ La 85] 来了解对 
这个问题有意思的讨论以及试图解决这个问题的数学家们所发现的结果， ■ 

3, 1.5 停 机问题 

，: 现在描述计算机科学里一个最著名定理的证明，证明存在不能用任何过程来解决的 
» 问题，即 2. 3节提到过的，证明存在不可解的问题。研究的这个问题是伴机 问题， 
问是否存在这样做的过程：以计算机程序和程序的输人作为输人，确定当程序依据这个输入运 
行时是否最终停止。可以以此帮助测试程序是否进人死循环，当编写和调试程序时肯定会有帮 
助。但在1936年，阿兰 * 图灵 （Alan Iming ) 证明了不存在这样的过程【参见 11. 4 节他的生平 
介绍）。 

在给出停机问题是不可解的证明之前先要注意，运行程序并观察程序做什么，仅仅如此并 
不能确定当程序在给定输入上运行时是否终止.如果程序停止，就得出了答案，但如果经过任何 
固定长度的时间之后程序仍在运行，就不知道究竞是永不停机，还是没有等到足够长的停机时 
m . 毕竟运算亿年之后才停止的程序是不难设汁出来的。 

下面描述停机问题是不可解的图灵证明；这是归谬证明。（读者应当注意，本节的证明不是 
十分严格，因为没有明确定义什么是过程 d 要补救这一点，就需要图灵机概念， 11. 5节介绍这 
个概念 

证假定停机问题有解，即存在所谓 D 的过程，过程 H ( P ， I )有两个输人，一个是 
程序 p , 另一个是程序 p 的输人〗。如果 h 确定当给定 j 作为输入时 p 停止，则 /) 产生 
字符串“停机”作为输出，否则， HCP , J ) 产生字符串“死循环”作为输出 # 现在导出矛盾 D 

过程在编码时表示成字符串 I 把这个字符串解释成比特序列。这意味着程序本身可用作数 
据。因此可认为程序是另一个程序的输人，甚至是自身的输人 。 因此， H 可用程序 P 作为两个 
输人，即程序和这个程序的输人， H 应当能够确定当 P 给定自身的拷贝作为输人时是否停机。 

要证明不存在解决停机问题的过程就构造简单过程 JC ( P >， 利用 WJP , P ) 的输出 
来这样 工作： 如果 F ) 的输出是"死循环”，这意味着当 P 给定自身拷贝作为输人时死循 
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砰，则 K ( P ) 停机；如果 H ( P ， P ) 的输出是“停机' 这意昧着当 P 给定自身拷风作为输人时停 
机，则死循环，即 K ( P ) 做与 H ( P , P ) 所规定的输出相反的动作（参见图 


Z 1 作为程序 



尸作 为辘入 


f )=“ 停机' 



则停机 

图 31 


现在假定把 K 作为 K 的输入，注意，如果 H ( fC T JO 的输出是“死 循环％ 则根据 K 的定义 
可知 faK ) 停机；否则，如果 H ( K , K ) 的输出是" 停机' 则根据 K 的定义可知 Jf ( K ) 死 循环， 
与 h 所说的相悖 a 在两种悄形下都有矛盾。 

因此 H 不能总是给出正确答案。所以不存在解决停机问甄的过程， □ 

3.1.6 其他证明方法 

第1竞介绍了证明中使用的基本方法，本节描述如何利用这些方法来证明各种结果，但除了 
这些讨论过的方法之外还有许多重要的证明方法，本书稍后介绍若干这种方法 D 具体地说， 3.3 
节讨论数学归纳法，即证明形如 VnPU ) 的命题的极为有用的方法，其中论域是正整数集合. 

3. 4节介绍结构归纳法，用来证明关于递归定义的集合的结果， 3.2 节使用康托对角化方法，用 
来证明关于无穷集大小的结果。最后，第4竞介绍组合证明的概念，用来证明采用计数论证的结 
果。读者应当注意已经有相关书籍专门描述本节讨论的内容，包括乔治•波利亚 （George Polya ) 
的许多优秀著作 （[ Po 61]，[ Po 71]，[ Po 90 ]) e 

练习 

1. 证明；任何三个相邻整数之积能被6整除 4 

2. 证明： 如果 n 是奇正整数 f 则 V 二 l ( mod 8), 

3* 证钥 s 如果 ri 是奇正整数+则 Y = l(mod 1 S >1 

4. 证明 s 方程 2: r 2 + 5 y = l 4 没有整数解 I 和^ 

5. 证明：方程=625没有整数解 I 和^ 

6. 证明 ； 没有整数 j 和 y 使得/ -4 ：y = 3. 

7. 证明：没有整数 r 和 y 使得 

8. 证明 t 方程 i — 5/=2没有整数解： r 和 3 r , (提示：考虑这个方程模 5,) 

证明： 方程¥ I 6 y =3 没有整数解 x 和 > (提 示；考虑这个方程模 16 并利用练习 3, 观察所得到的同 

余式 J 

10- 证明：方程有无穷多个正整数解 I 、 J 和 L (提示；令 — y =2 卵 I 以及 z = m 2 + rt 2 , 

其中 m 和 n 是整数 J 

11. 两个整数 a 和 A 的调和均值是通过计箅不同成对正整数的调和均值和几何均值，形成关于这两 

a 十 b 

种均值相对大小的猜想并证明之。 

12, 两个整数 u 和6的乎方均值是通过计算不同成对正整数的算术均值和平方均值，形成关于这 
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两种均值相对大小的猜想井证明之 # 

在黑板上写数字 1. 2,…，2〜其中 n 是奇数，从中挑出两个数 j 和 h 在黑板上写丨 j 一 A I并擦掉 j 和 
k. 继续这个过程.直到禺板上只写一个整数为止.证明：这个整数必为奇数^ 

M 4. 假设 5 个1和 4 个 0 绕圆周排列 # 在任何两个相同的位之间插人 U 在任何两个不同的位之间插人 0, 
以产生9个新的位.然后删除原来的&个位证明：当反复进行这个过程时*永远不能得到9个 
(提示』进行回溯，假设真的以9个0结束 
*15. 证明或反驳；每当?7是正整数时， #-?9 n +： t 601 是素数_ 

1 S . 证明或 反驳： 对所有非负整数 n 来说，2<+1是素数 。 

17. 证明或反驳：为"是无理数。 


*18 - 证明： 若 n 是正整数但不是完全平方数，则^是无理数& 

*19. 证明或反驳：不存在有理数 X, 使得 

20. 证明 I 当不能被5整除的整数的平方除以5 时. 余数是1或4。（拢 示： 使用分情形证明 J 
*2 L 设户是素数.证钥； ^^ Cmodp ), 当且仅当 a 三或 MmodpK 

22, 证明或反驳：每当 n 是大于1的正整数时， / — I 是合数 D 

t ^ 23 . 证明或反驳 t 每当 m 是正整数时，对所有整数 a 和6来说* (a mod rn){b mod m ) = ab mod 

24. 证明或 反驳： 每当 m 是正整数时，对所有整数。和6来说 ， a mod m + b mod m = (a + h ) mod 

25. 诋明或反驳 5 存在 3 个相邻 E 奇数都是素数，即存在形如户 、 P + 2 和/>十4的奇素数. 

26. 证明或反驳；给定正整数1存在 n 个相邻正奇数都是素数. 

27. 给出下列命鹿的构造性证明 t “对每个正整 数?1 来说，都存在能被^个以上素数整除的格数' 

23. 找出下列命题的反例 s "对每个素数 n 来说，《 + 2是素数' 

23-修改例5给出的证明，证明：存在无穷多个形如 SJ & + 5 的素数。 

30. 当试图利用存在无穷多个素数的证明去证明存在无穷多个形如 《 + 1 的素数时，会出现什么问题? 
*31 + 证明：如果: r 是实数且〃是正整数 * 圃 


x 8 ^ + 

； ■■ - - - 

L 3 」 t |_ 3 


jc + 2n 


jjcd<3*n) 


x 


+ { 


1) 


ged (3 v n ) ~~ l 


gcd (3 ， n) 

32. 使用分情形证明来证明对所有整数 n 来说： [V2」fV2l=Li/4」， 

33, 设 S = x ! m +…+ Ay , * 其中 A 和: y !. A ， …，： y , 是排序的两个不同正实数序 

列，各自有 ^个元素 & 


a) 证明：在这两个序列的所有排序当中，当两个序列都排序（使得每个呼列中的元素都以非降序排列) 


时， S 取最大值。 

fc) 证明；在这两个序列的所有排序当中.当一个序列排成非降顺序，另一个序列排成非升顺序时， S 


取最小值。 

34. 证明： 若您和 n 都是正整数而1是正实数，则 

U 0 + 


Jr 十 fl 


35, 证明： 若 m 是正整数而 i 是正实数.则 


Lmr」 = LrJ 


■■ I - . a ■ —一 


- It 


m 


证明：若 a 和 6 都是正无理数使得 l/a+l/A=l, 则每个正整数部唯一表$成 | 知 j 或 L* 6 」 ，其中6是某 


个正整数6 

*37. 证明 2 若 / Or ) 是整系数非常值多项式*则存在整数 y 使得 /(W 是合数.（提示：假设 /< A ) = P 是素 
数。证明对所有整数6來说， p 整除/<為+匕）。得出与下述事实的矛盾： n 次多项式最多？？次取得间 


一个值，其中 n 大于 U) 
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3 S . 证明： 若 n 是正整数使得其因子和是 n + 1, 则?*是素数， 

39 - 证明：哥德巴 益猜想 （这个猜想说每个大于2的偶数都是两个素数之和）等价于每个大于5的整数都是 

三个素数之和， 

40. 所谓的德波里格耐克 （ dePoHgmu :) 精想说每个正偶数都可以用无穷多种方式写成两个相邻素数之差 • 证 
明 1 德波里格耐克猜想蕴含孪生素数 猜想， 

4 L 对下列这驻整数验证 k +1 猜想； 

a >6 b )7 c )17 d )21 

42, 对下列这些整数验证 3 x + l 猜想： 

a )16 b)ll c )35 dm 3 

完满教是等于其真闲子（即除自身外的因子 > 和的正整数 

43. UE 明： 6、 2 S 和496都是完满数 * 

44, 证明 s 如果 gcdD , t ) = lf 其中 s 和 （是正 整数，则 W 的因子和是 J 的 W 子和与/的因子和之积。 

45. 证明：当 2〃一 1是梅森素数时，整数2”72*_1)是完满数^ 

**46. 证明：若，『是完满数，则《二其中 P — 1是梅森素数， 

47,证明或 反驳： 如果有8加仑的一罐水，并有容最分别为5加仑和3加仑的两个空那么通过反复把 
一个罐中的部分或全部水注人另一个罐，就可以童出4加仑的水 1 

证明或反驳：若 n 是正馅数，则^ = 

49. 证明： 确定带有给定输人的程序是否会打印数字1的问题是不可解的。 

50. 证明： 判定带有具体输人的具体程序是否停机的问题是可解的， 

51. 证明；下列问匦是可解的。给定两个程序及其输入并知道其中恰有一个停机，确定哪一个停机^ 

3.2 序列与求和 

3.2.1 引言 

序列用来表示元素的有序表0在离散数学中用许多方式使用序列。第将介绍用序列表示 
某些计数问题的解，在计算机科学中序列也是重要的数据 结构。 本节包括对函数概念的回顾以 
及用来表示序列及序列项之和的记号》 

当可以列举无穷集合的元索时，这个集合称为可数的。本节末尾讨论町数和不可数集合，证 
明有理数集合是可数的而实数集合是不可数的- 

3 - 2.2 序列 


序列是用来表示有序表的离散结构 0 

Egg— 序列是从整数集合的子集（通常是 {0, 1, 2,…}或 U . 2, 3* …}) 到集合 S 的函 

数。用记号〜表示整数《的像。 称〜 为序列的一个项。 

用记号彳描述序列 D (注 意〜表 示序列忪„丨的个别项。还要注意序列记号与集合记号 
有冲突*但使用这个记号的上下文总是分得淸楚何时在处理序列而何时在处理集合还要注意 

字母 a 的选择是任意的 d 

描述序列是通过按照下标升序来列举序列项 ◎ 

例1考虑序列{〜}，其中 r 


从 q 开始的这个序列项的表，即 


o 对 — 
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ai ， a 卜 a.i 啤…， 

开头是 t 



定义2 


几何序列是如下形式的序列 


a^ar ^ar 2 


，” tar ,z 


其中初项 a 和公比 r 都是实数。 



注意儿何序列是指教函数 /( x ) = aK 的离散对应物 


例2满足 6 n = ( —1 )'「 n = 2 * 5。和心= 6，<1/3>"的序列 <6 n } ，和都是几何序 
列，初项和公比分別等于一 1和一 1、10和5以及2和1/3。表6!，匕，6 3 , &，…的开头是= 

™1*1， _ 1，1，… 


^ Cl f C 2 - Q j C 4 i …的开头是: 


10.50,250,1250, … 


表，山，办 • A ，…的开头是： 

2,2/3-2/9,2/27, … 
Earn 等差序列是如下形式的序列 

G，a + + 2d , tC 4- nd 

其中初项 a 和公差都是实数 & 



注簏等差序列是线性函教 + 的离散对应物 „ 

例3满足 h 和^ = 7_3«的宇列都是等差序列，初项和公差分別等于 

_1 和4以及7和_3。从 n = 0 这项开始的表初，51，紅，幻，…的开头是： 

—1 丄7,11，-" 

表 b ， fl 1 ^2 f ^ …的开头是： 

7，4 ，1 ，一 2 ， … _ 

在计算机科学中经常使用形如町，…，〜的序列。这些有穷序列也称为串。这个串也 
记作⑴ 心… （间忆一下.位串是比特位的有限序列，在 1.1 节介绍>。串 S 的长度是这个串屮 
的项数。空率是没有任何项的串，记作; L 空串长度为0。 

例4串是松度为4的串 * ■ 

3, 2., 3特殊的整数序列 

离散数学中的常见问题是找出构造序列项的公式或一般规则。有时候只知道解决问题的序 
列的一部分项，目标是确定序列。尽管序列的初始项不能确定整个序列（毕竟存在无穷多个从任 
何有穷初始项集合开始的序列），但知道前几项仍有助于形成关于序列本身的合 理猜想 。一旦形 
成猜想 * 就可以尝试验证找到了正确序列。 

当试图从初姶项推导序列項的可能公式或规则时，尝试一下找出这些项中的模式，再观察 
一 下能否确定如何从前项产生后项，有许多问题可问，但某些较有用的问题是； 

• 是否有相同值连续出现？ 

* 是否给前项加上常 M 或与序列中位置有关的董就得出后项？ 
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_是否给前项乘以特定鸶就得出后项？ 

• 是否按照某种方式组合前项就得出后项？ 

• 是否在各项之间存在循环？ 

例 5 求具有下列前5项的序列公式 ； U)l， 1/2, 1/4, 1/8, 1/16 (b)U 3, 5, 7, 

9 (c)l, — 1，1, —1- U 

解 （a ) 可以看出分母都是£的幕。满足的序列是候选解序列 。 这个候选序列是 
几何序列，满足 a=l 和 r=l/2 B 

(b> 注意每一项都是对前一项加2而得到的 . 满足〜1的序列是候选解序列 D 这个候 
选序列是等差序列，满足 a = l 和^=2。 

(c) 各项轮流取值1和一 U 满足〜 =( 一 1)" + 1 的序列是候选解序列。这个候选序列是几何 
序列，满足 a=l 和一 1。 ■ 

例 S 和例7说明如何通过分析序列来发现构造项， 

例 6 如果前〖0项是1，2, 2, 3, 3, 3，4, 4_ 4,则如何产生序列项？ 

解 注意整数1出现I次，整数2出现2次，整数3出现3次，整数4出现4次，产生这个 
序列的合理规则是整数 u 恰好出现〃次，所以序列的下5项鮮能都是5,随后6项可能都是 S, 

等等。这种方式产生的序列是候选解序列。 ■ 

例7 如果前10项是5, 11，]7, 23, 29, 35, 41，47, 53，59，_如何产生序列项？ 

解 注意这个序列第一项之后的前10项每项都是给前项加6得到的（从相邻项之差为6就看 
出这一点 h 因此从 S 开姶总共加“_1)次6就产生第 n 项，合理猜测第《项为 5 + 6(”一1)= 
6^-1, (这是个等差序列，满足 a =5 和_ 
另一种求序列项生成规则的有用技术是对比所求的序列项与熟知的整数序列项，比如等差 
序列项、几何序列项、完全 平方、 完全立方，等等 . 表 3-1 显示若干应当记住的序列的前10项 6 

裹 3-1 若干有用序列 

_ — 一 - - - * - — -— 

第~项 前川项 

_ HKn __ _ _ _ _ _ _ ■ ■ _ _ ■ ■■■ _ _ _—--------- 

I t 4, 9t 16. 25, 49, fi4, 100 ■… 

n 3 1, 8, 27, S4, 125, 21fi, 343, 512, 72&, 1000, … 

I, 16, 81, 25S_ $25 1 1296， UOl, <09fi t 6561, 10 000，… 

3" 2， 8, 16，32， 64, 128, 512 t 1024 1 … 

3， 3, 9, £?, 81, 243, 729, 2187* 6561 1 19 583, 59 049、… 

rt ! U 2t 6, 24, lZO t 720, 5040 t 40 320, 36S fiSO, 3 628 SOO， — _ _ 

例 S 如果序列的前 10项为 1, 7, 25，79，241，727, 2185, 6559，19 681, 59 047, 
试猜想^的简单公式 u 

解 要解决这个问题，先査看相邻项的差，但没有看出模式。当 计算相 邻项的比来査看每项 
是否为前项的倍数时，发现这个比虽然不是常数却接近于3。所以有理由怀疑与 3" 有关的公式 
产生了这个序列的各项。比较这些项与序列 {31 的对应项，注意到第 n 项要比对应的3的幂少2。 
看到对于来说〜= 3” 一 2，因而猜想对所有〃来说，这个公式成立 s ■ 

贯穿本书，可以看到整数序列广泛出现在离散数学中 * 已经遇到或即将遇到的序列包括：素 
数序列 （第 2章）、排序 n 个离散对象的方式数（第4章）、解决著名的 ”个盘 子汉诺塔智力题需要 
的步数(第6章）以及在^个月后岛上的兔子数(第6章）等 u 
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椹数序列还出现在离散数学以外的十分广泛的专题领域中，包括生物学、工程、化 
Y + 学1物理学以及智力题等 # 数学家内尔 * 斯朗 ©(Neil Sloand 在过去20年中构造了超 
过8000个五花八门妙趣横生的整数序列，他还与西蒙 * 普鲁夫 （Smon Plouffe ) 合作出版了 《整数 
序列百科全书》 （TAe 山 a o / Integer Sequences ) ( [ S 1 P 19 5] ) Q 经过扩充的序列表出现在网 

络上，定期地加人新序列。还有通过网络访问的程序，用来从百科全书中査找给定初始项的解 
序列。 


3.2.4 求和 


下一步 介绍求和记号 0 首先描述用来表达序列中 


这些项之和的记号 e 用记号 


a 扣 s d 搞 + 1 



表示 


E 〜或 ； E 



一 h + *“ + 


此处变称 为求和下标， 字母 i 是任意选择作为变量的；换句话说1可以使用任何其他字母_ 
比如 i 或 I 或者用记号写成 


2 a J = = 2 ak 

j i — m i ™ m 

此处求和下标依次等于从下限 m 开始到上限 n 为止的所有整数。用大写希腊宇母 E 表示求和, 
下面给出求和记号的若干例子 Q 

，例9 表示序列 <〜} 前100项之和，对 n = ]t 2，3，…， a n = l / n ^ 

解求和下标下限为1，上限为100。把这个和写成 

IP 0 

Sy ■ 

/_ I J 

例 10 t 户 的值是什么？ 

> =1 

解我们有 

$ 

2 j 2 = l 2 + F + 3 2 + 4 2 + 5 2 


® 内尔，斯朗 tNtil SIMM , 生于 1939 年）依靠 _ 大利亚同家电话公司的助学金在墨尔本大学学习数学和 
电气工程。他在#期中接 te 了许多与电话有关的工作，比如树电话籽，令 业后* 他设计了澳大利亚最便宜 
的电话网。19犯年他到美国康奈尔大学学习电气工程。他的博士论文是关 T 现在所谓的神经网络，1959年开始，他在 
贝尔实验室任职.从車过许多领域的 【: 作，包括，网络设计、编码理论以及球体打包等。1996年 AT ^ T 从贝尔实验室 
分离出来至今，他一直在邡里工作，他嚴苒欢的-个 问遐是 相切问 ft (他创造的名肀 h 问在 n 维空间可以排列多少个球， 
使之都与同样大小的中央球相切，（在：维答案是 h 因为可放 M 6个便士使之与中央便士相切，在三维，可放 *12 个台 
球使之与中央台球相切 # 两个恰好在一点接触的台球称力"相切' 这引出 f 术语_相切问 HTiT 相切数”）。斯朗与 
Andrew Odlyzko 证明 f 在8维和24维中最优相切数分别为240和196 5&0。在1，2, 3，8和24维中的相切数是已知的 t 
而在托何其他维中都是未知的，斯朗的著作包括：与 John Gin way 合每的 IS/tbrf Packing , Lattic^i and 第: J 版. 

与 Jesuit Mac Williams 合写的 I The Fkeory of Error-Cotreclin j> J ， 与 Simon Plouffe 合写的 I The Encyclopedia of 

Integer 》以及与 Paul Nick 含写的 iTke RodChmbirt 只 Guide to Neiv Jersey Crags J a 最 后这本 书体现 / 他对攀岩 

的兴趣*其中介绍了新泽芮州的50多个攀岩场地。 
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=1 + 4 + 9 + 16 + 25 

= 55 ■ 

例 11 2 c - d * 的值是什么？ 

1_4 

解 我们有 

a 

1)*= (- 1)4 + (— 1)5 + (一 + (- 1)? +<- 1)^ 


= 1 + (- 1) + 1 + C-D + 1 = I ■ 

有时候平移一下和中的求和下标会有用处。通常这样做是当两个和需要相加而求和下标却 
不一致时。当平移求和下标时，重要的是适当地修改对应求和项 0 下面的例子解释这一点4 
例12 假定有和 


S / 2 

i 

但是希望求和下标在0和4之间（而不是在1和5之间）依次 取值。 为此令 = ) — : U 于是新的求 
和下标从0到4依次取值，项 ，变成 （々+1)气因此 


S > 2 = S 

/ — 1 臭 ■ I) 

容易验证两个和都是1 + 4 + 9十16十25^55。 ■ 

几何序列各项之和经常出现（这种和称为几何級教）。定理1给出几何序列各项之和的 
… 公式， 



若 a 和 r 都是实数且『垆0,则 


vi 




fl 十 1 


r - 1 

L ( n + 


若 r # 1 
若 r = 1 


证设 




S = 2〆 

‘ j-Q 

要计算 S , 先给等式两边同乘 r ， 然后如下变换得出的和 




rS — 厂2 or , ■ 




r+l 


2 ^ S or* + (ar^ 1 - a) (令* = 十 1 ， 平移求和下标即得这个等式） 


S 十 （ cr 7 ^ 1 — a) 


从这些等式看出 


解出 S 就证明了若 


rS = S + ( 似卜舰一 d) 


S 


■ IT 


+1 


若 r = l , 則显然这个和等于 U + l ) fl 。 □ 

例13 很多情况下要求双重求和 C 比如在计算机程序中嵌套循环的分析中 h 双重求和的例 


子是 
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2 



，r ¥= 


n ( fi + 1) 
2 


n (n 十 IKh+U 

e ^ 


+ !) 


4 


a 一 i ) 


定理 1 推导了去中的第一个公式 a 接 T 来三个公式给出了前”个正整数的求和、平方求和以 
及立方求和，可用许多不同方式推导这三个公式（例如，参见本节末练习21和练习22)。还要注 
意一 M 知道了这截公式中的每一个，就能用数学归纳法 （3. 3节的主题）轻而易举地加以证明 a 表 

中最后两个公式与无穷级数有关，很快就会讨论到。 

例15解释了表 3-2 中的公式是如何使用的. 

140 

例15 求 E I 

i-iSQ 

1仙 料 丄⑽ 

解首先注意由于 + , 所以有 

Jh« I t^i 1-50 


i ^ 

} JTir 1 

要计算双 l 求和 t 先展开内层求和，再继续计算外层 求和： 

a a \ 4 

S S y = 2 C^+2* + 30 - S ^ 

jvijlql i，l B— 1 

l 

= 6 + 12 + 18 + 24 = 60 鼸 

还用求和记号把函数的所有值相加，或把指标集的各项加起来，其中求和下标依次等于集 
合中的所有值 。 换句话说，用 

S /“> 

托 S 

表示对 S 中所有元素 j 的值 /(S) 求和， 

例14 2 s 的值是什么？ 

解由于乏] s 表示对集合 {0,2,4} 中所有元素 j 的值求和，所以 

2 5=0+2+4=6 ■ 

ie 14 U 

某些求和在离散数学中反复出现。攀握这种求和的一组公式会有用处，所以表 3 _2为常见求 
和提供袖珍公式表 。 

表 3-2 若干有用的求和公式 

和 闭形式 
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loo 


1< H > 


45 


s ^ = 2J ^ 


so 




利用表 3-2 的公式2 P ^ nb + l )(2 n + l )/6, 看出 


1 ⑽ 




100 * 101 * 201 49 • 50 _ 99 




38 350 - 40 425 = 297 925 


■ 


50 


若干无穷级数尽管本书中大多数求和都是有穷求和，但在离散数学某些部分中无穷级数 
却是重要的 $ 例16和例17中无穷级数的闭形式非常 有用。 



例16 (本例要求微积分知识）设2是实数满足 | r |< U 求 XI f 




if-0 


義 


解根据定理1让 a = 1和 r = x 就看出 2] f 


JC 


>+1 




J ： — I 


>0 


由于 1 : TI <1 .所以当 6 趋于无穷 


时趋于 I 所以 


uc^ 


S a： n — Jim 

L — 


X ， 


一 1 


1 




iX 


1 


对已有公式进行微分或积分就产生新的求和公式 d 
例1? <本例要求微积分知识 > 对下列方程两边微分 


S 


JT * 


0 


1 — JC 


根据例16就发现 


2 




(1 — 


(根据关于无穷级数的定理 • 对丨 I 丨<1这个微分有效 d 


jc— I I — ^ 


■ 


■ 


3 2. 5基数 


回忆一下， K 6 节把有限集的基数定义成集合中的元素个数9定义4把基数概念推广到所有 


集合，包括有限集和无限集 * 

fej — 集合 A 和集合 B 有相同 的基数 * 当 且仅当存在从 A 到 B 的^ —一 对应， 


为了看出这个定义与过去的定义（有限集的基数是集合中的元素个数）相一致，注意在任意 
两个〃元素有限集之间都存在一一对应，其中 n 是非负整数. 

现在把无限集分为两组， 一 组与自然数集合基数相同，另一组基数不同， 

有限集或与自然数集基数相同的集合都称为可数的。不是可数的集合称为不可 


定义5 


數的 


a 


现在给出可数集合与不可数集合的例子 




例 18 证明：正奇数集合是可数集合。 

解要证明正奇数集合是可数的，就说明这个集合与正整数集合之间的一_应。考虑从 


Z + 到正奇数集合的函数 


f(n) ^ 2n-l 

证明/既是单的又是满的，即证明/是——对应的。为了看出/是单的，假定 /( fi ) = /( mh 于是 
2行~1 =2印_1,所以为了看出/是满的，假定 {是正 奇数。于是 r 比偶数 M 少1，其中克是 
自然数，因此 r =26 — 1 = 图 3-2 显示这个一一对应 a ■ 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 ID II 12 

i 3 5 7 9 II )3 15 17 19 21 23 ■” 

图 3-2 在 Z + 和疋奇数集合之 间的一 一对应 

无限集是可数的，当且仅当可以把集合中的元素列成序列（下标是正整数> 4 这是因为从正整 
数集合到集合 s 的一一"对应/可表示成序列 A ，町，…，％，■”，其中 ai =/( l ), 叫 =/(2>, 
a n =^ f ( n ) f 例如，奇数集合列成序列 a ] ，似，其中 ％=^27| — 1。 

■例 19 证明： IE 有理数集合是可数的。 

T 解 正有理数集合是可数的，这似乎令人惊 
讶，但下面说明如何把正有理数列成序列 nm …， 
r n ，… s 首先，注意每个正有理数都是两个正整数之商 
p / q . 这样排列正有理数：在第1行列出分母9=1的有理 
数，在第2行列出分母 q = 2 的有理数，等等，如图 3-3 
所示， 

把有理数列成序列的关键是：沿着图 3-3 所示路线， 

先列出满足 P + q =2 的正有理数 p / q ， 再列出满足 P ^ q =3 
的正有理数 • 然后列出满足 = 4 的正有理数，等等 
每当遇到已经列出过的数夕就不冉次列出了。例如， 

当遇到2/2 = 1时就不列出了，因为已经列出过 1/1 = U 图 3 3 正有理数是可数的 

所构造的正有理数表的初始项是1/2， 2. 3，1/3, 

1/4, 2/3, 3/2, 4, 5,等等 D 由于所有有理数都只列出一次（读者可以验证它），所以已经证明 
了有理数集合是可数的, ■ 

例20证明实数集合是不可数的。乔治•康托尔在 1 S 79 年发现了这个多实。下面使用所谓康 
托尔对角化论证的重要证明方法来证明实数集合是不可数的，在数理逻辑和计算理论中大 M 地 
使用这个证明方法。 

例20 证明：实数集合是不可数榘合， 

解 要证明实数集合是不可数的，就假定实数集合是町数的并得出矛盾。于是，所有落在0 
和1之间的实数所成的子集合也是可数的（因为可数集合的所有子集合都是可数的 * 参见本节末 
练习34)，在此假设下，在0和1之间的实数按照某种顺序列出，比如说 n，c …. 设这 
些实数的十进制表示为 

n = 0- dnd \2 d]^du mrm 
r 2 = 0. 山1 办 2 山 3^24 … 

门 = 0 - 4^31 d^zd^d3A 
r 4 — 0- ^41 ^42^43^44 *** 

4 

4 

辱 

其中心 € <0，1，2，3, 4，5, 6, 7，8，(例如，如果 n = 0- 23? 941 02…，就有4^=2, 
山2 = 3,心3 ='等等 ，） 于是，构造新的实数具有十进制展开式『 = 0.山由山山…，其中用下列 
规则确定十进制数字： 




190 


第 3 幸 


^ _ |4若4 = 4 
■ i 5若 A 关4 

(作为例子，假定 n =0.237 941 02"，， n =0* 445 901 38…，。 =0*091 187 64…， r 4 =0. 805 539 00…， 
等等，于是 r = U | 办办山… =0. 4544 …，其中因为4^44, c / i =4 j 因为山 2 =4， d 2 = 5 -- 因为 
山3#4， d^=ii 因为山4#4, ^4 = 4；等等 6 ) 

每个实数都有唯一的十进制展开式（展开式结尾全部由数字9组成的可能性除外 h 于是，实 
数 r 不等于 n ， …中的任何_个，因为对每个 f 来说 • r 的十进制展开式与 r , 的十进制展开 
式在小数点右边第^位是不同的。 

由于存 在翁不 在列表中而在0和1之间的实数 r , 所以可以列出在0和1之间所有实数的假 
设就必定为假。因此，不能列出在0和]之间的所有实数，在0和〗之间的实数集合是不可数 
的。任何含有不可数子集合的集合都是不可数的（参见本节末练习35)。因此实数集合是不吋 
数的， ■ 


练习 


1. 求序列的下列各项，其中〜= 2 _ (-3 ) w + 5™ 


b)^i c ) a 4 

2. 如 果心等 于下列各值，则序列的项 a g 是什么？ 

&)2" _| b )7 c)l + ( — l：T 

3-序列的项办， u lT %和&是什么？其中等于 

a )2 "-l b )( n + l) H + l c )[_”/2」 

4,序列 Ud 的项％ , A , A 和仏 是什么？其中〜等于 

a ) C - Z ) # b )3 c )7+4 ff 


d ) a 5 

d )- C -2)™ 


< l ) iy2 」+「 n /2 l 

d)2™ + (-2)" 


5. 列出下列各序列的前 10 项^ 

a ) 从2开始，每个后续项都比前一项多3的序列> b ) 按升序把每个正整数列出3次的序列。 

c ) 按升序把每个正奇数列出2次的序列. d ) 第 n 项是 n ! — 2"的序列， 

e ) 从3开始，毎个后续项都是前一项的2倍的序列# 

f ) 前两顼都是 l t 每个后续项都是前两项之和的序列。〔这是著名的斐波那契序列，后文有述 J 

g ) 第 n 项是数 n 的二进制展开式（在2, 5货定义）的位数的序列， 

^第〃项是第 H 个英文单词中包含的字母数的序列 B 

S - 列出下列各序列的前10项^ . 

a ) 从10开始，每个后项都是从前项减去3所得的 序列。 

b ) 第 n 项是前《个正整数之和的序列 & 

0)第 H 项是 n 的序列 & 

d ) 第 n 项是 L ^」 的序列 . 

e ) 前两项是1和2,每个后续项都是前两项之和的序列 a 

f ) 第 n 项是二进制展开式（在 2.5 节定义 >有 n 位的燉大整数的序列（用十进制记号写答案）。 

g ) 如下顺序地构造各项的 序列： 从1开姶，然后加 U 然后乘1，然后加2、然后乘2,等等. 

h ) 第 ri 项是使得 H 的最大整数 A 的序列， 

7. 求至少3个不同的序列，初始项都是1，2, 4，用简单的公式或规则产生各项。 

8. 求至少3个不同的序列，初始项都是3, 5, 7,用简单的公式或规则产生各 項1 

9. 对于下列每个整数表，给出简单的公式或规则，以产生从给定的表开始的整数序列项> 


a ) I f 0, 1, 1,0, 0, 1，1, 1 1 0 t 0, 0, 1 1 


b ) l ， 2, 2, 3, 4, 4, 5， 6， S , 7, &, 8. 


謬嚶邐 
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c ) lU , 0，4, 0， 8 U 6, 0，… d )3， 6， 12 f 24, 48, 96, 192,… 

e ) 15 f 8 f 1 + 一6， 一13， 一 20 1 —27， … f )3，5 T 8，12，17，23， 30* 38，47，… 

g )2 f 16, 54, 128, 250, 432，686，… 3， 7, 25，121，721，&041， 40 32 U 

10- 对于下列每个整数表 • 给出简单的公式或规剡，以产生从给定的表开始的整数序列项 a 
a )3 T 6, 11, H 27，38，51，65, 83，102，… 


b ) 7. 11，15，19，23, 27, 31. 35- 39，43，… ， 

c) l , I0t 11, 100， ion IKK 11U 1000， 1001, 1010, 1011, … 

d ) lt 2 ， L 2，3， 3 t 3 t 3? 3» 5，5， 5* 5>» 5 t 5，5， *” 

e) 0, 2 t 8 , 26t 80, 242, 728* 2 lS 6 t 6560, 19 682, … 

f ) l , 3, 15， 105, 945, 10 395, 135 135, 2 027 025, 34 459 425, … 

g) l ，0» 0， 1+ I，If 0，0，0，0，1，1， 1, 

h ) 2, 4, 16, 256, 65 536, 4 294 9S7 296, ■“ 

* IL 证明；如果 a , 表示不是完全平方的第”个正整数，则〜=» +彳斤}，其中 UI 表示最接近于实数工的 


整数 a 

M 2. 设〜 表示序列 1, 2, 2, 3, 3，3, 4, 4, 4, 4 • 
造这个序列的方法是包含整数 * 恰好 A 次。证明 
13,下列各和的值是什么？ 


5, 5, 5, 5, 5，6， fi ， 6, 6, S ， 6,…的第《项，构 




2 “ + 1> 


■ 

b ) >: £ _ 2) 


14, 下列各和的值是什么？其中 S - {1,3,5,7}, 

a ) S ^ b ) s / 

j^s yt s 

15. 下列每个几何序列这些项之和的值是什么？ 






* 


16, 求下列科和之值. 

17, 计算下列各双重和 

i= 1 j » 3 

18, 计箅下列各双重和 

3 2 

S 2 0 - 


b )^> 


a 


b ) ~ 2>> 


J 

b>2 S(2i + 3i) 


UP u 

b >2 H (3! ■十 2 j ) 


p 3T 


lv/2^+l/2j 
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o 2 


S _ 


j€S 


s 


c) 2 (—3) 




oSI ： 


c ir bp 

oS 2 


d) 2 ^ >+l -20 






d ) 2 2 •(- 3) 


8 * 
c )2 <2 * 3 厂 +3 * 2 1 ) d )2( 2 … — 2;) 


d >2 S l > 


2 ^ 


d ) S S 以 


JV 


19，证明 ：Z (A — ) 


JT 


A , 其中叫，《,,+，+,〜是实数序列 . 这种类型的和称为迭进, 


rii 


20, 利用恒等式 1 /(AU + D ) = I / i -1 /a + l ) 和练习 19 来计算十 1)), 

4-1 

2 h 从 Jfe = 1到& = ”对恒等式 F —(it — 1> 2 =2*— r 两边求和,并且利用练习19,求； 


n 


A 


的公式（前 n 个奇自然数之和） 


b ) 的公式， 


n 


22, 利用练习 19 给出的技术以及练习 21 中 （ b > 的结果，求的公式 


Cl W 

23. 用表 3-2 求 


\w 





zm 

24, 用表 3-2 求 

k = 99 

PU ri 

M 5 .当肌是正整数时，求 I Lvi 」 的公式“提示：用& : 的公式」 

*-0 企《1 

m ji 

*£ s . 当加是正整数时，求 L ❿ M 的公式“提 示：用 2> 3 的公式 J 

片 =0 *= I ’ 

n 

对于乘积也有 一 个特殊 iS 号。 iu 的乘 积表》 K 为 JJ ^ 

r * m 

27, 下列乘积的值是什么？ 

ip _a w iq 

a ) JJi b > JJi IV d ) JJ 2 

r 0 0 i "-S i "* E i x 1 

回忆一下，阶乘函数在止整数 n 上的值（表示成 〃！） 是从1到 n 的 IE 整数之积。另外规定0! = K 

28, 用乘积记号表示 Ti !, 

A 

29, 求 2d* 

4 

30, 求 JI 儿 

3 L 确 i 下列各集合是胥可数或不可数。对可数的集合，说明在0然数槊合和该集合之问的一 一对应 a 
a ) 负整数 b > 偶数 c )0 HI 1/2 之间的实数 d )7 的整倍数 

*32. 确定下列各集合是否可数或不可数 d 对可数的集合 • 说明在自然数集合和该集合之间的 一对应 a 
W 不能被3整除的整数 b ) 能被5整除但不能被7整除的整数 

c ) 十进制衷示中只含数字1的实数 d ) 十进制表示中只含数字1或9的实数 

33,如果 A 是不可数集合而 B 是可数集合*那么 A — B —定不可数吗？ 

34+ 证明： 可数柒合的子集合也是可数的。 

35. 证明：如果 / L 是不可数集合并且则 B 是不可数的。 

36. 证明： 两个 pJ 数集合的并集是可 数的， 

**37, 证明；可数的多个可数集合的并集是可数 

38. 证明：集合 2 + XZ + 是可数的， 

*39. 证明：所有位串的集合是可数的， 

M 0, 证明： 二次方程 af+L + c 二0的实数解集合是可数的，其中^ * 和 t 都是整数。 

*41. 证明^用具体的程序设计语言编写的所有计算机程仔的集合是可数的，（提示；可以认为用程序设计语 
言编写的计算机程序是有穷字母表上的符号串 d 

*42, 证明： 从正整数到集合{0，1, 2 t 3. 4, 5, 6, 7, 8. 9} 的函数的集合是不可数的 t (提示：首先建立 
在0到1之间实数集与这些函数的子集之间的——对应 5 为此让实数 ( XAt / r …土…对应到函数/，满 
足 /( n ) = D 

，43.如果存在着求函数 值的计 算机程序，就说这个函数是可计算的， M 练习41和练习42证明 s 存在着不 
可计算的函数. 

^44. 证明: 正有理数策是可数的。方法如下。 建立个 函数把满足 gcd ( f , = ] 的有理数 pA ? 如下对应到 
构成的11进制数 E 先是 P 的十进制表示，然后接着11进制数字 a ( a 对应于十进制数 10), 然后 接猗？ 
的十进制表示 b 

*45, 证明： IF 有理 数集是可数的 ， 方法如下。假设 = … 其中 

gcdCw , 幻=1并且嫩和 n 的素数幕因子分解是…斤和《 =力必 …必， 证明函数 K 是正有 


理数集合和正整数集合之间的一一对应， 
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3.3 数学归纳法 

3 3.1 引言 

前 71 个 正奇数 之和的 公式是 什么？ 对^ =：1 , 2 , 3 , 4 , 5来说前《个正奇数之和是 
’ 1 = 1, 1 + 3 = 4， 1 + 3 + 5 = 9, 

1 + 3 + 5+ 7 - 16, 1 + 3十5 + 7十9 = 25。 

裉据这些值，有理由猜测前〃个正奇数之和是需要一个方 法证明 这个猜測是正确的，如果 
事实上猜测正确的话 。 

数学归纳法是证明这种断言的极端重要的证明技术 。 在本节和后几聿中，数学归纳法将被 
大最用来证明关于各种各样离散对象的结果。例如用来证明关于算法的复杂性、特定类型计算 
机程序的正确性、有关图与树的定理，以及各神恒等式和不等式的结果 ， 

本节描述如何使用数学归纳法和为什么数学归纳法是有效的证明技术 s —定要注意的是; 
数学归纳法只能证明通过其他方式获得的结果，它不是发现公式或定理的工具。 

对数学归纳法有几种有用的解释，能帮助记忆这个原理是如何工作的 。一 种解释是有一队人， 
甲 、乙 、丙，等等。每个人听到秘密后，都把它吿诉队中下一个人,设 PU ) 是命题：第《个人知 
道秘密。于是 P ( l ) 为真，因为把秘密告诉了甲> P (2) 为真，因为甲把秘密告诉了乙 I P (3) 为真， 
因为乙把秘密告诉了丙 f 等等。根据数学归纳法原理，队中每个人都知道了秘密6图 3-4 解释了 
这一点 # (当然，假定了每个人都原封不动地把秘密传给下一个人，这通常与实际生活不符。> 

解释数学归纳法的另一种方式是考虑无穷长的一行多米诺骨牌，标记成1，2, 3〜 
其中每张多米诺骨牌都窥立着。设汽/ I )是命题：多米诺骨牌^被摘倒 。 如果第一张多米诺骨牌 
被撞倒，即 P ( l ) 为真，并且如果每当第 n 张多米诺骨牌被撞倒时，它也捶倒第打十〗张多米诺骨 
牌，即如果十〗）为真，那么所有的多米诺骨牌都被撺倒 P 图 3-5 解释这一点， 



图3 4传递秘密的人们 图 3-5 用多米诺骨牌解释数学归纳法如何工作 


3.3.2 数学归纳法 

许多定理说 s 对所有正整数《来说， P («) 为真，其中 PU ) 是命题函数，比方说是命题 
1+2 f … + n = nU + l )/2 或命题数学0纳法是证明这种类型的定理的技术，换句话说* 
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数学归纳法用来证明形如的命题，其中论域是正整数集 9 

通过数学归纳法证明对每个正整数《来说，为真，一共包含两个步骤: 
基础步驟：证明命题 F ( l ) 为真 D 


妇纳 步骒： 证明对每个正整数 I 来说，蕴含式为真 s 
这里对固定的正整数4来说，命题 P (々) 称为归纳假设，当完成了数学归纳法证明的两个步骧时， 
就证明了对所有正整数 n 来说， PU ) 为真；即证明了 VrtPb ) 为真. 6 
把这种证明技术表示成推理规则就是 


[尸 （1) A ^ k ( P ( k ) — P ( k -^ 1))]— V / iP (? i ) 

由于数学归纳法是如此重要的证明技术，所以值得详细解释使用这个技术的证明步骤，为了证 
明对所有正整数？ | 来说， P («) 为真，首先证明户（1>为真。这等于证明当在 PU > 里用1替换 n 时 
所得到的特殊命题 为真。 然后必须证明对每个正整数&来说，都有 + 为真。为了证 
明对每个正整数&来说这个蕴含式为真，需要证明当 PU ) 为真时 P (々+ l ) 不能为假9可以通过 


假设 PU ) 为真，而且证明在此假设下 PU +1) 也必然为真，来完成这个证明。 


注意在數学归纳法证明里并不假定对所有正整数来说 P ( A ) 为真！只是证 明了： 若假 
定 P ( J &) 为真，则十 1) 也为真。因此，教学归纳法证明不属于回避问題或循环论证 
的情形 

当用数学归纳法来证明定理时，首先证明 P ( l ) 为真。 然后知道 P <2) 为真，因为 P <1> 蕴含 
F (2 ) b 另外，还知道 P (3) 为真，因为 P (2) 蕴含 P (3 h 以这样的方式继续下去，就可以看出对 
任意正整数^来说， PU ) 为真 。 e 


3, 3. 3数学归纳法证明的例子 

— >逾七 .下面要用各种例子来说明如何用数学归纳法证明定理，首先证明前《个正奇数之和的 
一釋 」:公式 ， （在本节里用数学归纳法证明的许多定理都可以用不同的方法来证明。不过， 

, . 用多种方式来证明一个定理是值得尝试的 ， 丙为一种证明方法可能成功而另外一种 
方法或许不成功。） 

例1用数学归纳法证明：前〃个正奇数之和是 

解设 Pb ) 表承命题；前 a 个正奇数之和 是《1 必须首先完成基础步骤；即必须证明尸（1> 
为真 ， 然后必须完成归纳步骤 I 即必须证明当假定 PU ) 为真时 PU +1) 为真 * 

基础步騄=根据 PU ) 有： 前1个正奇数之和是 H 这是真的，因为第1个正奇数是 U 
归纳步蠊：为了完成归纳 步骤， 必须证明对每个正整数 n 来说，命题 pa )— pu + i ) 为真。 

为了做到这一 点， 假定对正整数*来说为真；即 

1 + 3 + 5 + •■_ + (2k 一 1) = 0 

(注意第丨个正奇数是 （2 Jfe — 1)，因为这个整数是通过向1加纟一 1次 2 所获得的 d 必须证明假定 
P ( JO 为真，则 PU +1) 为*,注意 PU + 1) 是命题 

1 + 3 + 5 + — + (2 是 一 D + CZ^ + l) = U + lP 


0 历史注记：已知*早的对数学归纳法的 使用， 恐在16世纪数学家弗朗西斯科_毛洛利可 （Fnmcesca 
MaumlicQj 1494 一 1 S 75) 的著作里，毛洛利可写过 大&的 关于经典数学的著作 t 并且对几何学和光学做出 
过许多贡畎 & 在他的著作《產心&坑出^^1^/」6^011 【 4里，毛洛利可给出了整数的各种性质和对这些 性质的 证明，为了征 
明其中的某些 性质， 他设计出数学归纳法这个方法 & 在这丰书里他对数学归纳法的第一次使用是为了证明前 a 个正奇数 
之和等 于^% 
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所以，假定 PU ) 为真，得出 

1 + 3 + 5 + …+ (2& - 1 ) + (2* + 1 ) = [1 + 3 + 5 + …+ (2 卜 1 )] + (2A + I ) 

- ^ + + 

= P + 2 左十 1 


= <是 + 1) 2 

这样证明了从 PU ) 得出 PU + lh 注意在第二个等式里使用了归纳假设 PU ), 以便用 P 来代替 
前6个正奇数之和。 

因为 P ( l ) 为真，而且对所有正整数 A 来说，蕴含式 PU)—PG + l ) 为真，所以数学归纳法 
原理就证明了对所有正整数 h 来说 PU ) 为真， ■ 

例2用数学归纳法来证明一个不等式 & 

例2用数学归纳法证明 s 对所有正整数《来说，有不等式 

n<2 n 


解 设 PU ) 是命题 

基础步骒： P <1) 为真，因为1<以-=2, 

归纳步假定对正整数 i 来说， 为真； 即假定 Jt <2*。 需要证明 P<A + i ) 为真 B 即需 
要证明 + + 向秦<2*的两边都加 U 然后注意这样就给出 


是十 1 < 2* + 1 < 2 fc 十 2* = 2* +1 

在为真的假定的基础上，己经证明了 PU +1) 为真，即 + 归纳步骤完毕。 

因此，根据数学归纳法原理.已经证明对所有正整数 n 来说， ”<2•为真. ■ 

下面 T 用数学归纳法证明一个与整数整除性有关的定理^ 

例3用数学归纳法证明：每当 w 是正整数时，就被3整除。 

解 为了构造这个证明，设 PU ) 是命题 " V - 沒被3整除' 

基础步骒： P ( l ) 为真，因为 : P —1=0被3整除。 

归纳步驟：假定尸（々> 为真 I 即 P — & 被3整除，必须 证明尸 （々+1>为真。即必须证明 
(炎 +1> 3 _ U +1) 被3整除 * 注意 


(太 + 1> 3 -(务十 1)= ( A 3 + 3 P +3* + 1> - (* + 1) 


= ( 轳 - k )-\- Hk 2 十 A > 

因为在这个和里的两项都被3整除（第一项是根据归纳步骤的假设，第=项是因为它是一个整数 
的3倍），由此得出 U +1) 3 — U + l > 也被3整除，这样就完成了归纳步骤$因此，根据数学归纳 
法原理，每当 n 是正整数时，/ 一 n 就被3整除。 ■ 

有时需要证明对 n = &+1，6+2，…来说 JHn ) 为真，其中6是不等于1的整数，只要改 

变基础步骤，就可以用数学归纳法来完成这个证明。例如，考虑例4,它证明对所有非负整数来 
说，一个求和公式是有效的，所以需要证明对 n = 0, 1, 2, PU ) 为真。 

例4用数学归纳法 证明： 对所有非负整数来说 

1 十2 + 2 2 + …+ 2" 二 2 n+1 - 1 

解设 P (〃) 是命题：对整数《来说，这个公式正确 D 
基础 步冁； F (0) 为真 ，因为 — 

归纳步疏：假定 P ( A ) 为真 e 为了利用这个假定完成归纳步骤，必须证明 PG + 1) 为真，即 

1 + 2 + 2 2 + …+ 2* 十 2 A+1 = 2針 1 — I = 2⑷ 一 1 

使用归纳假设 pa ), 得出 

1 + 2 + 2 5 + …十 2* + 2各十 1 = (1 +2 + 2 2 + …+ 2” + 2* +1 
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用数学归纳法证明：每当《是非负整数时就有 


Hr >1 -\- 


J 


解为了完成这个证明，设 PU ) 是 命题： H^^l + n /2. 
基础步蠊： P (0) 为真 9 因为 


归纳 步驟； 假定 PU > 为真，所以 + 必须证明在这个假定之下也必然 

为真，根据尸 U +1) 有： H 2 ^>l + U + i )/2。 这是可以证明的， ㈥ 为 




■K 


1 + T + T + … + F , 2 ^ + 1 


警 ！ ■■ ■ 


+ ^ (拫据调和数的定义） 


2 *+1 




^TT + …+ 2 ㈣ 


^ 1 


>( 1 


k _ 

2 


2 k + 1 




■ « « 


2也+】 




+ 2去 


* 


2 *+i 


(根据调和数的定义) 


(根据归纳假设) 


(因为有 P 项都不小于 l /2 hi ) 


> 




1 + 


Jt+ 1 


这样就完成了证明的归纳步驟。因此，对所有非负整数〃来说，调和数不等式都是有效的 


注意可以用这里证明的不等式去证明调和级数 

1 I 1 

1 + + + …^-^ … 

Z 0 n 

是发散的无穷级数，在无穷级数的研究里这是一个重要的例子。 


下一个例子说明如何用数学归纳法去验证有穷集合的子集个数的公式。 

例7有穷集合的子集个数用数学归纳法证明；若 S 是有 n 个元素的有穷集合，则 S 有2» 
个子集。（在第4章里我们将以多种方式直接地 E 明这个结果。） 

解设 F (幻恳命题：有 n 个元素的集合有 2" 个子集。 

基础 步驟： WO ) 为真，因为有0个元素的集合，即空集，恰有 2 G = 1 个子集，因为它有_个 
子集，即它自身， 

归蚋 步骤： 假定为真，即每个有 * 个元素的集合都有 2 fc 个子集，必须证明在这个假定 
下命题 PU +1) 也必然为真，即：每个有 i + 1 个元素的集合都有 # + 1 个子集 g 为了证明它.设 
丁是有々+ 1个元素的集合。则可以写出丁 = SUU }, 其中 a 是 T 中的一个元素而 S = T_{ah 
可以用下面的方式来获得 T 的子集，对 S 的每个子集 X 来说，恰存在两个 T 的子集 # 即 X 和 
XUU ) (在图 3-6 对此进行解释 h 这些集合构成了 T 的所有子集并且都互不相等 b 因为 S 有# 

个子染，所以 T 有2 • 2*=2* +1 个子集。这样就完成了归纳论证。 ■ 

例8证明：若《是正整数1则1 + 2 +…十71 = 11(11+1)/2。 

解设 PU ) 是命题：前个正整数之和是 rt ( rt + l )/2 a 必须做两件事情来证_对穴=1，2, 
3，…， P ( n } 为 即必须证明 P ( l > 为真，以及对 k =), 2, 3,…来说蕴含式 P ( A ) 蕴含 
PU +1) 为真 € 

基础步驟： P ( O ) 为真， 因为1 = 1(1 + 1)/2 & 
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m 3 - 6 生成有 A + i 个元素的集合的子集，这里 r = suu } 


妇纳步驟：假定 pu ) 成立*使得 

1 + 2+…+ 是 - k ( k ^ 1)/2 

在这个假定之下，必须证明 PU +1) 为真，即 

1 + 2 + …+ jfe+ U + 1) =( 是 + l)[(jfe — 1) + 1]/2 = (A+ 1)( 々十 2)/2 

也为真。向的等式的两边都加上 * + 1 就得到 

i + S + m+j+G + l)^ *U + l)/2 + ( 务 + 1) 

= [(jfe/2) + l]U+l) 

- U + l)U + 2)/2 

最启这个等式证明 PU + 1) 为真。这样就完成了归纳步骤， 证毕。 _ 

例9用数学归纳法证明 s 对每个满足的正整数 n 来说，有 2"< H d 

解 设 P “) 是命题： 

基础步嚴：为了证明对来说这个不等式成立，就需要让基础步骤是 P (4)。 注意尸 U ) 
为真，因为2 4 = 16<4! =24, 

妇纳步骒：假定 PU ) 为真，即假定 WCAL 必须证明 P(A + ]) 为真。即必须证明 2*+ i < 
U +1) L 向不等式 2*< Jfe ! 的两边都乘上2就得到 

2 * 2* < 2 • 走！ < ( 务 + 1) * A ! = (* + 1>! 

这说明当 pa ) 为真时 PU +1) 为真这样就完成了证明的归纳步骤。因此，就得出对每个满足 
的正整数《来说， 2-< n \ 为真， ■ 

例 10 用数学归纳法证明下述对德_摩根律之一的推广：每当 A :, ，…，>^都是全集 

U 的子集并且时*就有 

n ft 

n a > = u 

t —* j 

解设 p («) 是对 《 个集合来说的上述恒等式。 

基础步驟：命题 P (2> 断言山 HA2 - A7UA7 , 这是德 •摩 裉律之 一 f 在 1.5 节里证明过它。 
妇纳步驟：假定 FU ) 为真，即每当 A lt Ah …， / U 都是全集 U 的子集时，就有 
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n = u ^ 

i = l i-i 

为了完成归纳步骤，必须证明 t 若对 U 的任怠 ★ 个子集来说，这个等式成立*则对 t ； 的任意走+ 
1个子集来说，它也必然是有效的0假定 A 〗， A 2 ，…， A *， 都是 U 的子集。当假定归纳假 
设成立时,就得出 


㈣ 1 

fl (p aj ) n a , +1 

j*f >«1 

~ i 

= ( n ^) U Ak-^i (根据德 _ 摩根律） 

k 

= ( U 石 ) u ^ (根据归纳假设） 

j -1 

ft+I 

^ U ^ 

这样就完成了归纳法证明 w ■ 



例 11 说明如何用数学归纳法证明关于用形如字母 “ L ” 的碎片覆盖棋盘的结果, 
例 11 设《是正整数 # 证明： 可以用 L 形状的晬片来铺满 

人■掉1个浦彳 uo ^__ 棋盘. }(: 中这 ㈣ 片--次覆盖 m 十格.國 

解设 P ⑷是 命题： 可以用 L 形状的碎片来铺满去棹1个格的任 
何供盘，可以用数学归纳法证明对所有正整数 n 来说 PU ) 

为真， 

基础 步骤： 命题 P ( l ) 为真，因为可以用1个 L 形状的碎片来铺满 


去掉1个格的任何 2 X 2 棋盘，如图34所示 g 


围 3-7 —个 L 形状的碎片 


图 3 -S 铺满去掉1个格的 2 X 2 棋盘 


归纳步 躁 ； 假定 PU ) 为真；即假定可以用 L 形状的碎片来铺满去掉1个格的任何 WX 2* 棋 
盘。必须证明在这个假定下 PU +1) 也必然为真；即可以用 L 形状的碎片来铺满去掉1个格的任 
何 + 棋盘。 

为了看出这一点，考虑去掉1个格的 2 A + 1 X 2# + 1 棋盘 B 通过在两个方向上都一分为二，把 
这个棋盘分成 MX 2 4 大小的4个棋盘，在图 3-9 里对此进行说明。这4个棋盘中有3个没有去 
掉任何格，第4个棋盘去掉了 1个格，所以根据归纳假设，可以用 L 形状的碎片来覆盖 
它。现在暂时去掉另外3个 VX 2 A 棋盘的一角上的格，这些角是原来较大的棋盘的中心，如 
图 3-10 所示 9 根据归纳假设，可以用 L 形状的碎片来铺满这3个去掉了 1个格的棋盘中 
的每一个，另外，可以用1个 L 形状的碎片来铺满这3个暂时去掉的格。因此，可以用 L 形状的 
碎片来铺满整个的 y + i X 2* + 1 棋盘 a 证毕 fl ■ 
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[¥!3-9把一个2* + | X 2* + l 棋盘分成4个 2* X 2* 棋盘 图 3-10 铺满去掉 r !个格的 2* U 1 棋盘 

例12可以用贪心箅法来调度在单间演讲厅里举行的 m 场报告 Ok 的子集合。 
假设报告 i / 在时间均开始并在时间~结束 D (两个报告不能同时进行，一个报告可以在另一个 
报告结束时开始 J 假设按照结束时间非降的顺序列出报告，得到贪心算法这样 
进行： 在每个阶段，从所有已经安排好的报告结束之后才开始的那些报告中，选择具有最曱结束 
时间的报告 (这 个箅法总是加入具有最早结束时间的报告）。将要证明这个贪心箅法在下列意义 
下是最优的《这个算法总是尽可能安排最多的报告。为了证明这个算法的最优性，对变量 〃使用 
数学归纳，71是这个算法安排的报告数。设尸(《>是命题：如果贪心算法安排”个报告，则不可 

能安排超过 N 个报告。 

基础步脒：假设贪心算法只安排了一个报告^ D 这意昧着每个其他报告不能在^之后开始9 
否则，按照结束时间非降的顺序考虑报告，就应该加人所遇到的第一个这样的报告 • ㈥ 此，在时 
间每个剩余的报告都要求使用演讲厅，因为这些报告都在^或^之前开姶并且在^之后结 
束 3 结论是不能安排两个报告，因为两个报告都在时间^要求使用演讲厅。这样就证明 P( n 为 

真并完成基础步骤 & 

归纳步驟：假设为真，也就是说，给定任意的报告集合（无论有多大），当贪心算法选 
择了 &个报告时，贪心算法总是安排最多可能的报告。当贪心算法安排々个报告时，贪心算法总 
是产生最优解，在这个假设下’必须证明贪心算法已经选择^最大可能数自的报告 9 也就是说， 

假设 PCD 为真,需要证明 PQ + 1) 为真^ 

为了完成归纳步骤，首先证明存在一种包含最多可能的报告的安徘，这个安排包含一个具有 
最早结束时间的报告容易看出这一点，因为吋以改变从报告 A 开始的一种安排，其中 
使得报 告 ；1 替换报告为了看出这一点》注意到因为在接着报告^之后安排的所有报 

告都还可以被安排， 

一旦包含了报告安排尽珂能多的报告的调度，就归结为安排尽可能多的在时间^或^ 
之后开始的报告的调度。所以，如果已经安徘了尽可能多的报告，那么对 f 除报告之外的报 
告的调度，就是对于在报告结束后才开始的原始报告的最优调度 - 因为当贪心算法建立这个 
调度时安排 r ^个报告，所以可以应用归纳假设来得出贪心算法已经安排下最多可能的报告 d 结 
论是当贪心算法产生具有*+1个报告的调度时，贪心算法已经安排了最多 u 了能的报告，即走+ 1 
个，所以 pu + n 为真 g 这样就完成归纳步骤，证明对于所有畸能的整数《来说， p (”) 为真，也 


完成了最优性的证明 • 
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3.3.4 强归纳法 

存在另一种形式的数学归纳法，它在证明里常常很有用 p 在这种形式里，使用与前面同样的 
基础步骤，但是使用不同的归纳步骤.假定对 ）=u …， A 来说 P <)) 为真，证明在这个假定的 
基础之上 PU 十 1) 也必然为真。这称为强归纳法（有时也称为数学归纳法的第二原理）。 

总结一下用来证明对所有正整数《来说 ph ) 为真的两个步骤， 

基站步骤：证明命题 PCI ) 为真。 

归纳步驟：证明对每个正整数是来说， [ P ( l > AP (2> A … APG )]— PU +1) 为真， 

数学归纳法的这两种形式是等价的 f 即假定其中一种是有效的证明技术，可以证明另外一 
种也是，把这一点留作练习让读者去 明它。 现在给出 3 个例子说明如何使用强归纳法. 

例13考虑一种游戏，其中两名选手轮流从两堆火柴屮的一堆取出任意数目的 火柴。 取走 
最后一根火柴的选手获胜。证明如果开始时两堆火柴的数目相同，则第二名选手总是可以保证 
获胜。 

解 设; 1 是每堆火柴的数目 a 将用强归纳法来证明 PU), 即命题：当每堆开始有《根火柴 
时，第二名选手可以获胜， 

基础步蘼：当《=1时，第一名选手只有一种选择，从某一堆中取走一根火柴.剩下一堆只 
有一根，第二名选手可以取走这根火柴而获胜。 

归纳 步驟： 假设对于所有满足&的 y 来说为真，也就是说，每当在游戏开姶时两 
堆各有 i 根火柴，其中第二名选手就总是可以获胜。现在假设在游戏开始时两堆各有 
是+1报火柴 • 并且假设第一名选手从某一堆取走 J 根火柴在该堆留下 &+1 — i 根火柴。 
第二名选手从另一堆取走同样数目的火樂使得两堆各有 A + 1 — j 裉火柴 t 因为1€纟+ 1 — 根 
据归纳假设，第二名选手总是可以获胜 。 注意到如果第一名选手从某一堆取走所有 A +1 根火柴， 
则第二名选手通过取走所有剩下的火柴就能获胜，这样就完成了证明， _ 

例14证明：若 n 是大于1的整数，则 h 可以写成累数之积 《 

解设 PU ) 是 命題： n 可以写成素数之积。 

基础步職： P (2) 为真，因为2可以写成一个素数之积，即它 自身， （注意 P (2> 是需要证明的 
第一个情形 

归纳步蘼：假定对所有满足的正整数 J 来说 P ()) 为真 。 要完成归纳步骤，就必须证明 
在这个假定下 P ( i +1) 为真. 

有两种要考虑的情形，即当 & + 1 是素数时和当&十1是合数时。若6+1是素数，则立即看 
出 PU +1) 为真 u 否则， * + 1 是合数并 fl 可以写成满足十1的两个整数 w 和6之积 & 
根据归纳假设， a 和6都可以写成素数之积。_此，若 A +1 是合数，则它叫以写成素数之积，即 
在 a 的因子分解中的那些素数与在6的因子分解中的那些素数之枳， _ 

注意因为〖是素数之积，即不包含任何素數的空积，所以可以在例14里用 P ( l ) 作为 

基础步骤来开始证明 ， 没有选择这样做是因为许多人对此感到迷惑不解 e 

注意例 14 完成了对算术基本定理的证明*该定理断言：每个非负整数可以唯一地写成以非 
鋒顺 序排列的素数之积。在 2.6 节里证明过整数最多有种这样的素因子分解 d 例 U 证明至少 
有一种这样的分解。 

M 数学归纳法原理来代替强归纳法去证明例 14 里的结果是很难的 。 不过，例 15 说明用数学 
归纳法原理或强归纳法都容易证明某些结果. 
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例 15 证明： 仅用4分和5分邮票就可以组成超过或等于12分的每种邮资。 

解 将要用数学归纳法原理来证明这个结果。然后用强归纳法证明。设 PU ) 是 命题： 可以 
用4分和5分邮票来组成 n 分邮资，首先使用数学归纳法原理。 

表础 步琛： 可以用3个4分邮栗来组成〗2分邮资 u 

归纳步爨：假定 PU ) 为真，所以可以用4分和5分邮票来组成4分邮资。若至少用了一个4 
分邮票，则用一个5分邮票代替它，就组成 A +1 分邮资 t 若没有用任何4分邮票，则仅用了 5 
分的邮票来组成丨分邮资 a 囡为*>12，所以至少用了 3个5分邮票.所以，用4个4分邮票来 
代替3个5分邮票,就组成了是十1分邮资，这完成了归纳步骤以及根据数学归纳法原理的逝明。 

其次*将要使用强归纳法，将要证明可以组成 H 13、14和15分邮资，然后证明如何对 
*>15 来说从々一3分邮资得出 A +1 分邮资， 

基础步驟：可以分别用3个4分邮票、2个4分邮票和1个5分邮票、1个4分邮票和2个5 
分邮票，以及3个5分邮票，来组成12、13、14和15分邮资。 

归纳 步躱： 设假定可以组成）分邮资，其中为了组成纟+ 1分邮资，用组 
成 A — 3分邮资的邮栗加上1个4分邮票^这完成了归纳步骤以及根据数学归纳法第二原理的证明, 
(除了这里描述的方法以外，还有处理这个问题的其他方法。读者能否找出不使用数学归纳 
法的解答？） ■ 

注意例15说明如何运 用强蛘 纳法处理某些情形，其申仅对充分大的打值来说归纳步 
驟才是有效的，具体说来,为了证明对 = h j + 1 ，j + 2 9 …来说 Ph ) 为真， K - f j 
是整教，首先证明 P ( j )， PCi + l ), P(j + 2), …，尸 (/) 都为真（基础步骤），然后证明对 
每个整教来说， [ P ( j ) APU + 1) AP 0+2)/\ … Af 3 u )>- pa + i ) 为真（归纳步 驟）. 
例如，例15解答置的第二个证明的基础步驟证明 P (13>, PCU ) 和尸 （15) 都为 
真.需要分則地证明这些情形，因为归纳步驟证明 [ P (12) A F (13) A … A PU )] — 

PU 十 1)， 它仅当 A >15 时才成立， 


H 5 良序性 

数学归纳法的有效性来源于下面这个关于整数集的基本公理0 
良序性 每个非空的非负整数集都有最小元， 

良序性经常可以直接地用在证明里。 

例 16 用良序性证明整除算法.回忆一下，整除算 法说： 若 a 是整数而且^是 正整数 ，则 
存在唯一的整数 g 和 r 满足 0« d 和 a ^ dq + r , 

解 设 S 是形如 a — 初的非负整数的集合，其中 g 是整数。这个集合非空，因为一扣可以 
任意大（取 g 是绝对值很大的负整数）。根据良序性_ S 有最小元 r = 

整数 r 非负而且 rd 若不是这样，则 s 里存在更小的非负整数 * 即 a — + 1)。为了看 

出这一点，假设 因为 新以 a — d(qo a — dq & — d = 因此，存在 

满足 0< r < d 的整数 r 和心证明 c ? 和 r 都是唯一的，留给读者作为练习 . ■ 

例 17 在一种主客场循环赛中，毎个选手与其他每个选手恰好比赛一次并且每次比赛分出 
胜负。所谓选手户1 . …， N 形成回路，就是川战胜灼，扔战胜灼，…， pm - i 战胜； 

心战胜以。用良序原理证明：如果在主客场循环赛的选手中存在长度为 m 的回路则 
必定存在这 呰选手 中三个选手的 回路# 
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解假设不存在三个选手的回路。因为在主客场循环赛中至少有一个回路，所以存在长度 
为 n 的回路的所有正整数《的集合是非空的^根据良序性.这个正整数集合有最小元 h 根据假 
设是必定大于3,闲此，存在选手回路 Ai , 外，…，外并且不存在更短的囲路。 

现在假设不存在这些选手中三个选手的回路，所以 A >3 a 考虑这个回路的前三个元 素内， 
Pi , Ph 在灼与 灼之间的比赛有两种可能的结果。如果灼战胜妁，那么 P 1, 外，外就是长 
度为3的回路，与不存在三个选手的回路的假设相矛盾 4 因此，必定是 A 战胜勿，这意味着可 
以从回路 pi , 外，外，…，扒中忽略/^2来获得长度为 々一 1的回路外，夕4，…，外，与最 
短回路长度为丨的假设相矛盾 D 结论是必定存在长度为3的回路 t ■ 

无穷下降法无穷下降法，这种证明方法是皮埃尔 * 德_费马在 n 世纪引入的，无穷下降 
法通常用来证明命题函数对于所有止整数丨来说， PU ) 都为假。这个方法基于这样的事 
实： 如果对于至少一个整数纟来说， PU ) 为真，那么良序性就蕴含着存在最小的正整数^使得 
PG ) 为真。这个方法继续寻找满足/<>的正整数使得对于/来说 p ( y ) 为真 a 所以对于所有 
正整数来说,尸 U ) 必定都为假 6 (这种技术被称为无穷下降法，是因为寻找使得命题函数洵真的 
更小的正整数的过程可以无穷地继续下去，产生一个递减的正整数的无穷序列，根据良序性这 
是不可能的 ，） 无穷下降法通常用来证明某些方程没有整数解 s 具体说来，费马用它证明了费马大 
定理 n = i 的情形，这种情形说方程/ = 0没有正整数解。在例18中解释无穷下降法的 
用法。 

例18在 L 5 节例21中证明了在是无理数 t 这里将用无穷下降法给出这个事实的不同证 

明。首先，假设 及是有 理数，于是存在正整 数扣和 《使得根据良序性，存在最小正 

整数使得对于某个正整数 M 来说# 〈这 使得 N 是等于的两个正整数之商的最小 
可能的分母 & ) 

为了用无穷下降法完成证明，将证明及 = C 2 N _ M)/(M — N ) 并且 0< iVf — 这与选择 

N 是对于某个正整数 M 来说使得及 = M / JV 的最小正整数相矛盾 ■ 为了要证明及 =(2 N _ AO / 

( M - N ) t 只需证明 — 注意到因为 （ M /； VF =2， 所以 A ^=2 iV £ 。 因此 

2N — M _ (2N-M)N _ 2N 2 - MN _ M 2 - MN _ (M— N)M _ M 
M-N" = (M- N)N = (M- N)N 一 CM-N)N — (M_ N)N ~ N 

为了完成证明，只需要证明分母 M _ N 是正的并且小于为了看出这 一点， 注意到因为1<在< 
2并且及 = M / N ， 所以 1< M / JV <2， 因此 N < M <2； V n 减去就得到 0< M - JV < N , _ 

3. 3. 6为什么数学归纳法有效 

为什么数学归纳法是一种有效的证明技术？原因来源于良 序性。 假定知道 P ( l ) 为真，而且 
对所有正整数 A 来说，命题 PU )4 PU +1) 为具。为了证明对所有正整数来说 PU ) 都为真，假 
定至少存在一个使 PU ) 为假的正整数，那么使为假的正整数集合 S 非空 D 因此，根据良序 
性， S 有一个最小元，把它表示成爪。可以知道 m 不是 U 因为 P ( l ) 为真 6 因为 m 是正的而且 
大于1,所以是一个正整数 a 另外，因为 m _ l 小于 m * 它不属于 S ， 所以 P(m — 1>必然为 
真。因为蕴含式 P ( m -1) — P ( m ) 也为真，所以实际情形必然是 P ( m > 为真，这与对 m 的选择相 
矛盾，因此，对每个正整数〃来说_ PU ) 必然为真， 

练习 


1, 找出前 n 个正偶数之和的公式. 

2, 用数学归纳法证明在练习1里找出的公式。 
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3. 用数学归纳法证明 s 每当 rt 是非负整数时，就有3 + 3 • 5 + 3 * 5 s 十…+ 3 * 5" = 3(5— 1 —1)/4， 

4. 用数学归纳法证明：每当 d 是非负整数时，就有 2 — 2 . 7 + 2 . —… + 2(—7}" = (1- (― 7)" M )/4 a 

5. 通过对小的《值检査表达式 



的值 + 来找出这个表达式的公式。用数学归纳法证明你的结果 d 
S * 通过对小的 n 值检杳表达式 


rr 2 + ■■. + n ( R+ D 

的值_来找出这个表达式的公式，用数学归纳法证明你的结果 3 
7 - 证明：每当 n 是正整数时 t 就有 I s +2 £ 十 … f n £ = « f 1)(2?!+ 1)/6, 

8+证明 £ 每当是 iE 整数时，就有 P + 2 5 + … + V = |>( n + l >/2 j s 。 

9-证明 ：每当 n 是非负整数时，就有 I s + 3 2 + 5 2 +…+ C 2 n + n 2 兰 (n + l )(2 n + 1)(2« + 3)/3. 

10+证明 t 每当 II 是止整数时，就有 i • 1! + 2- 2! +…十= U + 1 M — 1 
夂11,用数学归纳法证明：若/^〉一】，则对所有非负整数 n 来说，1 +吐< (1 + A )' 这称为怡努利不等式 
12- 证明：毎当 n 是大于6的正整数时，就有 3" <?iU 
13* 证明：每当 n 是大于4的正整数时，就有2” 

14. 用数学归纳法证明 s 每当 n 是大于1的正整数时，就有刎< n ' 

15- 用数学归纳法证明：每当 n 是正整数时，就有1 • 2 + 2 • 3 +… + n ( n + l > = n ( n + 1 )(h + 2)/3, 

16■用数学归纳法证明；1 *2 * 3 + 2.3，4 +… + + = n(n + l)(?i + 2)(u + 3)/4 e 

17. 证明 3 毎当 n 是正整数时，就有 l z - 2 J + 3 £ -…+ ( — iy -^ n 2 = 1)/2. 

18. M 明：每 当 n 是大于1的正整数时，就有 



< 2—二 
n 


19. 证明 ； 可以仅用3分邮票和5分邮票•來组成大于7分的正整数分值的任何邮资。 

20. 用数学归纳法证明 ：每当 n 是非负整数时.就有3整除V +2〜 

21- 用数学归纳法证明：每当 n 是非负整数时，就有5整除V 

22. 用数学归纳法证明：每当 n 是非负整数时*就有6整除V — ^ 

*23. 用数学归纳法证明：每当^是正奇数时 t 就有^ 一1被 S 整除， 

24. 用数学归纳法证明 ：每当 n 是大于3的整数时*就有^ 一 7 m +12 是非负的。 

25. 用数学归纳法证明 ：每当 n 是大于或等于2的整数时，一个带有《个元素的集合就有— 1)/2 个恰好包 
含两个元素的子集合， 

*26. 用数学归纳法证明 ：每当 >1是大于或等 T 3的整数时，一个带有 m 个元素的集合就有 n( rt —l)( n —2)/6 个 
恰好包含三个元素的子集合， 

n 

27. 用数学归纳法证明：每当 rt 是正整数时，就有X； / 二 n ( n - l )(2 n ^ l )(3 n z + 3^- 1)/30, 

2$. 对哪些非负整数《来说，有 d <n!? 用数学归纳法证明你的答案。 

29. 对哪些非负整数 n 来说，有 2?r + 3<2_?用数学归纳法证明你的答案 

30. 用数学归纳法证明 ：每当 a 是正整数时*就有 Win 、 <[1*3*5 - (2u— 1)]/(2 . 4 . 2«), 

31. a) 确定仅用5分邮票和6分邮票可以组成哪些数里的邮资？ 

b) 用数学归纳法证明你对 （a ) 的答案 & 

c) 用数学归纳法第_原理证明你对 （a ) 的答茱 。 

32 . 仅用 10 分邮票和 25 分邮票可以组成哪些数量的邮资？ 

33. 一种6动柜员机中只有20美元和50美元面额的钞票。假定这种机器中两种美元的供应 S 是无限的，这种 
机器可以分发嗛些数量的美元?用数学归纳法的一种形式证明你的答案， 
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34* 假设一种巧克力棒由排列成长方形的 n 个方块组成 a 整个棒或棒的较小的长方形块可以沿着分隔方块的 

垂直线或水平线折断。假设一次只能折断一块*确定为了把整个棒折断成 u 个分开的方块，必须先后折断 
多少次，用强归纳法证明你的答案 & 

35. 考虑聿子游戏的如下变神。这个游戏从 n 根火柴开始。两名选 T - 轮流取走火柴，每次取一裉、两根或三根。 
取走最后一根火柴的选手落败。用强归纳法 证明： 如果每名选手按照最好可能的策略来游戏，那么若对于 
某个非负整数）来说以= 0、勿+ 2或4/ + 3时，则第一名选手获胜，而在 ” = 4) + 1 的其他情形下第二 
名选手 获胜， 

36. 用数学归纳法证明：^ *2* = U —1)2"— 1 +2. 

37. 证明;如果^是止整数，有 X —-^ =心（在这里求和是在? * 个最小正整数的集合的所有非 

i4 t 广 、、 a _ A a t 

空子集上进行 J 

3 S _ 用数学归纳法证 明：给定有 ？ i + l 个正整数的集合，这些正整数都不超过 2 ti , 在这个集合里至少存在一个整 
数，它整除在这个集合里的另外一个整数 a . 

*39. 棋盘上的马可以（沿任意方向）水平地移动_格并<沿任意 方向） 垂直地移动两格，或者（沿任意方向）水平 
地移动两格并（沿任意方向 > 垂直地移动一格，用数学归纳法证明；在包含所有方格的无穷棋盘 h , 
对于每个方格来说*马可以从【0,0)角落开始，通过有穷的移动序列来访问这个方格，其中讯和^|都是非 
负整数 〆 提示 s 对变 ft s = m + n 用归纳法。） 

40. 假设从一堆 n 块石头开始 ，通 过连续地把一堆石头分成较小的两堆石头，把开始的这堆石头分成《堆，每 
堆只有1块石头。每次分开一堆石头时，鱿把所分出的较小的 两堆石 头的数目相乘•即如果分出的这两堆 

分别有 r 和 s 块石头 t 则计算出 证明：无论如 何分这些堆，每一步所计算出来的乘积之和等于 
— 1)/2。 

41. (本题需要微积分知识）用数学归纳法证明：每 当?! 是正整数时，就有/( X ) 的导数等于 n /- 1 〆 对归纳 
步骤来说，使用导数的乘法规则 .） 

42. 假定 

ra 0 l 

A - I , 

LO hj 

其中 a 和 6 都是正实数 证明： 对每个正整数 n 来说 

ra n 0 1 

A "= 

L 0 6 s 」 

43 - 假定 A 和 B 都是方阵且具有性质 AB = BA ^ iE 明：对每个正整数 n 来说，有 AB ” = 

44* 假定_是正整数。用数学归纳法证明；若^和6都是整数且 a ^ Wmodrn ：*, 则每当 务 是非负整数时，就有 
a k = modrn) a 

45, 用数学归纳法证明；若…， A , 和衫都是集合，则 

( A , U Aj U … U A _) 门 B 

= ( a 3 n b ) u n b ) u … u (糸 n 出 

46, 证明：若，…，和 f …，都是集合，使得对 = 1 ，2，…， n 来说 A a G ，则 

« i# ^ if 

^ u (Jb, b) n n a k 

丨 _ 1 k ■■] 身 〃] k * l 

47, 用数学归纳法证明：若 A ,, 尔，… ，皋 都是论域 L ； 的子集 ，則 

u 九 = 门瓦" 

*=i *= i 

43. 用数学归纳法证明：毎当 PnP ” …， P , 都是命麵 at ,， （九 V ^ V - V P .) 就等价 于 ^ /h A ， A A 
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49* 证明：每当内，…，九都是命题时， 

[(/ >i — h ) A (纪—九 ） A … A ( p 、-\ — A >] ♦ [Cpi A 办 A … A 九 - i ) — P ，] 

就是茁言式。 

50. 下面这个 4 *证明”错在哪里？ 

n / 1 2 

定违 t 对于每个正整数 M 来说， = (rt + y ) /2 & 

1 ~t 

基础步驟 :对于 n =〗来说这个公式为真 a 

归纳步进！假设 i — (n + -^- ) /2•于是 V ] I = f 2 1 ) + ^ + 1八根据归纳假设， 

I = | 1 」■ — 1 

= (n+ y) J /2 + n 4- 1 = (n f +H + -|*)/2 + n + l = (tt 2 + 3n + + )/2 = (打 + 音 ） /2 = 

i= I 

G + 1) + 完成了归纳步骤 6 

5 L 下述的关丁所有马都是相同颜色的“证明”错在哪里？ 

设 Pin ) 是命 题:在 Tiffi 马的集合里所有马都是相同颜色的。 

基础步骒：蓋然， P ( l > 为真 ， 

归纳步驟；现在假定 PU ) 为真，所以在任意4 K 马的集合里，所有马都是相同颜色的。考虑任意的是+ 1匹 
马； 把这些马编号成 H 3 , …， Jfe + 1。 现在这些马的前 A 匹必然都有相问颜色，而且这些马的后* ® 也必然 
都有相同颜色。因为前*匹马的集合与后丨 K 马的集合重叠，所以所有*+ 1 叩马必然都是相同颜色*这就 
证明了 FU + U 为真并且完成了归纳证明。 

52. 下面的“证明”错在哪單？ 

定理：对于每个 iK 整数 n 来说，5卩果和 y 都是满足 nmx ( xry ) = n 的正整数，则 JT s V 。 

基础步骤；假设《 = 1。如果 maxUd ) = 1并且 I 和 j 都是止整数，就有1和> = U 
归纳步 现：设 6是正整数。假设每当 maxU ， y > = A 并且1和7都是正整数时，则 J = y 。 现在设 max ( u ) = 
k + 1 , 其中 j ; 和 jy 都是正整数^则 max ( jr — 1^ — 1) =- 所以根据归纳假设 ， i = y _ U 所以 i 完 
成了归纳步骤 。 

53. 下面利用强归纳法的“证明”错在哪里？ 

定理 ：对于 毎个非负整数 n 来说 ，5 ?t = 0。 

基础步朦：5 *0 = 0, 

归纳步隳：假设对干满足 0 <j 的所有非负整数）来说，5_/ = 0„写^+1 =〗+_/，其中纟和> 都是小于 

A + 1 的 S 然数 ^■根据归纳假设， 5 U + 1) = 5 U + J ) = Si + 5； = 0 + 0 = 0, 

*54, 找出下列“证明”的错误 s 每当 a 是非零实数时，对所有非负整数”来说 I 有 f = U 
基絀步來： 根据/ 的定义 w 。 = 1为真 . 

归纳步驟 5 假定对满足的所有非负整数 J 来说 , i 一 U 则注意^ = 1 

*55. 通过证明从良序性得出强!13纳法，来证明强归纳法是有效的证明方法。 

*56. 证明：为了证明对所有正整数《来说，为真，数学归纳法的下列形式是有效的证明方法 a 
基础步驟： Pn ) 和 PC 2) 都为真 a 

归纳步琛：对每个正整数 * 来说.若 PU ) 和 PU + 1) 都为真，则 PU + 2) 为真。 

在练习57和练习58中， H _ 表示第 n 个调和数。 

*57, 用数学归纳法证明 ：毎当 n 是非负 整数时 •就有 Hr < 1+71。 

^58-用数学归纳法证明 tH B 丨 H + … + H , =化十1> 仏一 心 

w 59. 证明— Hr 十…十 十 1 — 1)。 

^2 v ^3 
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*60, 证 明：若 n 条直线中任何两条都不平行，任何三条都不共点，则这些直线把平面分割成 
+« + 2)/2个区域, 

* K SL 设〜 都是正实数 ，这些 数的算术均值定义成 A = ( fl| + a + “十 而这些数的儿何均值定 
义成 G = ( Ah …〜户'用数学归纳法证明 ： A > G , 

#62. 用数学归纳法证明：当是正整数时，就有21整除 r + ] + S ^ 1 e 
63- 用数学归纳法证明 2. S 节引理2,该引理说：若 p 是素数且 p !其中对1,2,…^來说七是整 
数，则对某个整数 |来说 p I 

64. 用无穷 F 降法迎明方程 S ? + 4 V +2 〆 = W 没有 Ay a 和 w 的正整数解。 

65. 用无穷下降法证明 W + P + y =2 Tmv 没有和扣的正整数解。（提示：首先证明如果这个方 
程成立，那么 xonz 和 W 全都是偶数。然后证明这四个整数全都必须被4整除，被 S 整除，等等 J 

*66. 良序性可以用来证明：两个正整数有唯一的最大 公内子 ，设 a 和6都是正整数，设 S 是形如 如 + k 的正整 
数的集合，其中^和 t 都是正整数。 

a) 证明： S 非空. 

b ) 用良序 性证明4有 最小元 ^ 

c ) 证 明:若 d 是 a 和 6 的公因子，则 d 是 r 的丙了 _ fl 

tl ) iJE 明 ：c I a 和 f I 6。（提示 ； 首先假定 〆 / a e ®iju — w + r ， 其中 00< g 证明 S ， 这与对 c 的选择相 
矛盾 ，） 

e ) 从 （ c ) 和 （< D 得出^和 A 的最大公因子存在。適过证明两个正整数的最大公因子是唯一的，来完成证明 + 
*67- 证明：若 A …，~是 IT 个不同的实数，则无论在它们的乘积中插人多少对括号，计算这 I !个数之积都要 
使用次乘法。（提^5^利用强归纳法并总考虑最后一次的乘法。） 

S 8. 用 L 形状的碎片去铺满去掉左上角格子的4 X 4棋盘 。 

69,用 1. 形状的碎片去铺满去掉左上角格子的8 X S 棋盘。 

7 a 证明或反驳：每当 n 是正整数时.就可以用 L 形状的碎片完全地覆盖下面形状的所有 棋盘。 

3)3 X2 n b )6 X 2" c)3 n X3 神 d )6 w X S" 

Ml. 证明去掉 了一个 IX IX 丨立方体的 2X2X2 立方体.可以完全地覆盖去掉了一个 IX 1X1 立方体的 
三维 P X 2 P X 2,棋盘 

*72. 证明：若 〃 > 5,〃 是奇数，且 n 不能被3整除 ，则用 L 形状的碎片可以完全地覆盖去掉了一个格子的 n 

■ 

棋盘。 

?3, 证明 t 吋以用 L 形状的碎片来铺满去 掉了一 个角上格子的 5 X 5 棋盘， 

*74 - 找出不能用 L 形状的碎片来铺满的去掉了一个格子的 5 X 5 棋盘 。 证明这种铺法铺不出这个棋盘来 t 
75. 设 a 是整数而 d 是正整数。证明 ：在例 115中论证过其存在性的、满足 a = 也+「和 0< r < d 的整数 I ?和 
r 是唯一別 & 

^76. 用数学归纳法原理证明：若 P ( b ) 为真，并且对满足 A > A 的所有 it : 整数左来说，菹含式 P ( k ) ^ P ( k +\) 
为真，则对= h , b + 一 2 , …来说尸为真，其中 6 是整数， 

**77. 你能用良序性证明下_的命题吗？_毎一个正整数都可以用不超过15个英语单词来描述' 

78. 用良序性证明：若: r 和 j 是满足 i < i V 的实数，则存在有理数 r 满足 I < r < y〆 提示 ：证明 存在正■数 A 
满足 A > l/(：y — Jrh 然后逋过考虑数 UJ+/A4, 其中 > 是 1E 整数，来证明存在有理数 r 具有介于 I 和 j 之 
间的分母 

3,4递归定义与结构归纳法 

3-4. 1 引言 


有时难以用明确的方式来定义一个对象。不过，用这个对象来定义它自身，这也许是容易 
的。这种过程称为递归。例如，图 3-11 所示的图画是递归地产生的 a 首先，给出 幅原图 。然 
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后实现在前一幅图画的中央递归地放上更小的图画这样一个过程。 



图 3- II 递归定义的图_ 

雩 

可以用递归来定义序列、闲数和集合 • 在前面的讨论里用显式的公式来规定序列里的项，例 
如，用"对 n = 0, 1, 2，…来说， 〜 = 2"” 来给出2的幂的序列。不过 * 通过给出这个序列的第一 
项，即如=1，以及从该序列前面的顼来求出当前项的公式，即对 n = 0， l t 2，…来说和+ 1 = 
2 a „ t 也可以定义这个序列 * 当通过规定如何从前面的抖项求出序列各项来递归地定义序列时， 
可以用归纳法来证明关于这个序列的结果， 

当递归地定义集合时，在基础步骤里规定一些初始元素，并且在递归歩骤里提供一条规则， 
从已有的那#元素来构造新的元素 。 为了证明关于递归地定义的集合的结果，使用所谓的结构 
归纳法6 f 


3. 4 


递归地定义函数 


为了定义以非负整数集合作为其定义域的函数，使用两个步骤 
基础 步驟； 规定这个函数在0处的值. 

递归 步驳： 给出从较小的整数处的值来求出当前的值的规则。 
这样的定义称为递归定义或归纳定义。 

例1假定/是用 

/( 0 > = 3 

/(?! + 1) = 2/(«> + 3 




来递归地定义的。求出/(1>、 /(2 K /(3)和/<4) 
解从这个递归定义得出 
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/( I ) = 2 /( 0 ) + 3 = 2 • 3 + 3 - 9 

/( 2 ) = 2/(1) ^3 = 2 * 9 + 3 - 21 ■ 

/ C 3) = 2/ C 2) 十3 = 2 ■ 21 十3，45 

/(4) = 2/(3) 十 3 = 2* 45+ 3 = 93 _ 

许多函数都可以利用它们的递归定义来研究.阶乘函数就是一个这样的例子. 

例2给岀阶乘函数 FU ) = n ! 的归纳定义。 

解可以通过规定阶乘函数的初值，即 F (0) = 1， 并且給出从 Fb > 求出 Fh + l ) 的规则， 
来定义这个■数 D 要得出这个结果，注意通过乘以 《+1 就从 M 计算出 <〃+ l ) k 因此， 所需要 
的规则是 F { n + l ) = ( n + l ) F ( n) a ■ 

为了从在例2里求出的递归定义来确定阶乘函数的一个值，比如 F (5) = 5!* 有必要多次使 
用 FU ) 表示 FG +1) 的 规则： 

FC 5)= 5 FC 4) = 5 * 4 F (3) = 5*4* 3 F (2) ^ 5 « 4 * 3 * 2 FU ) 

= 5 “ • 3 * 2 • 1 • F ( 0 ) = 5 ■ 4 • 3 • 2 M ■ 1 = 120 

一 S F (0) 是出现的唯一函数值，就不需要任何更多的归约。剩下要做的唯一事情是把 F (0) 的值 
插人到公式里 a 

递归定义的函数是良定义的这是数学归纳法原理的一个结果（见本节末的练习在下 
面的例子里给出递归定义的其他 例子。 

例3给出^的递归定义，其中 a 是非零实数而且71是非负整数， 

解这个递归定义包括两个部分，首先规定 W ， 即/= 1。然后给出从 a " 求出 V + 1 的规则， 
即对? 1 = 0, 1, 2. 3，…，这两个等式对所有非负整数唯一地定义了_ 


例4给出^心的递归定义。 

t 画0 

解这个递归定义的第屬分是 


、 ^ a k — ao 

ji-a 

第二部分是 

rrH n 

2如 = ( … ） ■-〜十】 ■ 

在函数的某些递归定义里，规定了函数在前4个正整数处的值*而且给出了从-个较大的整 
数之前的部分或全部 A 个整数处的函数值来确定在该整数处的函数值的规则 • 从强归纳法可以得 
出结论说这样的定义产生良定义的函数（见本节宋的练习 57). 




斐波那契 © 教/◦， /i 


来定义的、其中？? = 2, 3, 4, 


， fz 、 


…是用方程组 A =0, /!=〗和 = 


例5求斐波那契数 A , /卜 

解因为这个定义的第一部分说/0=0 和力 =1,所以从这个定义的第二部分得出 


© 斐波那 S ( Fftwimcch 约 1170—1250) 诞生在意大利的商业中心比萨，称为比萨的列奥那多 （ Leonardo 〕 。斐波郷 
契是一位商人 n 他遍游中东各地，在那里接触到阿拉伯 数学。 在他的若作加 r 中，斐波那契向肽 洲人介 绍了阿 

拉伯的数字记号和舞术的算法 & 著名的兔子问触(在& I 节描述）就岀瑰在此45,斐坡那契还写过关于几何学和二角学以 
及关于丢番阁方稗的各种论著，丢番阁方程是关于寻找方程的®数解的* 
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/z = /i + /o = 1+0 = 1 

fs = f2 fi = 1 + 1 = 2 

/4 = /3 + /2 = 2 + l = 3 


/o = /^ + /3 = 3 + £ = 5 


A = /s + A = 5 + 3 = S ■ 

可以用斐波那契数的递归定义来证明这些数的许多性质 e 在例6里给出一个这样的 
那一性质 6 

例6 证明：每当时，有其中 fl =( l +#)/2。 

、， 巧卜 ' 解可以用强归纳法来证明这个不等式。设 P “> 是命题： /„> a n ~ 2 , 想要证明的是 
■^ 1 每当 n 是大于或等于3的整数时，有尸 U ) 为真。 

基础步驟：首先注意到， 

cr <2 = /3 f a 2 = C 3+ V 5)/2 <3-/4 

所以 P (3) 和 P (4) 都为真。 

妇纳步驟：现在假定 P ( j ) 为真，即对所有满足々的整数 j 来说有其中 i 会 
4。必须证明 PU +1) 为真 • 即八十 因为是 x 2 的解（二次方程求根公式说 
明这一点），所以得出 cr 2 = a + U 因此 t 

£ j A_1 = — fa H ™ 5 = a * a * - ] + 1 * a k ~^ = < x k ~ 2 + a k ~ 3 


根据归纳假设，若纟>4则得出 


fk —\^> ci k 3 ， fk ^> a >— 2 


因此就有 


A-hi = fk 4- fk-i > 2 + V 


3 


> —1 


由此得出 PU + l ) 为真.证毕。 



注意归纳步骤证明了每当时，从对 ^j<k 来说 p ( p 为真的假定就得出 p ( A + l) a 
因此，归纳步骤没有证明 P (3)4 pC 4 h 因此*不得不单独证明 P ( 4) 为真. 

现在可以证明：欧几里得算法用0<10砂）次除法来求出正整数 a 和 A 的最大公因子，其中 
a 為心 

jam 拉梅 © 定理设 a 和&是满足的正整数。则欧几里得算法为了求出 & cdu T &) 

而使用的除法的次数小于或等于々的十进制位数的5倍 4 

证明回忆一下，当用欧几里得算法求满足的 gcdU ， 幻时，得出了下面的等式序列 


© 加布里尔■拉梅 （Gabriel Lamb 17^5—1870} 加布电尔 * 拉梅干 1 S 1 3年进人工业高等专科学校， 
1817年毕业，他在米内兹高等专科学校继续接受教育，于1820年毕业 
1820年拉梅來到俄岡，被任命为圣彼得壜公路与运输学校的校长 . 在俄3期间他不仅教书，而且设计道路和桥梁 • 
他在1832年回到巴黎，帮助成立 一 家工程公司。不过*他很快离开这个公司，接受了 1业高等专科学校的物理学教授职 
务，担任这个肌务直到1844年。在此期间_他作为工程踊问活跃#其他领域，袒 It 煤矿的首 JT 「 程师并 fi 参与铁略 
建设 n 

拉梅对数论，应用数学以及热力学都做 m 了开创性工作。他最著名的丁作包括 w 人曲线坐标。他研突数论，证明了 
时的费骂大定理，以及本文给出的欧儿里得苒法所用除法次数的上界， 

一盘以来最伟大的 数牮家 脔斯，认为拉梅是法国当时最出色的数学家，不过，法 N 数学家认为他太 实际， 而法国科 
学家认为他太理论化。 
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(其中而 6 =ri ) , 


ro = n + T 2 

0 < rg 

< n 

n — n q 2 + 

0 ^ r 3 

< r 2 


■ 

■ 

r n -z = r n -\ q n -\ + r n 0 ^ r„ <C r n -\ 
r n -i = r n q n 

在这里为了求出 gcd ( a , 而使用了 n 次除法。注意商的，取，… f 办 - 〗都至少是1。另外. 
和会 2,因为这就蕴含着 

»■ 

r w > 1 = /s 

> 2/2 = / 3 

r n -2^ ^-1 十 G > ,3 + ,2 = ,4 

■ 

* 

孝 

> 厂3 ~ > ./n f n ~2 f ti 

b = n ^ T 2 + ri ^ /„ + / pi-i = / n +i 

由此得出，若欧几里得算法为了求出满足的 gcdU ，6) 而使用了 次除法，则 + 从 

例6中知道，对 n >2 来说/„ + 1 > 1 ，其中汉=(1+万)/2,因此得出另外，因为 
log 10 cz 〜 0. 208>1/5,所以可以看出 

logioA in — 1 )logiocr ^> (n — 1)/5 

因此，«-1<5 • \ ogiob . 现在假定占有 A 个十进制位 e 则而且 Jog 10 6< 怂由此得出 n — 1 <5是， 
而且因为 A 是整数，所以得出证毕 □ 
因为 A 的十进制位数等于 Lbgu ^」+1, 它小于或等于 bgi 4+ l , 故定理1说求出满足 
的 g cd <〜6) 所需要的除法次数小于或等于 5( bgi G A + l ) e 因为 5( log 10 6+ l ) 是 O ( log 6), 故可看 
出每当 G > A 时，欧几里得算法就用 O ( logfc ) 次除法来求出 gedU ， 6)。 

3.4.3 递归地定义集含与结构 

前面探讨了如何递归地定义函数。现在把注意力转到如何递归地定义集合 JE 如在函数的 
递归定义中那样，集合的递归定义有两个 部分： 基站步驟和递择步骒。在基础步骧中，规定初始 
的一些元素> 在递归步骤中*给出用来从已知属于集合的元素来构造集合的新元素的规则。递归 
定义也可以包含一 条排斥 规则，这条规则规定，递归定义的集合仅仅包含基础步骤所规定的以 
及递归步骤的应用所生成的那些元素。在本书的讨论中_将总是默认排斥规_成立，因而任何元 
素都不属于递归定义的集合，除非这个元素属于基础步骤所规定的初始的_些元素 * 或者是可 
以一次或多次使用递归步骤来生成的 d 稍后将介绍如何用所谓的结构归纳法技术 来证明 关于递 
归定义的集合的结果， 

例7、例8、例10和例11解释集合的递归定义。在每个例子中，都说明递归步骤的头几次 
应用所生成的那些元素。 

:“跑^乂例，考虑如下定义的整数集合的子集 S : 

基础步驄： 3 es , 

递相♦嫌：若工€5且>七5，则： r +； y €. S 。 

基础步骤中求出的 S 中的新元素是3,递归步骤的首次应用求出的是 3 + 3 = S ， 递归步骤的 
第二次应用求出的是3 + 6 = 6 + 3 = 9以及6十6 = 12，等等 ， _ 

在对字符串的研究黾递归定义起着重要作用（例如，参见第11章对形式语言的介绍八回忆 
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一下 3.2 节，字母表1：上的字符串是2里符号的有穷序列，定义2说明可以递归地定义 S 上的字 
符串的集合 E V 。 

EagW 字母表 S 上的字符串的集合 E * 递归地定义 成； 

基础步 m : !：* <其中 a 是不包含任何符号的空串）， 

递归 步骒： 若 weS * 且工 eS 时，则 

字符串的递归定义的基础步骤说空串 M 于 S * 。递归步骤说把 E 的符号添加到 S * 的字符串 
结尾后面就生成新的字符串 。 在递归步骤的每次应用中，都生成包含一个更多符号的字符串， 

例8若 S = {0, 1}，则 S * 中的字符串（即所有位串的集合）是=在基础步骤中规定属于 
的 A , 在递归步骤的酋次应用中形成的0和1，在递归步骤的第二次应用中形成的00、01、 
10和 11. 等等。 ■ 

递归定义可用于在递归定义的集合的元素上来定义运算或函数 a 定义3说明了这一点，定义 
3是关于两个字符串的连接的，例9是关于字符串的长度的 . 

earn 通过连接运算可以组合两个字符串 $ 设 z 是符号的集合， s * 是 s 中符号形成的字 
符串的集合 D 可以如下定义两个宇符串的连接，用_表示： 

基础步驟：若则其中 a 是空串 。 

递!步驟：若 仿1 6 X ’ 且 W 2 € S * 以及 2 S ， 则 扣〗 * ( 奶工 ） = (Wl * W 2 ) 工 d 

字符串 训和 W 的连接通常写成 WJTL 5, 而不是 W • 抑。通过反复应用递归定义，就得出两 
个字符串 W 1 和 ujz 的连接是則中的符号后面跟着助中的符号$例如，和切 = ccidahra 
的连接是 univz — abmcadabra 。 

例9字符串的长度给出字符串 w 的长度/(加>的递归定义。 

解字符串的长度可以定义成 

KA)=0 ； 

iCrt；.!：) — l(uu) + 1 1 若 S * 且 it 2 B _ 

递归定义的另一种重要用途是定义各种类型的合 A 公式，在例10和例11里说明这-点 a 
例 10 复合命 题的合 式公式可以定义关于 T 、 F , 命题变元以及集合 V * — ，中 

的运算的复合命题的合式公式的 集合。 

基砝步驟 ； T \ F 和 p 都是合式公式，其中 p 是命题变元。 

递归步驟=若 E 和 F 都是合式公式，则 （ iE )、( EVF ), (EA F )、（£：— F ) 和 （ E — F ) 都是 
合式公式。 

例烟 t 根据基础步骤，就知道 T 、 F 、 和 g 都是合式公式，其中 P 和 g 都是命题变元 * 从递 
归步骤的初次应用就知道 （ pVg )、（ p — F )、（ F 〜 9 > 和 <<? AF ) 都是合式公式递归步骤的第二次 
应用就说明（（户 Vg )— QAF >), (户 Vg >) 和 （（ P — F >— T ) 都是合式 公式， _ 

例 11 运算与运算数的合式公式可以递归地定义由变最、数字以及集合{ +，一， * ，/， 
t } (其中*表示乘法且 t 表示指数）上的运算所组成的合式公式的集合。 

基础步騍: 若1是数字或变董，则^是合式公式。 

递归步驟：若 F 和 G 是合式公式，则 （ F + G )、( F - G ), < F * G ), ( F / G ) 和 （ F 千 G ) 都是合 
式公式。 

例如，根据基础步骤就看出 I 、0和 3 都是合式公式（因为任何变量和数字都是合式公 
式），应用递归步骤一次所生成的合式公式包栝（1 + 3)、 （3 十 j )、 tx - y ), (3 — 0)' ( x * 3), 
(3*^),(3/0>, U /； y )、（3 t x ) 以及 <0 f 3)等。应用递归步骤两次就说明像（& + 3) + 3)和 
( x _(3* 这样的公式也是合式公式。[注意 （3/0) 是合式公式，因为在这里只考虑语法 •] ■ 
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% 

第 9 章将深人地研究树 • 树是特殊类型的图，图是由顶点和连接一些顶点对的边所组成的, 
第8章将研究图 & 在这里将简单地介绍树和图以说明如何来递归地定义树和图， 


定义4 


以下这些步骤可以递归地定义根树的集合，其中根树是由一个顶点集合和连接这些 
顶点的边组成的，顶点集合包含 的一个 特殊顶点称为树根： 


基础步驟：单个顶点 r 是根树, 


递归步騄 s 假设： Ti , A ， …， T n 是根树 t 分别带有树根 n ， 则如下形成的图 
也是 根树： 从树根 r 开始， r 不属 T 根树：乃，…，乃中的任何一个，从 r 到顶点 
…， r rt 中的每个都加入_条边。 

图 3-12 解释从基础步骤开始并且应用递归步骤一次和两次所形成的一些根树。注意，递归 
定义的每次应用都形成了无穷多个根树 s 



定义5 


根树是特殊情形的二叉树 a 我们将给出两种类型的二叉树的定义，即满二叉树和扩展二叉 
树。在每种类型二叉树的定义的递归步骤中，都把两个二叉树组合起来形成一个新的二叉树，指 
定这两个二叉树中的一个作为左子树，另一个作为右 子树， 在扩展二叉树中，左子树或右子树可 
以为空 T 但是在满二叉树中*这是不允许的，在计算机科学中，二叉树是 最重要 的结构类型之 
一。 第9章将看到二叉树如何用在搜索和排序算法、数据压缩算法以及许多其他应用中。首先定 
义扩展二叉树 

以下这些步骤可以递归地定义 r 展二叉树的集合， 

基础 步驟： 空集合是扩展二叉树。 

递归步骤：如果 T ! 和 T £ 都是扩展二叉树，则存在一个表示为乃•了2的扩展二叉树，它包 
含树根 r 和当左子树和右 子树乃 都准空时，连接从 r 到这两个子树咨自的根的边 D 
图 3-13 解释如何通过应用递归步骤 次 .至三次来建立扩展二叉树 。 

现在说明如何定义满二叉树的 集合。 注意，这个递归定义与扩展二叉树的递归定义之间的 
差别完全在于基础步骤。 

9 以下这些步骤 W 以递归地定义满二叉树的集合； 

基础 步骑： 存在一个只含有单个顶点的满二叉树。 


定义 


递归步骤 t 如果乃和乃都是满二叉树，则存在一个表示为 I • 的满二叉树_它包含树 
根 r 和连接从 r 到左子树7^和右子树 h 各自的根的边 。 

图 3-14 解释如何通过应用递归步骤一次和两次来建立满二叉树 a 
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Pf ] 3-14 建立满二叉树 


3. 4. 4 结构归纳法 

为了证明关于递归定义的集合的结果， 一般都 使用某种形式的数学归纳法 * 例12解释在递 

归定义的集合与数学 归纳法 之间的关系。 

例 12 证明例7所定义集合 S 是所有为3的倍数的正整数的集合 9 

解 设 A 是被3整除的所有正整数的集合。为了证明 A = S , 必须证明 A 是 S 的子集而且 S 
是 A 的子集，为了证明 A 是 S 的子集，必须证明被3整除的每个正整数都属于我们将要用 
数学归纳法来证明它 a 
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设尸(《)是命题： 于 S . 基础步骤成立，因为根据 S 的递归定义的第一部分， 3*1 = 3 

是 M 于 S 的，为了证明归纳歩骤，假定 PU ) 为真，即敁属于 S 。 因为 从属于 S 而且因为3属 f 
S ， 所以从 S 的递归定义的第二部分得出 M + 3 = 3( &十 1) 也属于 

为了证明 S 是 A 的子集，使用 S 的递归定义 E 首先，该定义的基础步骤规定3属于 S 。 因为 
3 = 3 _1，所以所有在这个步骤里属于 S 的元素都被3整除，为了完成证明 s 必须证明所有用该 
递归定义的第二部分所生成的属于 S 的元素都属于 A 。这包括证明每当 I 和2都是 S 中的元索并 
且假定它们都属于 A 时，就有 z + jrM 于现在若1和 y 都属于八，则可以得出3 | x 和3 | > 
根据 2. 4节的定理1,得出3 | ^ + 证毕 a _ 

例12使用芷整数集合上的数学归纳法和递归定义来证明关于递归定义的集合的结果。 但是， 
除了直接使用数学归纳法来证明关于递归定义的集合的 结果， 还有一种更方便的，称为结构归 
纳法的归纳法形式，它不直接使用数学归纳法也可证明关于递归定义的集合的结果，结构归纳 
法证明包含如下两个部分$ 

基础步骒：证明对于递归定义的基础步骤所规定的属于该集合的所有元素来说，结果成 
递归 步驟； 证明如果对于定义的递归步骤中用来构造新元素的每个元素来说命题为真，则 
对于这些新的元素来说结果成立^ 

结构归纳法的有效性来自于非负整数的数学归纳法原理。为了看出这 一点， 设 pu ) 为：对 
于递归定义的递归步骤的不超过《次应用所生成的所有元素来说，断言为真&如果能够证明每当 
n 是正整数时 PG ) 就为真 • 那将证明了数学归纳法原理蕴含着结构归纳法原理.在结构归纳法 
的基础步骤中，证明 P (0) 为真，換句话说.证明对于所有在定义的基础步骤中规定为厲于集合 
的元素来说，结果为真。归纳步骤的后果是 t 如果假设 PG ) 为真，则得出 P ( All ) 为真。当用 
结构归纳法完成一个证明时，就已经证明了 P (0) 为真并且 P ( Q 蕴含 PU +1), 根据数学归纳法 
就得出对于所有非负整数〃来说， F (〃） 为真，这也〖正明了对于递归定义生成的所有元素来说结 
果为真，并且证明了结构归纳法是一种有效的证明技术。 

使用结构归纳法证明的例子为了使用结构归纳法来证明关于例10所定义的合式表达式集 
合的结果，需要完成下面的基础步骤和递归步骤， 

基础 步驟： 证明每当 p 是命题变元时，对于 T , F 和/>来说结果为真。 

递归步驟 £ 证明如果对于复合命题 P 和9来说，结果为真，则对于（，夕）、 q 、、( pAq)s 
(户 —"9) 和 ( 来说，结果都为真， 

例13解释如何用结构归纳法证明关于合式公式的结果. 

例 13 证明例10所定义的复合命题的每个合式公式都含有相等个数的左括号和右括号 & ■ 
证基础步驳；公式 T , F 和^每个都不包含括号，所以显然它们含有相等个数的左栝号和 

右括号 D 

递归步规：假设 f 和 g 都是各自含有相等个数的左括号和右括号的合式公式。换句话说_如 
果心和 心分别是 P 和 g 中左括号的个数， Q 和~分别是 p 和中右括号的个数，则 G = 并 
且 / v = ry 为了完成归纳步骤，需要证明 ( P \! q、 、 (pAqU ( 和 （ 也各自含有 
相等个数的左括号和右括号。这些复合命题中第一个的左括号个数等于& + 其他毎个复合命 
题的左括号个数等干 G + 4 + U 同样，这些复合命题中第一个的右括号个数等于0 + 1,其他毎 
个复合命题的右括号个数等于 O+q + U 因3^4 = 4并且“ 所以这些复合表达式每个都 

含有相等个数的左括号和右括号 u 这样就完成归纳证明。 □ 

假设 P ( w > 是的宇符串集合上的命题 函数。 为了用结构归纳法来证明对于所有 
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的宇符串来说 P ( w ) 成立，需要同时完成基础步骤和递归步骤。这些步 骧是： 

基础步驟：证明 PU ) 为真。 

速归步骧：假设 p ( uz ) 为真，其中证明如果 : ce 2，则 p ( w ： r ) 也必定为真， 

例14解释如何在关于字符串的证明中使用结构归纳法， 

例 14 用结构归纳法证明 /( xy ) = / Cr )+/(30, 其中工和 7 属于即字母表 Z 上的字符 
串的集合。 

解本证明将基于定义2所给出对集合 S • 的递归定义和例9对字符串长度的定义 s 设 Pb ) 
是命题：每当时就有 /( a ) = Kx ) + Z ( y) ff 

基础步驟：为了完成基础步骤，必须证明 P 〈 A ) 为真， 即必须证明对所有来说，有 
/( xa ) = Kx )+ ka ), 因为对每个字符串 x 来说， iux ')= Kj ： y - Kx ) + o - K ^ y + iix ) t 所以 pa ) 


为真 D 

归纳步规 t 为了完成归纳步骤，假定 p ( y ) 为真， 而且证明这个假定蕴含着每当2时， 
就有为真。需要证明的是，对每个 ae s 来说有/(工如）=((1)+〖(3^)。为了证明这一点, 
注意到根据 K W ) 的递归定义（在例9里给出），有 = 斗1和 K %> = K y ) + U 而且， 


根据归纳假设，有 /<^0 = /(1)+代：^)。故得出 Kz ，）=/(: r ) + K ： y ) 十 l = / U ) + Z(;yaK ■ 

可以用结构归纳法证明关于树或特殊类别的树的结果。例如，为了用结构归纳法证明关于 
满二 叉树的 结果，需要证明下面的基础步骤和递归步骤。 

基础步驢: 证明对于只含有单个顶点的树 来说， 结果为真。 


递饵步廩；证明如果对于树： H 和乃来说.结果为真，则对于包含树根 r 和以 T ! 作为左子 
树并且以 h 作为右子树的树7\ * 74来说结果为真， 

在给忠例子说明如何用结构归纳法来证明关于满二叉树的结果之前，霱要一些定义，将递 
归地定义满二叉树 T 的岛度 MT ) 和顶点数 n ( T ), 首先定义满二叉树的髙度 6 


定义 


递归地定义满二叉树丁的髙度 wr) D 
基础步驟： 只含有树根 r 的满二叉树： T 的高度是 
递归步驟：如果乃 和了 2都是满二叉树，则满二叉树 T 


Ti 


乃 有高度 h ( T ) = l + 


max(MTi ) ， ft ( )) ^ 

如果设〃（: r ) 表示满二叉树： r 的顶点个数，则注意到 〃（ t ) 满足下面的递归定义： 

基础步骤：只含有树根 r 的满二叉树 T 的顶点数 WT ) 是 n ( T 卜 K 

速归步骤：如果乃和 T 2 都是满二叉树，则满二叉树 T=Ti - T 2 的顶点数是 n(T) = l-h 


n ( T i ) + n ( T 2 ) a 

现在说明如何可以用结构归纳法来证明一个关于满二叉树的结果 & 

如果 T 是满二叉树，则 W 71<2 M T>+1 -：U 
证用结构归纳法证明这个不等式 u 

基础步骤：对 TR 含有树根 r 的满二叉树来说，结果为真，因为 WT ) = 1 并且 / KT ) 


定理2 


0,所 


以 «< T ) = lO 0+1 -l = l fl 

_纳步琛：对于归纳假设，假定每 当1 和乃都是满二叉树时， ftrr 1 ><2 W T 1 ) + 1 - l 并且 
n (丁 + 1 — U 根据 WT ) 和 ft (丁 > 的递归公式，就有 n ( T)#l + 奴 + 和 h ( T )^ 


1 ~hmsLx(h( A ) . A{ Tg ) ) « 

我们发现 

n ( T )= 1 + niTi ) + n ( T 2 } 

< 1 + (2“ V +1 - I ) + 十 1 — 1) 


(根据 n ( T ) 的递归公式 > 
(根据归纳假设） 
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= 2 * max(2 A，tT i >+1 ) 一 I 

— 2 * 2 mA%ih{T i UhiT 2 ) ^ 1 — 1 

= 2 * 2 ACT> — I 
= 2^< t)+i — i 

这样就完成了归纳步骤。 

3. 4.5 广义归纳法 

可以扩展数学归纳法来证明关于除整数集合以外的其他具有良序性的集合的结果。虽然 7.6 
节将讨论这个概念，但是这里给出一个例子来说明这样一种方法的有用性。 

作为一个例子，注意到可以定义 NXN (非负整数的有序对）上的序，规定如果或者 
且: yi < W , 则 ( a , 力 >小于等于（幻，这称为字典序。具有这个序的集合 NX N 具 
有性质： NXN 的每个子集合都有最小元(参见第7章补充练习47)。这意味着可以递归地定义满 
足和71€~的项《^„，并且用数学归纳法的变种来证明关于这些项的结果，例 15 说明这 
一点 O 

例 1 S 假设对于 （ m , WeNXN 来说递归地定义如令 a Q j = 0 并且 

山 +1 若 W = 0 且 " l >0 

^ Im.n = ■. 

+ n 吞 ” > 0 

证明对于所有 （ m ， 来说(即对于非负整数的所有有序对来说）， = 

解 用广义的数学归纳法可以证明〜 ^ = m + nU + i )/ 2 & 基础步骤要求证明：当 （ m . n }= 
(0, 0) 时这个公式是有效的6归纳步骤要求证明：如果对于按照 NXN 上字典序小于 （ m , W 的所 
有有序对来说，这个公式是有效的，则对于 ( w , W 来说这个公式也是成立的， 

基础 步驟； 设 （ m , n ) = (0, 0) g 于是根据“+„递归定义的基础情形就有邮 3=0 d 另外，当 
m = rr =0 时 ， m + n ( n + 1)/2 = 0十 （G . 1)/2 = CL 这样就完成了基础步骤， 

归纳 步现： 假设每当按照 NX N 上字典序小于 Om , fO 时“ '十十1)/2。 

根据递归定义，如果 ” = 则“1因为 （ m -1. ;/) 小于 （ m ， n ), 所以归纳假设说 

1 十 17(?/ + 1>/2，所以。 u = m~l + 行 （ ti + U /2 + I 二 m + rt ( re + l )/2， 给出了所需要 
的等式，现在假设《>0,所以 a m + n =〜,„-i + i 因为 （ m , n —1) 小于 （ m ， n ), 所以归纳假设说 
™ m + < n — 1) rr’L 所以 a m¥Tt = m + <n ™ 1) n /2 + n — m + C — n^r 2 n )/2 = m + 7 i ( n + 1 )/2^ 

这样就完成 r 归纳步骤， ■ 

已经说过，在？ .6 节将说明这种证明技术的合理性, 


(因为两项之和至多是较大项的2倍) 
(根据 MT ) 的递归定义） 


练习 

L 求出 / U )、 /(2). /(3)和 / a ), 若 / U ) 递归地定义成:/(0) = 1,而且对《=0, 1, 2,…来说; 
f(n~h 1) = f (n) + 2 b)/(n+ l)~3/{n) 

c )/ (打十 1 卜 2~ d)/U+l)=/U)，+/ ㈤ t 1 

2, 求出/⑴、/(2), /(3 K /(4)和 /(5) t 若/( II 〕递归地定义成 s /(0) = 3，而且对？1 = 0，1，2，… 来说: 

a)/ (打十 1 ) = — 2 /( 打） b)/(n+l) = 3 /(m) 十 7 

€>/(«+!) = /( n ) 2 一 2/(n) 一 2 d) f(n+l) = Z fin}n 

3. 求出/(2)、/(3), / W 和/(5),若/递归地定义成：/(0) = — 1, f ⑴= 2,而且对71=1，2,…来说 i 

a ) /( n +1) = /( n ) + 3 /(n — 1) b )/( w + I ) —/(^) f /(« —1) 

c ) /(«+ l ) = 3/( ri) E — 4 /{ti — I ) 3 d )/(7 i + 1) — f ( n — l )/ f ( n ) 
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4* 求出/(2)、 /(3 K /(4)和/(5),若/递归地定义成：/(0) = /(1) = 1,而且对 fi = l 2，…来说； 

= bj /( n 4 l } = /( n )/< n - I ) 

c )/(« 1 i )=/ u) ? +/u — l ) 3 d 〕/ (打 + i)=/(”)//u — r ) 

5. 确定下列这些所谓的定义是否每个都是从非负整数集合到整数集合的函数 / 的有效递归定义。如果/是 
良定义，则求出当 n 是非负整数时 /( n ) 的一个公式并且证明这个公式是有效的， 

a ) / CO > = O t 对于 来说 /( n ) = 2 /(n —2) 

b ) /(0) = lt 对于 n>l 来说 = — 1> — 1 

c ) / C 0) = 2, / U ) = 3, 对于 来说 = 1) — 1 

d ) /(0>^ l t f ⑴= 2 ,对于 n >2 来说 /( rt ) = 2/( n _2) 

e ) /<0>= l , 如果 ？ i 是奇数 则 /(W = 3/ U —1)， 如果 n 是偶数则 f ( n ) = 9 f { n - 2 ) 

6. 确定下列这些所谓的定义是否每个都是从非负整数集合到整数集合的函数 / 的有效递归定义。如果/是 
良定义*则求出当《是非负整数时 /( n ) 的一个公式并且证明这个公式是有效的。 

a ) /(0) = l , 对于 来说— /(? t —1) 

b ) / CO)-K = /(2) = 2,对干 n >3 束说 /(”> = 2/( n -3) 

c ) /(0) = 0, /(1> = 1 T 对于来说， /( fi )-2/( fi + l ) 

d ) /(0> = 0, / Q ) = U 对于 n>l 来说， / Cn )-2/( n - i ) 

e ) /(0) = 2, 如果 a 是奇数旦? |>1 则 / U ) = /( n — l > ，如果 则 f ( n )^ 2 fin - 2 ) 

7. 给 ili 序列 {〜} 的递归定义，2, 3，若 


a ) a ^ = 6rt b)^ n = 

= 2 n +1 

c)a„ " 


d ) a # = 5 

8. 给出序列的递归定义 t n = 

■ 

1， 2， 3， 若 




1 a)a H = 4 n — 2 b ) a n - 

= 1 + ( - ir 

c ) a m = 

- 7|(nH- 1 ) 

d ) a „ — tv 


9,设 F 是这样的函数，使得 FU ) 是前 n 个正整数之和.给出 Fh > 的递归定义。 
10- 给出 S M U ) 的递归定义，即整数 m 与非负整数 n 之和 
11. 给出 P ™ U ) 的递归定义，即整数 m 与非负整数 n 之积。 




在练与12〜19里/,是第^个斐波那 契数， 

12- 证明：每当 n 是正整数时*有/! + /〗+*“ + /〗=/,/— 

13+ 证明：每当； 1是正整数时，有/\+/ 3 +…十 
M 4. 证明：每当 n 是正整 数时，有 /—W = ( — 1)、 
ns , 证明： 每当 抑 是正整数时， 有氕 f \+ j \ A 十…十 = 

*16. 旺明：每当”是正整数时 • 有 / v —_ a +/ 2 —*"一/ 2 ,— 1 +/ 2 , = /〜-_一1 
17-确定欧几里得算法求出斐波那契数爻和的最大公因子所用的除法次数，其中”是非负整数，用数 
学归纳法验证你的答案， 


& 


18+设 


A 


0 . 


证明 I 每当 n 是 m 整数时*就有 




r/.M fn 
fn 

19. 通过在练习里等式的两边取行列式，证明练习14里给出的恒等式 . （本题依赖于 2 X 2 矩阵的行列 
式概念 d 

*20 .给出兩数 max 和 min 的递归定义，使得 max ( ap ❼，…， a B ) 和， a 2 ， *•. ， a ，） 分别是？ i 个数 
a lf a 2 * i 中的最大值和最小值 

^2 L 设〜 ，七 .…，〜和 h ，心 ，…，乂都 是实数 fr 用你在练习20里给出的递归定义来证明下面的 结果。 
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a ) max ( — a \ § 一 a ” ~ ) * — min{ai f ) 

b ) inax (£ z l + d t , a z +&； t ， a H +6^ )< max ( a t , a 2 , ". f a ft ) + max (6 L ^ 匕,…, h n ) 

c ) min(^i + fc s , +6^ t …， a 如，…， 〜) + min (& i ， b ” …， ) 

22. 证明；集仓 S 是正整数集合 * 它定义成 ： 1 ES , 而且每当沒 S 和 /6 S 时就有 s + fS , 

23* 给出是5的倍数的正整数集合的递归定义， 

24-给出下述集合的递归定义： 

a ) 正奇数集合， b )3 的正整数次幕的集合 a d 整系数多项式的集合 a 

25. 给出下述集合的递归定义 s 

a ) 正偶数集合 a b > 模 3 与 2 同余的正整数的集合 c ) 不能被5整除的正轚数的集合 v 

£6■设 S 是如下递归地定义的整数有序对的集合， 

基础肀驟 * (0， o ) es 9 

递归步*:如果 6) es + 则 U + 2* 6+3 )GS 且 （a + 3, 6+2)65, 

a ) 列出递归定义的前5次应用所产生的 S 的元素 d 

b ) 对定义的递归步骤的应用次数使用强归纳法来证明当 u ，&)6 S 时5丨 a+l 

c ) 用结构归纳法证明当（心 A ) GS 时5丨 a + b ^ 

27+设 S 是如下递归地定义的整数有序对的集合 ； 

基紬步蠊： （ o _ o ) es a 

递刼 步碌： 如果则 u ，6+ nes , g + i , 6+ i ) es 且 u + 2 , *+ ues a 

a ) 列出递归定义的前 4 次应用所产生的 S 的元素 . 

b ) 对定义的递归步骤的应用次数使用强！ H 纳法来证明当6)€5时0<2匕 
c > 用结构归纳法证明当 U , &)6 S 时 

28. 给出下列每个正整数有序对的集合的递归定义，（提 示： 把集合中的点画在平面上并且寻找包含集合中 
的点的直线 

a ) S ^{( a , h ) I t 且 a + 6 是奇数 } 

b ) S ^ iia f h ) I aGZ + • b € Z ^ R a ! b ) 

c ) S ={{ a , h ) I d € Z + ，十并且 3 I a + b } 

29. 给出下列每个正整数有序对的集合的递归定义 6 用结构归纳法证明所找到的递归定义是正确的(提 
示：为了找出递归定义，把集合中的点画在 平面上 并且寻找模式 J 

&) S ={( a * 6) I “€2+, 且 a +6 是偶数 } 

b ) S ={( a , h ) I atZ + t 6€2 + 且 a 或 6 是奇数 } 

c ) S ={( a 1 6) S a 6 Z + , 托 Z + 且 a + 6 是奇数且 3 | A } 

30. 证明；在位串中，字符串01至多比字符串10多出现1次。 

3 1 . 定义由表示集合的变量和 r , u , n , _〖里的运算所组成的集合合式公式。 

32. d 给出计算位串 s 中1的个数的函数 ottesU ) 的递归 定义， 
b ) 用结构归纳法证明 ones ( st ) = onesU ) + ones ( f ). 

33. a ) 给出等于十进制数宇的非空字符串中最小数宇的函数 mU ) 的递归定义。 
b > 用结构归纳法证明 m ( st ) = min ( m (,0 T m ( i >) 

一个宇符串 的倒置 （反转 ）， 是由原宇符串里的符号以相反顺序组成的字符串。把宇符串 to 的倒置表示 
成 

34. 求出下面的位申的倒 

a )0 l 0 l b)l 1011 c )1000 1001 0111 

35. 给出宇符串的倒置的遂归定义。（提示；首先定义空串的倒 JSL 然后把长度为 n + 1 的宇符串如写成 

其中2是长度为 W 的字符串 T 弁且利用/和 J 来表示瓜的倒置 d 
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*36. 用结构归纳法证明： = 

37- 给出 W 的递归定义，其中 w 是字符串而〖是非负整数 。 <在这里 u / 表示字符串 ™ 的 i 份复制品的 
连接 

*38* 给出回文位串的集合的递归定义。 

39+ 位串集合 A 定义成 

A ^： A 

若 jc £■ A 则 Oxl € At 

其中 A 是空串 . 哪些字符串屬于 A ? 

*40+ 递归地 定义： 所包含的0比1多的位串的集合。 

4 L 用练习37和数学归纳法 证明： m 其中 w 是位串而；是非负整数。 

M 2, 证明：每当 W 是位串而^是非负整数时 • 就有 =( W )% 即证明一个字符串的倒置的 i 次幂是这个 
字符串的；次 籍的倒 笪。 

43. 用结构归纳法证明： n ( T )^ 2 h ( T }~ h } r 其中 T 是满二叉树，等于 T 的顶点数， MT ) 是 T 的高度 s 


可以递归地定义满二叉树的树叶和内点。 

基础步碌：树根 r 是恰有一个顶点 r 的满二叉树的树叶 t 这个树没有 内点， 

递归步猓：树 T - r t . T , 的树叶集合是： n 的树叶集 合与乃 的树叶集合之并 D : r 的内点集合是 r 的树 
裉 r 与乃 的内点集合与 T , 的内点集合之并， 

44, 用结构归纳法证明 s 满二叉树丁的树叶数 /( T ) 比丁的内点数1<71多 U 

45. 仿照例15用广义归纳法证明 i 如果把心, # 递归地定义成并且 


I ■内 


n *— 11 


+ 1 若 n 二0且 m >0 
+ 1 若 n >0 


则对于所有（相， n )6 NXN 来说 

46- 仿照例15用广义归纳法 证明； 如果把^，递归地定义成心3 =5并且 


若 »=1 £1 财>! 

\^ m rn -l +2 若？ 1>1 


则对于所有 （ m T ? i )6 Z + XZ 十来说 + + 

*47. 正整数的分拆是把 n 写成正整数之和的方式，例如，7 = 3 + 2十1+1是7的分拆 B 设 I 3 — 等于 m 的不 
同分拆的数目*其中和式里项的顺序无关紧要，并设是用不超过”的正整数之和来表示 m 的不同 

方式数。 

a ) 证明： = 

b ) 证明，下面的 的递归 定义是正确的 s 

r l 若 m = I 

I 若 n —1 

Pm ,~< Pn,.r 若所 <n 

1 + P«twi 若 m = n^>l 

^ 若 rn > n>l 

e ) 用这个递归定义求出 5 和 6 的分拆数 。 

考虑阿克曼適數的一个变种的下述归纳定 义。 这个函数是根据德 H 数学家威尔海姆 • W 克曼的名字来 
命名的，他是大数学家大卫‘希尔伯特的学生，在递归函数论以及在涉及集合合并的某些算法的复杂性研 
究中*阿克曼函数都起到重要的作用，（这个函数有多种不同的变种，都称为阿克曼 函数， 并里都有类似的 
性质，尽管它们的值不一定相等 d 
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2 n 

0 

n )— 

2 

. A ( m —1 1 n — 1 )) 

练习 48-55 涉及这种形式的阿克曼函数 
48+求出阿克曼函数的下列值 。 


若 m = 0 

若 且 ？ i = 0 

若且 打=1 

若 m > l 且«>2 


^) AQ , 0> b ) A (0, 1) c ) A ( l , 1) d ) A ( 2 , 2) 

49, 证明；每当 m>l 时，就有 A ( m , 2) = 4, 

50, 证明： 每当11>1时，就有 AC 1, «) = 2 r , 

5 L 求出阿克曼函数的 T 列值， 


a ) A <2, 3) * bMU , 3) 

*52 - 求出 A (3, 4), 

_53-证明 s 每当 m 和 II 都是非负整数时，就有 ACm ，«) 

*54， iiE 明 s 每当 m 和 n 都是非负整牧时，就有 A(m+li n)^A(m f «)„ 

55. 证明 s 每当 i 和 j 都是非负整数时，就有 

【 ^56,用数学归纳法证明：通过规定 F (0) 和从 F ( n ) 获得 F( n + 1) 的规则，所定义的函数 F 是良定义的， 
c ^7 - 用数学归纳法第二原理证明；通过规定 F (0)， 以及对* = 0，1, 2， …，… 从 FU ) 获得 FU 丄 1) 的规 
则，所定义的函数是良定义的， 


5 S - 证明： 下述每一个所谓的对正整数集合上的_数的递归定义都不能产生良定义的函数。 

幻对 来说 F (? i )= i + F 【[ y 2」）， 而 aF(n = i , 

b ) 对 n >2 来说 f ( n )- l + FCii -3 ) T 而且 F ( l )=2 和 F (2)=3, 

c ) 对 n >2 來说 F ( n ) = l + F (? i /2), 而且 F ( l ) = l 和 F (2) = 2 C 

d ) 若是偶数而且 h >2 则 FU)_l + F ( n /2>, 若11 是奇数则 FU ) = l _ F < n — l ), 以及 F ( l ) = l . 

e ) 若是偶数而且则 F ( n ) = l + F { n / 2 } t 若 n 是奇数而且 n >3 则 F ( n ) = F <3 n -1) ,以及 F ( l ) = “ 
S 9. 证明 t 下述每一个所谓的对正整数集合 L 的函数的递归定义都不能产生良定义的函数 4 

a ) 对 来说 F ( n ) = l + F ( L(n + l >/2 j ), 而且 F(D = l a 

b } 对 来说 + 而且 F ( l ) = 0 a 

c ) 对 n >3 來说 F (打 S^l + fXn / S ), 而且 F ( l ) = l t F { 2 ) = 2 , 以及 F (3) = 3* 

d ) 若 ft 是偶数而且 则 F ( n ) = 14 F ( n /2) t 若？? 是奇数则 F ( n ) = l + FCn —2) ,而且 F ( 1) = 1。 

e ) 若 rt >2« Fin ) = l + FiFCn - U) f 而且 F ( l ) = 2 tt 


练习 SO 〜 62 处理对数函数的迭代 d 像通常一样，设示以2为底 n 的对数 a 函数归地定 
义成 

n 若 k =0 

log …< logUog (卜] k n > 若】 og u ^ 有定义旦为正数 

、无定义 其他情况 

迭代对數 是函数 log * 7!,它在 H 处的值是使得 log^^l 的最小的非负整数 JL 
60. 求出下述的毎一 个值： 

a } bg £2J 16 b ) log ⑶256 c ) log ⑶2衫 ™ 4 ) bg ⑴ 2 严讲 

61 L 对下述的每一个 log H n 的值，求出？ I 的值： 

a >2 b )4 c )8 d )16 e >256 f )65 536 g}2 3913 


62. 求出使得 bg ‘《 = 5 的最小整数 i 确定这个数的十进制位数。 
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练习63〜 S 5 处理迭代函数的值。假定/&>是从实数 集合， 或正实数集合，或某些其他的实数集合到实 
数集合的函数，使得 /( n ) 是单调递增的[即当时有 /( n )</( m ), 并且对/的定义域里的所有 n 来说， 
/ U)< n J 函数递归地定义成 

(n 若 k = Q 

若 A>0 

另外,设 c 是正实数.迭代函教/；是为了把/的自变 H 缩小到小干或等于 r 所需要的/的迭代次数，所以 
/； ( n 】 是使得广 3 U )< e 的最小的非负整数 h 

53■设 — a , 其中 u S 正整数。求出 /^( n ) 的公式 s 当^是正整数时， f (幻的值是什么？ 

64. 设 = 求出的公式.当 h 是正整数时. /, h U ) 的蒗是什么？ 

65, 设 /( n )= V ^ 求出的公式，当 n 是正整数时， KU > 的值是什么？ 

3.5 递归算法 


3.5- 1 引言 


有时可以把带有具体的一组输入的问題的解归约到带更小的一组输人的相同问题的解，例 
如，求两个正整数 a 和&的最大公因子的问题，其中就可以归约到求一对更小的整数（即 
6 moda 和 a ) 的最大公因子的问题，因为 gcd ( Amoda ， a ) = gcdiaf b ) a 当可以实现这样的归约时， 

就可以 用一系 列归约来求出原问题的解，直到把问题归约到解是已知的某个初始情形为止。例如， 
对求最大公因子来说，归约持续到两个数中较小的一个为零，因为当 a >0 时， gcdU ， Q ) 〜 

我们将看到，连续地把问题归约到带更小的输入的相同问题，这样的算法可用来解决广泛 


的问题 0 

gas — 若一个算法通过把问题归约到带更小的输人的相同问题的实例，来解决原来的问 
题，则这个算法称为递 归的. 



在例1、例2、例4、例5和例 6 里将描述几个不同的递归算法^ 第一个 例子说明如何 
构造递归算 法从函 数的递归定义来求函数 的值。 


例1给出计箅 M 的递归算法，其中^是非零实数而打是非负整数^ 

解可以让递归算法是基于 M 的递归定义。这个定义说对 n >0 来说有 M +l =a * V ，而初 
始条件是^ =〗。为了求出就连续地用这个递归定义来缩小指数，直到指数是零为止 * 在算 
法1里给出这个过程 & ■ 


算法 1 计算 f 的递归算法 

procedure power (a : 非眾实数， h 非负整数》 

if tt ~0 then pomerCa ^ n ) t = l 

else poweria^ n) t ~a * poweria^ n~ 1) 


例 2 设计一个计算 6 n modm 的递归算法， J 1: 中 h ri 和 m 是满足?? 1 且 I <6〈 m 的 

整数 

解 可以基于 mod "! = (A • (~ 1 modm )) modm 这个事实来构建递归算法 * 送个事实来自 
3, 1节练习23和初始条件妒在本节末把这个事实留给读者作为练习 h 

但是，可以设计出一个更有效的递归算法，用伪码把这个箅法描述成算法2。 _ 
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算法2递归模指数 

procedure m posher ( f ? 1 m* 满足,打為 0 且 的整数） 

if ?i = 0 then 

rnpirwer(b，n * m) = 1 

else if n 是偶数 then 

mpouuerihi n. tn) — mpo^i^rCh, w/ 2 1 m)~uiod^ 

dse 

jnpmverib，n t m ) — ( mpoiverih ^ [^ t /2」* ?«) 2 modm * bmoAm ) modm 
i mpazuer ( f?t m ， m)=ff modr ? i } 


可以用强归纳法证明递 t )3 算法是正确的，即对于所有可能的输人值来说递归算法都可产生 
所需要的输出^例3通过证明算法2是正确的来说明如何做到这一点^ 

例3证明计算模指数的算法2是正确的^ 

, : 制^: 、 解对指数〃用强归纳法》 

基础步嫌：当 = 0时 rt ， m ) — I * 因为每当 A 是整数，彷是整数，满足 
m >2 且1<6<您时…!!!“ m = l , 所以基础步骤就完成了， 

归纳步驟；归纳假设是：毎当6是正整数， m 是整数，满足且 6< m 时，对于所有整 
数来说， mp < ywer ( b ， j ， m )= i ^ mod m „ 

当丨是偶数时，就有 mpower{b 、 k ’ m)— mpovjeri b 9 k/2, m) 2 jmd m = (^ /2 mod m) 2 mod 
Mmod 其中使 用了归 纳假设以便把 mpoufer(b 9 kf t ， m) 换成 b k/z mod to c 

当杳是奇数时 ，孰有 mpoweri b ， k ， m )~{ ( mpo-iveri hf jdl 一， m)) 2 mod m * b mod ra)mod m — 
((少 2 」mod m) £ mod m * h mod m)mod m = 6如’ 2 】十 1 mod m — fr^mod m , 利用了 3, 1 节练习 23 ，因 
为当*是奇数时 2 p /2」+]=2 U _ I >/2 + l = A , 这里使用了归纳假设以便把 lk /2 j , 
»7)换成& Mmodm , 这样就完成了归纳步骤并且证明算法2是正确 的1 ■ 

下一步给出求最大公因子的递归算法 4 

例4 给出求满足 a <6 的两个非负整数 a 和6的最大公因子的递归算法。 



现在将要给出 2. I 节所介绍的搜索算法的递归形式。 

例5把线性搜索算法表达成递归过程 s 

解为了在搜索序列^ ，的 # …，〜里搜索 _ r . 在算法的第；步比较 z 与若 x 等于 a iT 
则 i 是 z 的位置 a 否则，对 x 的搜索就归约到在少了一个元素的序列 < 即序列 a , + 1,…， a „) 里的 
搜索，现在给出一个递归过程，用伪码把这个过程表示成算法 I 

设 searcM “夂 Z ) 是在序列 a ,* am , …，巧里搜索: r 的过程，过程的输入包括 H 元组 （ 1, 
- r ). 若剩余序列的第一项是： r , 或者若序列只有一项并旦它不是 X ，则过程在这一步终止。 
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若 x 不是第一项而 M 存在其他的项，则执行同样的过程*但是捜索序列减少一项，它是通过删除 
搜索序列的第一项而获得的. ■ 


算法4递归线性搜索算法 

procedure s 时 rch (“ j , x) 

iff a a —x then 


location 1 = i 

else if i = j then 

location * =0 

else 


search(i + 1 * j * x ) 


例 6 构造二分搜索算法的递归形式， 

解假定要在序列⑺ ，幻 ，…，〜里求出1的位置 d 为了执行二分搜索，首先比较 I 与中 
间项 a Lrn +1) o 若 i 等于这一项，则算法将终止。否则，把搜索归约到更小的搜索序列，即若 : r 
小于原序列的中间项*则归约到序列的前一半，否则归约到后一半 a 己经把搜索问题的解归约到 
带长度近似为一半的序列的相同问 M 的解，二分搜索算法的这种递归形式表达成算法5。 ■ 


算法 S 递归二分搜索算法 
procedure binary search (j~t i ， j) 

tf jr=a m then 

location * = m 

cl 鋒 if ( 尤 < 知且丨 < 爪 ） then 

binary search (X ， i ， 

else If ( ii j then 

hinary search (.x^ 印 + 1， /) 
tht location 5 = 0 


3,5.2 递归与迭代 

递归定义把在正整数处的函数值表达成在更小的整数处的函 数值。 这意味着可以设计递归 
算法来求出递归地定义的函数在正整数处的值 a 

例7算法6中的递归过程当输人是正整数《时给出 h !的值。 _ 

__ _ _ ■_■■■■ - ■■ ■=■■ _ - — . .. ■ ■■ 

算法6阶乘的递归过程 
procedure factorialin% 正整数〉 

if n= 1 then 

factorial(n) s = 1 


else 


factorial ( n ) *~n * factoriat ( n ~ 1) 



教学推理、归纳与递归 


225 


存在另外一种方式，从阶乘函数的递归定义求它在整数处的值。代替连续地把计算归约到 
在更小的整数处来求函数的值，可以从在1处的函数值幵始，连续地应用递归定义来求出在 
更大的整数处的函数值。这样的过程称为迭 代的。 换句话说，为了用迭代过程求出从1 
(即在1处的阶乘函数值）开始，连续地乘以每个小于或等于 n 的正整数 V 这个过程显示在算 
法7。 

算法7阶乘的迭代过程 

procedure zterati-ue factorial (nt 正整数） ： 

1 : = 1 ! 
far i t = I to n 

jo * — i * jt 

U 是 《!} 

在执行了这段代码之后，变 Ml 的值是例如，执行这个循环6遍之后给出 S ! =1*2- 
3 * 4 * 5 * 6 = 720, 

对递归地定义的序列求值的迭代方法，比起使用递归的过程来，常常要求较少量的计算（除 
非使用专门的递归机器 k 用求第《个斐波那契数的迭代和递归过程来说明这一点。首先给出递 

归过程。 

- - - » 一 J .1 JTfc ■ Eb_.*. ■ ■ ■ I 

算法 8 斐波那契数的递归算法 
procedure fiixmacciini 非负整数》 

If n = 0 then fibonacci (0) : — 0 
else if n ~ l then fihonaccii 1) s — 1 

else fihonacci ( n ) J = fibonacciin ^ 1) ^ fibonacciin -^ Z ) \ 

__ _ _ —i— -- •—~"■ ■ ■■ ■■■■ - - - - ■■■■■ ~ *-= ~ -- --- - 

当使用递归钚 法求八 时，首先把 A 表示成八然后把这两个斐波那契数都换成 
两个前面的斐波那契数之和。当 /。 或 /] 出现时，就直该换成它的值。 

注意， 在递归的每个阶段，直到获得 / l 或 / o 力土， 

餚要求值的斐波那契数的个数都一直翻倍「例如，当使用 
这个递归算法求出/4时_就必须完成图 3-15 里的树形围所 
说明的全部计算。这个树包栢用 _ A 标记的根，以及从极刊 
用两个斐波那契数/3和/2标记的顶点的分支，它们出现 
在乃的计算的归约 1 U 每个后续的归约都产生树里的两个 
分支 • 当遇到八和/,时，这种分支结束 * 读者可以验证 
一下，这个算法需要 + 次加法来求出 

现在考虑用算法9中的迭代过程来求盅/„所需要的计 

阁 3-15 递归地求 /* 的值 

箅最 6 
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m 3-16 对 8, 2, 4， 6, 9，？，10, 1，5, 3 的归并排序 


列的，把它们合井成元素都是按升序排列的较大的表，直到原来的表排成升序为止。这些合并的 
子表的序列可以表示成平衡的二叉树， 

也可以递归地描述归并排序。为了做归并排序，把表分成大小相等或近似相等的两个子表 • 
用归并排序算法排序每个子表，然后合并这两个子表 & 算法10给出归并排序的递归形式。这个 
算法使用子过程 merge , 算法11描述 merge „ 


算法10递归归并排序 

procedure mergesortiL = a \ ^ - ■， ， a n ) 

if n > 1 then 

tu 5 = |^jj/ 2 

Ll : = £21 , < 32 ，…， din 

1—2 ’ + 1 ， + 2 i 

L * = mergeimergesorti Li ) ， mergesort( L2 )) 

{ 现在 L 中的元素以非降顺序排列 } 

为了实现归并排序，需要把两个有序表合并成更大有序表的有效算法 & 现在将描述这样的 
过程。 

例9将描述如何合并两个表 2. 3，5, 6和1，4。表 3-3 说明所使用的步骤 0 
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表 3-3 合并 E 排序的表 L 3 f S ， 6和 I 4 


第一个表 

第二个表 

合并的表 

比较 

2 3 5 6 

1 4 


1<2 

2 3 5 6 

4 

1 

2<4 

3 5 6 

4 

1 2 

3<4 

5 6 

4 

1 2 3 

4<5 

5 6 


1 2 3 J 




1 2 3 4 5 6 



首先，比较两个表里的最小元素，它们分别是2和1。因为]较小，所以把它放在合并的表 
的开头井旦从第二个表删除它，在这个阶段上 . 第一个表是2, 3, 5, 6,第二个表是4,组合而 
成的表是 

其次，比较2和4,它们是两个表里的最小元素。因为2较小，所以添加它到组合的表并且 
从第一个表 删除它 0 在这个阶段上，第一个表是3, 5, 6,第二个表是4,组合而成的表是1，2。 

继续比较3和4,它们是各自表里的最小 元素。 因为3是这两个元素中较小的，所以添加它 
到组合的表并且从第一个表删除它 D 在这个阶段上，第一个表是5, S , 第二个表是4,组合而成 
的表是 I ，2，3, 

然后比较 5和4, 芭们是两 个表里 的最小元素。因为 4 是这两个元素中较小的，所以添加它 
到组合的表并且从第二个表删除它.在这个阶段第_个表是5, 6,第二个表是空的，组合 
而成的表是〗，2, 3, 4, 

殽后，因为第二个表是空的，所以第一个表的所有元素可以附加到组合表的后面，保持它们 
在第一个表里的出现顺序 Q 这样就产生出有序表2, 3, 4, 5 ， L _ 

现在将考虑合并两个有序表 L ! 和 L 2 成一个有序表 L 的一般问题，可以使用下面的过程, 
从空表 L 开始。比较两个表的最小元素 9 把这两个元素中较小的放到 L 后面 * 并且从它所在的 
表删除它，下一步，若“和/^有一个是空的，则附加另-个（非空）表到 L ， 这样就完成了合 
并。若1和1 2 都非空，则重复这个过程，算法 n 给出这个过程的伪代码描述。 

算法 n 归并两个表 ！ 

pmceidpi^ merge{L\ , 3 ^) 

L := 空表 

while L] Lz 都非空 

begin 

从 L , 和1 2 的第一个元累中较小的元素所在的表中删除这个元素并且 
把这个元素放到 L 的左端 

if 删除这个元素导致一个表为空 tlim 从另一个表中 刪除所 有元素并且把这些元素附加 
I 到 L 的后面 

md { L 是元素按照递增顺序排列的归并 的表） 


在对归并排序的分析中 * 将需要估计合并两个有序表 U 和 h 所用的比较次数1对于算法 
11 来说， W 以容易地得出这样的估计，每次比较川的一个元素与 L 2 的一个元素，把一个附加 
元素添加到合并的表/-屮。不过，当 Li 或心为空时，就不需要更多的比较了<>因此 * 当执行 
削+ n — 2次比较时，其中 w 和 ri 分别是 J - 1和 [2 中的元索个数，另 H 1 1效率最低， L | 和 h 每 






数学推理 、踣纳与速妇 


229 


个只剩下一个元素 ， 下一次比较将是最后一次，因为这次比较使得这两个表之一为空 。 因此，算 
法使用不超过 m + n — l 次比较 . 下面的引理总结了这个估计 D 

UliSI 使用不超过 m + n - t 次比较，可以把带 m 个元素和 n 个元索 的购个 有序表合并成 
一个有序表。 

有时使用远远少于 «—1 次比较就可以合并两个长度为 m 和的有序表^例如，当 m=l 
时，可以用二叉搜索过程来把第一个表里的这一个元素放进第二个表，这只需要 「 log / ll 次比较， 
对来说* 辟 1比 m + n — 1 = «小得多。在另一方面，对 m 和《的某些值来说，引理1给出 
了最好可能的界限。即存在着带有 m 个和《个元素的表，比较次数少于 m + a _ l 次是无法合并 
它们的，（见本节末尾的练习35。） 

现在可以分析归并排序的复杂性了。与研究一般性问题不一样的是，将假定表中的元素个 
数？ I 是2的幂，比方说这样将使得分析不是太复杂，但是当实际情况不是这样时，还可以 
做各种修改，这些修改将产生同样的估计 。 

在分解过程的第一阶段上，把表分解成 两个了 表，每个子表都有 P - 1 个元素，位于分解所 
生成的树的1层上 & 这个过程继续下去，把两个带 2^-1 个元素的子表分解成四个在2层上各有 
个元索的子表，并依此类推。在_般情况下.在6 — 1层上有以- 1 个表，每个表有2^ +1 
个元素 ^ 在 A _1 层上的这些表分解成在 々层 上的 2* 个表，每个表有个元素 ^ 在这个过程 
的最后，有 2 m 个表，每个表有一个元萦 T 在 m 层上 Q 

可以这样来开始合并 S 把 M 个含-■个元素的表成对地组合成个表 t 都在 ffi - l 层上， 
各有两个元素。为了这样做，把对含一个元索的表合并。每_对衷的合并恰好需要两次 
比较 ， 

这个过程继续下去，使得在 々层上 U = m ， 3，2, 1)， 2^ 个各有产—*个 
元素的表合并成2*- 1 个表 ， 各有个元素 ， 都在层上 d 为了这样做，需要总共 
次合并两个表，每个表有个元素。但是，根据引理] ， 这些合并每个都可以用至多+ 

= 1次比较来完成 . 因此，从々层进行到 A — 1层，可以用至多 +1 —1) 

次比较来完成。对所有这些估计求和就证明了归并徘序所需要的比较次数至多是 

At iff rlt 

^ 2 卜 1 — 1) = ^ 2^ — ^2 2^ -1 — mZ m — (2” — ]) = 73 log 校 — 視 + 1 

J ： ™ 1 + — 3 + 1 

ne 

因为 m =]叫/!和?1 = 这样求冗的值；注意它是 m 个相同的项之和，每个都等于这样 

1 

求 t 2 k ~ l 的值； 用 3.2 节定理1几何级数备项求和的公式^ 

I ] 

这样的分析说明，归并排序达到了排序算法所需比较次数的最好~能的大0估计4卩下面的定 
理所述 t 

wmm 对一个带 a 个元素的表进行归并排序所需要的比较次数是 
在练 y 里描述另一个有效的算法—决速排序。 

练习 

L 给出每当《足止整数而: T 是整数时，计算 M 的递归算法， 

2, 绐出求前71个正整数之和的递归算法. 

3, 给出求前 n 个正奇数之和的递归算法。 

4. 给出求_组有限个整数的最大值的递归算法。 

5. 给出求一组有限个整数的最小值的递归算法。 
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6* 设计一个递归裤法，每当 n 、 jc 和 m 都是 IF _ 整数时，基于事究 x〃mod ?? t = ( mod m * jc mod m)mod m 
求出 x n mod 

7. 给出每当 n 和 m 都是正整数时，求 M mi > d 叩的递归算法 B 

8. 给出求出整数列表中的众數的递归算法。（众数是列表中出现的频繁程度至少与其他每个元索一样的 

索， ） 

9. 设计一个递归算法，它计算假如 gedU , 6) = gcdU , 时，满足 a <6 的两个非负整数 a 和6的最大 
公因子 . 

10. 虹明；练习2找到的求前 n 个正整数之和的速归算法是正确的 

11. 设计把两个非负整数 z 和 ： v 相乘的递归算法，基于这样的車实：当 y 是偶数时 = (： v /2)), 当 : v 

是奇数时 i 5^2 U * Ly /2」）+： r , 以及初始条杵:当时 

U . 证明：练习11设计的算法是正确的， 

13. 证明 f 练习1找到的递归算法是正 确的。 

14. 证明 s 练习4找到的递归算法是正确的 D 

15. 证明： 算法1是正确的。 

16. 设计求的递归算法，其中《是实数而《是正整数，[提示：利用等式^〃 1 

17. 对于求的值，练习16里的算法所用的乘法次数与算法1所用的乘法次数相比较的结果如何？ 

^18-用练习16里的算法，设计当《是非负整数时求 V 的值的箅法，（提示；利用 n 的二进制展开式。） 

*19* 对于求/的值，练习18电的算法所用的乘法次数与算法1所用的乘法次数相比较的结果如何？ 

20 , 为了求出斐波那契数/ 7 ,在算法 S 和算法9里给出的递归算法和迭代算法，各自分别使用多少次加法？ 
2 L 设计求_个序列的第 n 项的递归箅法，该序列定义成： a , = U 而且对 rt = 2, 3, 4,…来说有 

(2« _ a，—j s 

22, 设计求练习21 __定义的序列的第打项的迭代算法, 

23. 求练习21里的序列的递归算法与迭代算法，哪个算法更有效？ 

24 - 设计求一个序列的第 u 项的递归箅法，该序列定义成；叫=1 ， fli ^2, a =3， 而且对 ” = 夂5，… 

来说有 屯 = a --3 + a n - 2 +*1二 & 

25. 设计求练习24里定义的序列的第《项的迭代算法。 

26* 求练习24里的序列的递归算法与迭代算法，_个箅法更有效？ 

27. 给出求_个序列的第 n 项的递归箅法和迭代算法，该序列定义成^ ^-3, 七=5,而且 a B = 

哪个算法更有效？ 

28. 根据 3. 4节练习47里给出的递归 定义， 给出求正整数的划分数的递归算法 * 

29. 给出求字符串的倒置的递归算法 。 (见 3.4 节练习34前面的说明黾对位串 的倒置 的定义 J 

30- 给出当 u ； 是位串时，求字符串即 w 的纟个复制品的 连接} 的递归算法 . 

31- 给出递归算法来计算阿克曼函数的值，（提示：见3, 4节练习48前面的说明 

32, 用归并排序来排序4, 3, 2, 5, h 心 A h 说明算法所用的所有步骤 

33, 用归并排序来排序 h ^ g , A , i , 〜 Jt , 说明算法所用的所有步骤. 

34+为了用箅法11來合并下面的成对的表，需要多少次比较？ 

a) l, 3, 5 ? 7 t 9i 2, 4 t 6, 8 t 10 

b ) l , 2, 3, 4, 5* 6 f 7, 8, 9, 10 

c ) l t 5, S , 7, 8； 2, 3 t 4 t 9, JO 

35, 证明： 存在着带有 m 个和 n 个元素的表，使得它们不能用算法11以少于 m + n — i 次的比较来合并成一 
个有 序表. 

US . 当两个升序的表里的元素个数如下时，把它们合并成一个升序的表,所需要的最少比较次数是什么？ 
a ) l t 4 b )2, 4 c )3 f 4 d )4 t 4 
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*37. 证明 t 归并排序算法是正确的， 

快速排序是一个有效算法 t 为了梓序以，❼，…，这个算法首先挑出第一个元素化并且构造两个 
子表， 第一个子丧包含小于 A 的元素 * 是按照元素岀现的顺序排列的> 第二个子表包含大于 U ] 的元素， 
是按照元素出现的顺序排列的.然后把％放在第一个子表的后面。对每个子表递归地重复这个过程，直到 
所有子表都只包含一个项为止。 n 个项的有序表是这样获得的：按照只含有一个项的子表出现的顺序来组 
合它们. 

38. 用快速排序米棑序3, 5, 7，8， I ，9，2，4，6, 

39. 设七，七，…，〜是 n 个不同实数的表 & 从这个表构造两个子表，第一个子表包含小于 A 的元累而第 
二个子表包含大于 A 的元素》那么需要多少次比较？ 

40. 用伪代码描述快速排序算法 s 

41- 用快速排序 算法来 排序四个元素的表，需要的最大比较次数是什么？ 

42- 用快速排序算法来排序四个元素的表_需要的最小比较次数是什么？ 

43,就所用的比较次数而言，确定快速排序苒法的最坏情形复杂性。 

证明： 对 n >4 来说， lognj 大于 （ rtbg ”)/4。 （提帝 i 从不等式 n ! > ir ( n _ 1 )( n _2) …人手 *) 

3.6 程序正确性 
3.6.1 引言 

假定设计了一个解决问题的算法，而 M 编写了实现它的程序 • 如何才能保证这个程序总是 
产生正确的答案？在消除了所有的错误使得语法正确之后，可以用简单的输人来测试这个程序 & 
若对任何简单输人来说产生了不 JE 确的结果，则它是不正确的。但是即使对所有的简单输人来 
说这个程序都给出了正确的答案，它也不一定总是产生正确的答案（除非已经测试了所有可能的 
输人） s 筲要一个说明这个程序总是给出正确答案的 证明。 

程序验证（即程序正确性的证明）使用在本章里描述的推理规则和证明技术，包括数学归纳 
法 。 因为不正确的程序可能导致灾难性的后果，所以 B 经构造了大 fi 的方法来对程序进行验 
在使程序验证自动化以便可以用计算机来完成方面已经作出了大量努力，但取得的进展是非常 
有限的事 实上* 一些数学家和计算机理论家争论的使复杂程序的正确性证明机械化永远是不 
现实的。 

本节将介绍用来证明程序为 疋确的 一些概念和方法。不过，在本书里将不逐步展开讨论程 
序验证的完整方法.本节将把逻辑规则、证明技术以及算法的概念联系在一起，对程序验证领域 
给予粗略的 介绍。 

3.6,2 程序验证 

若对每个 pT 能的输入来说一个程序都产生正确的输出，则说这个程序是正 确的。 一 个程序 
的正确证明包括两个部分。第一部分证明=若程序终止，则获得正确的答案，证明的这一部分证 
明了程序的部分正确性。证明的第二部分证明『程序总是终止 a 

为了规定程序产生正确的输出是什么意思.使用两个命题 a 第一个是初始断言，它给出输人 
值必须具有的性质。第二个是终结断言，它给出假如程序做了要求它做的事情，则程序的输出应 
当貝有的性质。当验证一个程序时，必须提佻适当的初始断言和终结断言. 

若每芎对一个程序或程序段 S 的输人值来说初始断言 P 为真时，就有对 S 的输出 
值来说终结断言9为真，则说 S 是相对于声和\部分正确的。记号说明程序或程序段 S 是 
相对于初始断言 P 和终结断言 g 部分 IH 确的。 




232 


第 3 幸 


注 g 记号 WSk 称为 霍尔三元组， 因为托尼 * 霍尔 © 引人了部分正确性的概念。 

注意，部分正确性的概念与程序是否终止是无关的 ！ 它仅仅关注若程序终止，则程序 
是否做了期待 它做的事情。 

可以用一个简单的例子说明初始断言和终结断言的概念。 

例1证明程序段 



是相对于初始断言 h x = l 和终结断言 I z =3 部分正确的 & 

解假定^为真，所以在程序开始时:则把 iV 赋值成 L 而把 e 賦值成 x 和: y 值之和, 
即夂因此. S 是相对于初姶断言 p 和终结断言 q 部分正确的。因此， p 彳 S } g 为真。 ■ 

3.6.3 推理规则 

一 条有用的推理规则通过把一个程序分成一系列子程序，然后证明每个子程序为正确的来 
证明这个程序为正确的。 

假定把程序 S 分成子程序 S ! 和 Sh 写3=3 1; S £ 来表示 S 是由 Si 后接 Sz 来组成的，假定 
已经证明了 $相对于初始断言 f 和终结断言 9 的正确性，以及 S 2 相对于初始断言 g 和终结断言 
r 的正确性 u 由此得出了若户为真而且 St 执行旦终止则 g 为真 t 若 g 为真而且&执行且终止则 
^为真，因此，若 f 为真而且 S = S 1; S 2 执行且终止则 r 为真。这条推理规则称为合成娩 SI 它 
可以叙述成 


p { S \ }q 
qi S2 } r 


二 S \ j Sa }r 

在本节后面将使用这条推理规则 s 

下一步，将给出含有条件语句和循环的程序段的推理规则 . 因为可以把程序分成程序段，以 
便进行正确性证明，所以这样就能够验证许多不同的程序。 

3.6.4 条件语句 

首先将要给出条件语句的推理规则。假定一个程序段形如 


其中 S 是一个语句块 0 若 condition 为 则 S 执行，而当为假时，则 S 不执行 Q 为 
验证这个程序段相对 T 初始断言 P 和终结断言9来说是正确的，必须做两件 事悄。 首先，必须证 
明 I 当 p 为真而且也为真时，在 S 终止之后为真 s 其次，必须证明当户为真而且 


0 C * 安东尼 *1* •霍尔 t 生子年），托尼 ■ mtRiTnny Hoare ) 0前垦英格兰牛津大学计算机科学教授以及皇 
家协会成员。猶尔对编程语言的琿论和编程方法学作出了许多重要贡献。他足 第一个 基于如何证明程序相对于它们的规 
定来说为正确来定义编程语言的人 ffi 尔也是快速排序的发明者 * 这是最铎遍地使用和研究的排序算法之 3.5 节的 
练习）。费尔是著名的计算机科学技术层面和社会层面的作家《 


If condition then 

S 
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为假时， g 为真（因为在这种情形里 S 不执行) 
这导致下面的推理 规则： 

(A condition) ( S}y 
(p A ^ condiiiony^q 


:， p{if condiiiori then 



例 2 说明如何使用这条推理规则 
例2验证程序段 




if then 

V j is j[ 


是相对于初始断言 T 和终结断言为正确的。 

解当初始断言为真而工 >. v 时，则完成賦值语句：^ = 1。因此，在这种情形里，断言: 
的终结断言为真。另外，当初始断言为真而 X >~ V 为假、因而吋，终结断言再次为真6因此， 
使用这种类型的程序段的推理規则，这个程序是相对于给定的初始断言和终结断言为正确的 p ■ 
同理，考虑含有语句形如 


if €OTjdii.iort then 

S L 

else 

S 2 


的程序， 若⑺ ndition 为 X t 则执行 & ; 若为假，则执行为了验证这个程序段是相 
对于初始断言#和终结断言 g 为正确的，必须做两件事悄^首先，必须证明：当$为真而且 

为真时 T 在5!终止之后 g 为真。其次，必须证明，当夕为真而且以⑽为假时，在 
S 2 终止之后^为真。这导致下面的推理规则: 


Cp A condition) {Si ) 分 
(p f\ ， [onditian) ( S-? 


•\ p { if condition then Si else }g 


下面的例子说明如何使用这条推理规则 
例3验证程序段 




If x <0 then 

ab^ f — — x 

else 

abs E — j : 


是相对于初始断言 T 和终结断言丨 z I 为正确的。 

解必须证明两件事情。首先必须证明：若初始断言为真而： r <0 则^^= | x |, 这是正确 
的- 因为当 x <0 时赋值语句 — 工让 __ r ， 根据定义当 x <0 时它是 | 工 | ,其次必须 
证明 s 若初始断言为真而: r <0 为假（所以： r >0) 则 1 x 1, 这是正确的，因为在这种情形 
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里，程序使用賦值语句 dr = 1，而根据定义，当： r >0 时是1 | ，所以 — =丨 r 丨 。 因此. 
利用对于这种类型的程序段的推理规则，这个程序是相对于给定的初姶断言和终结断言为正 
确的 9 _ 

3.6.5 循环不变置 

下一步将要描述 wwie 循环的正确性证明，为了逐步阐述一个 


while condition 
S 


这种类型的程序段的推理 规则. 要注意， s 反复执行直到变假为止 0 必须选择一个每 
次执行 S 时都保持为真的断言 . 这样的断言称为循冧不变量。换句话说， 若 （ ph ⑶ ndition ){ S、p 
为真，则 A 是循环不变量。 

假定 A 是循环不变所以若在执行这个程序段之前 P 为真，则在程序终止后户和 
都为真，假如程序真的终止。这个推理规则是 

{ p A condi/ion) { S) 


/* p{ while condition S} i ’ condition A 


例 4 需要一个循环不变量来验证当 n 是正整数时.如下程序段以 iWforia /=»! 终止。 



factorial 1 — 1 

while i<Z.n 
begin 

i * = I + 1 

factorial factorial * i 

end 


设户是 命题： u f _ m 并且首先证明 p 是循环不变 fi , 假设在执行_ 

' 遍 white 循环的开头时，户为真而且 White 循环的条件 成立； 换句话说 ， factorial 
而且//和 factorial 的新值纟卿■和卿现 在是‘ _ = i _+ l 和 factorial ^ — factorial ^ * 
( f + l ) = G + l )! =ineu \. 由于所以也有 f n ™ = i + lS « D 因此在循环执行的结尾 p 为真。这 
就证明了 p 是循环不变置， 

现在考虑上述程序段。在正好要进人循环之前， = l = 都为真， 

所以 P 为 M。 由于 P 是循环不变景，所以刚刚介绍过的推理规则就蕴含着如果 white 循环终止， 
那么循环终止时；>为真而且 i<n 为假，在这样的悄况下， 最終 faanriai — 1 和/<^*都为真，但 
为假*换句话说* i = n 而且 /acioWd = i! ~ n \^ 这正是想要的结果 e 

最后还需要验证 while 循环确实终止，在程序开头把纟赋值成所以在 n — 1次执行循环后， 

的新的值是〜循环在这时就终止了。 _ 

下面将给出最后一个例子来说明如何用各种推理规则去验证较长的程序的正确性， 

例5 将要简述如何验证计算两个整数之积的程序 S 的正确性 s 




是相对于初姶断言 x -0 和终结断言^=1为正确的, 
2-验证稃序段 

if jt< 0 th«n j s = 0 

是相对于初始断言丁和终结断言为正确的 I 
3,验证程序段 

z 1 十 j 

if ^>0 then 

z * — « 1 

else 

z 1 =0 

是相对于初始断言 v =3 和终结断言 z = 6 为正确的。 
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目标是证明在执行 S 之后扣有值 mt 通过把 S 分成 S ^ Su Su s 3 ; s 4 , 如 s 的程 
序清单所示那样，就可以完成正确性证明*可以用合成规则来建立正确性证明 t 细节将留给读者 
作为练习。 

设多是初始断言：爪和?1都是整数 s 则可以证明当9是命题 p A ( a = I n I ) 时，户 { S 〗} f / 为 
真，下一步，设 r 是命题 g AU = 0) A(z = 0 h 容易验证 WS 2 } r 为真 . 可以证明“： r - m 是而且 
▲ < ，是 S 3 里的循环不变贵。另外，容易看出，在 a 次循环之后循环终止而且丨 = a , 所以在这 
时工=饥〜因为 r 蕴含着 r = m ， G 和所以在进入循环之前循环不变童为真，因为循环终 
止而 = 由此得出 HS 3 b 为真，其中 s 是命题 'r = md 而且丨；！ | ” fl 最后，可以证明 S 4 
是相对于初始断言 s 和终结断言£为正确的，其中 i 是命题 

把所有这些结果放到一起来考虑，因为 WSdt q { S 2 } r . r { S 3 k 和 HS 4 } l 都为真，所以从 
合成规则得出为另外，因为所有四个程序段都终止，所以 S 终止。这样就验证了这个 
程序的正确性。 ■ 

练习 

1. 证明程序段 
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4, 验证程序段 

if 工 <y thm 

min 

miny 

是相对于初始断言 T 和终结断言 VU >： y /\ mi «=： y ) 为正确的, 
*5+ 设计一条推理规则来验证形如 

if condition 1 then 
S ] 

else If condition 2 then 


的语句的部分正确性，其中 Sh s 2 ，…， s n 都是语句块 & 

6. 使用在练乃5里讨论的推理规_去验证程序： 

If jt< 0 then 

3^ ? = — 2 I | /：r 
else if j>- 0 Iheti 
^ —2 I j ： I /j ： 
else If x = 0 then 
y —2 

是相对于初始断言 T 和终结断言 2 为正确的 g 

7. 用循环不变镇证明下述计算实数』的《次方幂的程序是正确的，其中《是正整数. 

putner * = 1 

i ■— 1 

while 

begin 

pow^r ■ = pouuer * J ： 

I : = i + 1 

«iid 

证明在 15 节里给出 的求人 的迭代程序是正确的* 

9. 给出在例5黾给出的正确性证明的所有细节。 

10. 假定蕴含式九 呼 / m 和程序断言 pdSW 都为真_证明 A >{ Sh 也必然为真， 

11. 假定程序断言 p { S } q D 和蕴含式都为真。证明 p { S } qt 也必然为真_ 

12. 下面的程序计算商数和余数。 

r ; — a 
q s — 0 

while r^d 
begin 

r a = r —(/ 

g ^ = q + l 

end 
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验证它是相对于初始断言、和 d 都是止整数”和终结断言、和 r 是使得 a = c / q + r 利 0< r < d 的整数 
为正确的， 

13,用循环不变通去验 EE 敗几里得算法 （2.5 节算法 6) 是相对于初始断言、和&都是正整数”和终结断言 
^- gcd ( a t &) M 为部分正确的， 

关键术语和结果 

术语 

序列：以整数集合的子集合作为定义域的函数 . 

凡何序列，形如《, « r , ar 2 , …的序列，其中 a 和 r 都是实数* 

等差序列 I 形如 a ， a + d $ a + 2 df …的序列，其中 a 和 J 都是实数。 

串：有穷序列 。 

空串：长度为0的串。 

if 

和 + ^2 + + ^ 

f-i 

界 

JJ ;积 ai ft ? … 

E *1 

可 教集: 有穷集或可与正整数集合一一对应的集合。 

不可 教集： 不是 对数的集合。 

康托尔对角化论证：可用来证明实数集合是不可数的证明技术 . 

數学归纳法原理； 命 m : 若为真而且 pu + i )] 为真，则 v « pu ) 为真 & 

基础步埂：在 VuPG ) 的数学归纳法证明中对 pa ) 的证明。 

归纳步在的数学归纳法证明中对 pu + i ) 的证明 fl 

强归纳法： 命题；若/ T ]) 为真而旦^^[(尸(1) A … A 尸 《)>— PU +1)] 为真，则\/«尸</0为真 . 
良 序性： 非负整数的每个非空集合都有最小元。 

函數的递归定义；规定一组初始的函数值以及从较小整数处的函数值获得较大整数处的函 
数值的规则 p 

集合的递归 定义： 规定集合里的一组初始元素以及从已知属于集合的元素获得其他元素的规则。 
结构归纳法：证明关于递归定义的集合的结果的技术 & 

递归 算法： 通过把问题归约到带有较小输人的同样问题而进行的箅法。 

归并排序，排序一个表的排序算法，它把一个表分成两个表，对得出的两个表各自进行排 
序，并且把结果归并成一个有序表 a 

迭代：基于反复利用循环里的操作的过程。 

往序正确性 ： 对过程总是产生正确结果的验证 E 
循环不变 I :在循环的每次执行期间都保持为真的性质 ， 

初始断言：规定程序的输人值所具有的性质的命题。 

終结断言 t 规定若程序正确地工作则输出值所应当具有的性质的命题$ 

结果 

停机 R 題，不存在这样的过程，当给 定一个 程序和这个程序的输入时，这个过程确定.当给定 
该输人时该程序是否停机 u 
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几 何级数各项之 和：当 r 声 1 时 . U oW = (ar n+1 一 G)/(r — 1 )。 

j » 0 

有理数集合是可数的 ^ 

实数集合是不可数的 0 


复习题 


1 . 描述一下形成猜想和解决猜想的过程，并旦用 1F 面的例子演示这个过程：寻找形如/一 i 的素数，其中 
。和 n 都是 整数。 

2 . 证明：奇整数集合是可数的 a 

3 . 给出个不可数集合的例子 s _ 

4 . a ) 能否用数学归纳法原理来求出一个序列的前 7T 项之和的公式？ 

b ) 能否用数学归纳法原理来判定一个序列的前《项之和的给定公式是否正确？ 
e ) 求出前 n 个止偶数之和的公式*并且用数学归纳法证明它 。 

5 . a ) 对哪些正整数 n 来说 11 « + 17 < 2 _为真？ 

b ) 用数学归纳法来证明你在 （ a ) 里所做的猜想 . 

6 . ； 0 仅用 5 分和 9 分的邮票，可以组成哪些数镇的邮资？ 

b ) 用数学归纳 法证明 你所做的猜想^ 

c ) 用数学归纳法第二原理证明你所做的猜想. 

d ) 找出与你在 （ b ) 和 （ c > 里所给出的证明不同的、对你的猜想的 诬明。 

7 . 给出使用强归纳法的三个不同的证明例子。 
a * a ) 叙述正整数集合的良序性。 

b ) 利用这个性质 证明： 每个正整数都可以写成素数 之积. 

9 , d 解释一下为什么若通过规定/( I )以及从 /U — 1 ) 求出 / U > 的规则来递归地定义一个函数*则这个函数 

是良定义的> 

b ) 给出函数 / U ) = U + 1 )! 的递归定义. 

10 , a ) 给出斐波那契数的递归定义。 

b > 证明： 每当^> 3 时，就有乂>/_ 2 .其中八是斐波那契序列的第 n 项而 = 

IL 解释一下为什么若通过规定 m 和〜以及从 a , +" T 〜^ U = 3 ， 4 * 5 ,…： u 求〜的规则来递 
归地定义_个序列，则这个序列是良定义的。 
b 〕 若 a 2 = 2^ ? +“_ + a _ , n = 3 f 4 , 5 , ,试求出 a _ 的值 a 

12 . 给出两个例子说明对由元素和运算组成的不网集合来说，如何递归地定义合式公式。 

13 . a ) 给出字符串长度的递归定义。 

b ) 用 （ a ) 的递归定义来证明 + 

14 . a ) 什么是递归算法？ 

b ) 描述计算序列里 71 个数之和的递归算法 9 

15 . 描述计算两个正整数的最大公因子的递归箅法 

16 . a > 描述归并排序算法 

b ) 用归并排序算法把表 4 ，] 0 , W 5 , 3 , 8 , 7 , 2 , 6 , 9 排成升序 # 

c ) 给出归并排序使用的比较次数的大 O 估计 . 

17 . 3 )测试一个计算机程序，肴看对某些输人值来说它是否产生了 IF : 确的输出，是否这样就验证了这个程 

序总是产生正确的输出？ 

b ) 证明了一个计算机程序是相对于初始断言和终结断言为部分正确的，是否这样就验证了这个程序总 
是产生正确的输出？若不是,则还箱要证明什么别的东西？ 
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X ! f>j (modffi) 


= Tf (tnodm) 

〆 ■ 

是正整数，则 


y_ 是 + 4 _ nCZn ± T ) 

Hk^Dik 十 2) — F(n+ l)(n + 2) 

22. 对于哪些正整数 n 來说 it + 6 < (^ — 8n)/16? 用数学 归纳法 证明你的答案 


IS - 可以用什么技术来证明长的计算机程序是相对于初始断言和终结断言为部分正确的？ 

19* 什么是循环不 变量？ 如何使用循环不 变童？ 

补充练习 

1. 证明 ； 2^+1是合数 • 

2- a ) 形成关于哪些形如 a " + l 的整数必定是合数的猜想，其中且 
b > 证明这个猜想 s 

3. 证明 s #是无理数， - 

4. 证明 s #是无理数， 

5. 证明： = 1000没有整数解。 

6. 证明当《不能被5整除时， n 4 _ l 能被5整除。使用分情形证明，分四种情形——当你把一个不能被5 
整除的整数除以 S 时，每一种非零余数对应一神情肜。 

7. 证明或反驳 s U —夕丨_ bl , I 和 j 是实数^ 

# 8-把尤兰 ailam ) 教定义成：⑷=1和另外，在确定了小于 n 的整数是否为尤兰数之后，若71可以 
唯一地写成两个不 [ Uj 的尤兰数之和，则让 n 等于下一个尤兰数 a 注意4^=3、 u 4 = 4 i u s =6* u & =8 d 

a ) 求出前20个尤兰数。 

b ) 证明 5 存在无穷多个尤兰数。 


1给出构造性的证明 s 存在多项式 P ( x ) 使得 PUO = 

■■ n - 

h 都是实数且 t 是各不相间的 。 提示 


tP ( x m ) = y „ ，其中 a 


yi 


脣 


10- 证明 ：每当 n 是正整数时，就有 l 3 + 3 3 + 5 J + 
11,证明：每当”是正整数时，就有1 ■ F + 2, 2 
12-证明：每当 n 是正整数时，就有 

ii 

+ … + 


.V ； 




4 « _ 


— (2? j + 1} 


3 • 2 E + 


9 V B 


= (« +- iran i + An-\-])^ 

+ n * 2"- 1 = (71 — 1) * r + u 


] 

. 1 

L 1 

. 

1 • 

^3 ■ 

1 3 




71 


{2n-l){2n+D 2^-1 


13 -证明：每当 n 是正 整数时，就有 

1 




4 


，一 • * + -> ■ 


(3n 一 2)(3ti 十 I) 3n + ;1 


14. 证明 £ 每当? I 是大于 4 的正整数时，就有 2" > « 2 +«, 

15. 用数学归纳法证明 ： 每当 n 是大于 9 的正整数时，就有 2” > n \ 

16. 求出整数 JV , 使得毎大于~时，就有用数学归纳法证明你的结果是正确的， 

17. 用数学归纳法证明：每当《是正整数时，就有^ 一 A 是 ，一 //的因子。 

1 S - 用数学归纳法证明 ：毎当 〃是_负整数时，就有 9 整除 Y + ( h +1) 3 十 f 2)\ 

19* 用数学归纳法证明算术序列各项之和的这个公式： 

a + (a + J) + … t ta nd) = (n +1 ){2a 4 - tui)/2 

20- 假定对 j = 1,2 ，…， n 来说 1 用数学归纳法证明 ； 


aj 广$ 

， >:I"n” 明 
a)b > 证 
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23-( 本题需要微积分知识> 假设 / Ct ) = K 并且 gU ) = xe ' 用数学归纳法以及乘积求导规则和 / U ) = d 
的事实来证明：每当 II 是正整败时 - (工十幻€\ 

24 •(本■裔要微积分知识）假设 / U ) = # 并且 = 产，其中 r 是常数 。 用数学归纳法以及复合求导规則 
和 / (jc) = ^ 的亨实来证明；每当 n 是正整数时 g (ft> = cW 
*25. 确定哪些斐波那契数是偶数，用数学归纳法的一种形式来证明你的猜想。 

*26. 确定哪些斐波那契数能被3整除，用数学归纳法的一种形式来证明你的猜想。 

吼 证明：对所有 非负整 数对来说 t / ± 八 +/* +1 / M+ i =/_〜,，其中 A 是非负整数而且/,表示第纟个斐波那契数_ 


卢卡斯 （ Lucas ) 數的序列定义成，4 = 2^! - 1以及对 n = 2,3,4,…来说 / n = L -, + . 

28- 证明 s 每当《是正整数时，就有/. + /„« = /_,，其中 ，和 I ,分别是第 I 个斐波那契数和第 i 个卢卡斯数 6 
29. 汪明 ； 每当《是非负整数而且 I 是第 t 个卢卡斯数时，就有為+ 6 +… + C = LUt +2. 

*30. 用数学归纳法证 明占意 n 个连续正整数之 积能被 n ! 整除 e [提示：利用恒等式 m (讲 +1) … ( m + n - l )/ n ! = 

(m _ Dmim + 1 Cm + ra 一 十 m(m + + n — 2 )/(n — 1) 

31* 用数学归納法证明纟每当是正整数时 t 就有 ( cosx + isiiur )" — cosiwr + ishwr a [提亲 :利用 恒等式 cos < a +6) # 
ogsacos ^ ——和 & m(a + h ) — ^ na^osb + 

*32, 用数学归纳法证明：每当是正整数而且 s 〖 tiO ：/2) 关0时，就有 


cosjj ： — cos[Cn + 1 )x/2]sin(/ta:/2) sIe(j ： /2) 

j '. 1 

33. 用数学归纳法证明：对于每个正整数=来说 


xy 汐=^ 2 #+1 - n 2 n+t + 3 - 2" +| - 6 

j - ] 

34* <本题要求微积分知识）假设序列& I &，…，： r n ，… 递归地定义成 j ：， = 0和 I — = 
a ) 用数学归纳法证明 t 4 <巧<“.< 4 < …，即序列是单调增的 
1>)用数学归纳法证明 S 对于2, •"来说 
c ) 证明： iim^ B = 3 0 

35. 用数学归^法证明 t 若 it 个人站成一队 * 其中 ri 是正整数，并且若该队中第一个人是女人，最后一个 
人是男人，則队中某处有一个女人直接站在一个男人 前面。 

*36. 假设在一个国家中有直达的单行道路连接每一对城市。用数学归纳法证明=存在一个城市，从其他每 
个城市都可以直达这个城市，或者恰好经由一个其他城市丽到达这个城市 . 

37. 用数学归纳法 证明： 当个圆周把平面分成区域时，这些区域可以用两种颜色着色，使得具有共同边 
界的区域都不染成同样的颜色 a 


*38 - 假设有足够的燃科让环行赛道上 一组汽 车中的一辆跑完一圈 I 用数学归纳法 证明： 在这组汽车中存在 
一辆汽车，当它沿着赛道前 进时， 可以通过从其他汽车获得加油来跑完一周。 


39. 迓明：如果”是 lE 整数 _则^ C 2 j -1)( 2 1/ i ) -= n ( n + n / 2 ^ 

40, 单位分教或埃及分数是形 k 1/ n 的分数，其中^是正整数^在本题中，将用强归纳法证明：可以用贪 
心算法把每个满足0<>/ ? <1的有理数表达成不同的单位分数之和 t 在算法的每一步，求出最小 
的正整数 n 使得这个和珥以加人 1/ n 而不超过 PA ?. 例如，为 了表达 5/7,从1/2这个和开始 a 由于 S /7 
-1/2 = 3/14, 所以把1/5加入这个和，因为5是最小的正整数 JI 使得 1 A <3/14。 由干3/14 — 1/5 = 1/ 
70,所以算法终止，证明 5/7 = l /2 + l /5 + l /70 fl 设： H >) 是命题 ； 对于所有满足 0< p / g < l 的有理数 
p / g 来说这个算法终止。通过证明对于所有 IE 整数 P 来说 T ( p ) 为真.将证明这个算法总是终止。 

a) 证明基础步骤了 <1> 成立 & 

b) 假设对于满足的正整数 A 来说 7XJ0 成立，换句话说，假设对于所有有理数 々 /r 来说算法终止 , 
其中 证明： 如果从 p/g 开始并且算法第一步选押分数 1/ 〜则 〆<?=〆/〆 + ：!/〜其中 
〆=«/ >_g 且 〆 在考虑 p/g=l/ii 的情形之后，用归纳假设证明 . ， 当贪心算法从 />7〆 开始时， 
这个算法总是终止，从而完成归纳步骤 d 
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Mtn ) 


** 


麦卡鵠 Ml 函数 〈人 工智能的莫基人之一 John McCarthy 所定义）定义成=对所有正整数来说应用规则 

n — 10 若 rt >100 

1M(M(«+11)) ^ ^<100 

4 L 通过连续地使用 M (〃) 的定义规则来求出 

a ) M (102) b ) M <101) c ) MC 99) d ) M (97) e ) M (87> f ) M (76) 

4 2* 证明 f 函数 M («) 是良定义的从正整数集合到正整数集合的函数[提示：证明对所有满足的正 
整数 n 来说都有 M { n } = 9 lJ 

43. 下述的证明：每当 r * 是正整数时就有 


H - i — [-… H - i - _ 

2*3 (n -1 ) n 2 


是否正确？为你的答案给出理由， 

基础 步驟： 当时结果为真，因为 




归纳步羲：假定对?!来说结果为真。则 


I 


+ 


+ ( 




)= 


2 71+1 


2*3' 1 nin + 1 ) 2 3 

因此，若对 n 来说结果为真 t 则对 n +1 来说结果为真 t 证毕 
^44-—种拼囝玩具是通过把可以拼在一起的罔片合并成块来完成的。每次当把一个图片加人一个块时*或 
者当把两个块合并时 • 就算作一歩。用数学归纳法的第二种形式证明：无论如何完成各步，组装含有 it 
个图片的拼囹玩具都拾好需耍 n — 1步 # 

MS . 证明；若在 n 个圆中每两个都恰好相交于两点，而任意三个都没有公共点 # 则这些圆把平面划分成 
n J — «+2个区域 a 

* 4 匕证明：若在 n 个乎面中任意三个都有公共点，而任意四个都没有公共点，则这些平面把三维空间划分 
成 （# + 5 n + 6)/6 个区域 。 


* 47 . 用良序性 证明： 及是无理数。 （提示： 假定及是有理数，证明形如 A 及的正整数组成的集合有最小元 “ 
然后证明 aV ?— ^是具有这种彤式的更小的 iE 整数 

48,若一个集合的每个非空子喿合都有最小元，则这个集合是良 序的。 判断下面的每个集合是否良序的。 
a ) 整数集合 b ) 大于 一100 的整数的集合 

c ) 正有理数集合 d ) 分母小于100的正有理数的集合 

M 9 .证 明： 若把数学归纳法原理作为一条公理，则可以证明良序性。 

*50. 证明： 数学归纳法的第一和第二原理是等 价的； 即从一个原理是有效的就可以证明另外一个原理是有效的。 
51* a ) 证明 ： 若 a " a ” …* 都是正整数 * 则 gcdGi t A , ^ n -\ * ) = gcd ( a " …， a„-j * 

gcdta^.i f a n )) u 


6 约鞴‘麦卡鴒 (JolmMcCftrt ^^ 年生 } 麦节锡出生在波士頓 w 在波 士较和 洛杉矶长大.他在本科和 

^ 研究生阶段学习的都是数学，1948年他从加州理工学院获得学士学位并 a 在135〗年从普林斯镝获得博士 

学位. 从普林斯頓毕业后，麦卡锡在 ft 林斯镧大学，斯坦插大学1达特茅斯和麻省理工学院任职，从】962年到1994年 
他一直在斯坦福任职， 是薄里 的荣#教授，在斯烺福，他是人 T : 裨能实验室的主任，担任 I 程学院的名香皖长，弁旦是 
胡佛学 院的资深院士< 

麦卡 II 是人工智能研究的先锋，“人工昝能”就是他在 1955 年发明的术语 。 他致力于关于能的计算机行为所需要的 
推理和信息需求的问 《• 麦卡鏵是设计分时计算机系统的首批计算机科学家之他开发了 USP t 这是用符号表达式来 
计算的一种程序设计语言.他在 用逻辑 来验证计算机程序的正确性方面起到了竄要作用 p 麦卡锡还致力于研究计算机技 
术的社会影_问《*他自前正在致力于在情况不是错综 复杂的 假设下人和计算机如何形成铕想的阿理。麦卡锡是人类可 
持*性发雇的傷导者并且是关于人类未来的乐 观者， 他还编写科幻故事 D 他最近的一些著作探索了我们的世界是由更髙 
的力量所编写的计算机程 ff 的可能性. 

麦卡鴒所获得过的 S 际奖 励有： 计算机学会的阐灵奖， 3 N 人 I 智能会议的杰出研究工作奖，京都奖和美国闰家科 
学奖韋。 
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b ) 利用 U ) 和欧几里得算法得出一个计算71个正整数的最大公因子的递归算法。 


*52. 描述一个递归算法，把个止螯数的最大公因子表示成这些整数的线性组合. 

53. 求出 /( n ) 的显式公式，其中 /(U = l 而且若则 = — U 十如一 1。用数学归纳法证明你的结果 • 

**54_给出由所含有的0是1的两倍的位串所组成的集合的递归定义。 

55-设 S 是位串的集合，它递归地定义成： Aes ， 以及若 mox ^ s , x \ es , 其中 A 是空串 • 
a ) 求出 S 中所有长度不超过5的串 4 


b ) 给出对 S 中元素的显式描述。 

56,设 S 是字符串的集合 t 它递归地定义成 ； ahcH bar E S ， aciG S , 以及若 JC G S 则 dki ： 6 S ， abxc ^： 


St 6 S 和 云 S ， 

a > 求出 S 中长度为 S 或 M 短的所有串， b ) 证明： S 中的每个元素都有能被 3 整除的长度。 


由所有乎衡的括号串组成的集合递归地定义成：^ 其中 A 是空串； 若 x，ye B f 则 

57, 证明 s (〔）（）） 是平衡的括号串而 （（>)> 不是平衡的括号串。 

53,求出所有恰好带6个符号的平衡的括号 

59. 求出所有带4个或更少符号的平衡的括号串. 

60. 用归纳法证明 ； 若 I 是平衡的括号串.则在 I 里左括号的个数等于右括号的个数。 


在括号串的集合上定义函数 N 为： 

N(A)=0, N(() = i - N(” = _l, 
muv 、= mu )+ N « 

其中 A 是空串 t ^和取都是串。蚵以证明 N 是良定义的， 

6 L 求出 

a ) NCO ) b ) N ()))())(() r ) jV ((0((>) d)NC O ((0))(())> 

#62 ■证明：括号串认是平衡的当旦仅当而且毎当《 是比 的前缀 （ 即 u = 心)时，就有 N ( w )> O s 
*63. 给出一个求所有包含〃个或更少符号的平衡的括 t 串的递归箅法 a 

64. 根据下述的事实:若 d = 6 则 gcdKa ， b } = a , 若 a 和 A 都是偶数则 gcdU ，6) = 2 gcdCa /2 t b /2) t 若 a 是 
偶数而是奇数则 gcd ( a , h ) = gcd ( h - a . b ). 给出一个求满足的两个非负整数 a 和 6 的最大公闪 

子的递归算法。 

65, 验证程序段 


if 3：7 >y thtn 

工 l — y 

是相对于初始断言 T 和终结断言 jt <： v 为止确 的1 
*66. 发展，条验证递归程序的推理规则 + 并用它去验证在3. 5 节给出的计算阶乘的递归程序， 

67, 设计求整数表中整数0出现次数的递归算法^ 

练习仙〜75处理某些不寻常的序列，这些序列 非正式 地称为自生成序列，它们是用简单的递归关系或 
规则产生的 s 具体地说，练习63〜75处理序列 U ( n ) 丨，它定义成：对 ? 1>〗来说奴 ? 0 = ^1 —《(“77—1))，而 
且 a (0)=0, （这个序列以及在练习72和练习73里的序列，都是在道格拉斯 • 翟夫斯塔德的奇妙的书4歌德 
尔、埃舍尔、巴赫》 [ Ha 99] 中定义的）。 

68. 求出在本题前面的说明中定义的序列 UU )} 的前10项 + 

*69. 证明 s 这个序列是良定义的。即证明对所有非负整数”来说 dn ) 是唯-地定义的， 

料 70, 证明 i 口(打）= LU+l)/iJ , 其中 1 + V ^)/2, [提 示：首先证明对所有？ t>0 來说 一 |_〆 ！ J ) + 

) = 1, 然后证明对满足 C < o<l 和。关1 一 p 的所有实数 a 来说 L ( l + P ( l - d 」+ k+/d 
分别考虑1-^<1的情形. 

*71 + 利用练习70的公式 证明： 若 bm 」< l — p 则4(/1> =奴《—1),否则 a U )=^( n - l ) + L 
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72, 求出下面每个自生成序列的前10项： 

a ) 对 n^l 来说 flCn ) = — 1 ))) ，而且 a (0) = 0 fl 

b ) 对 来说 a ( n } = n - aia ( aiAin - l ) n) f 而且 ^(0) = 0, 

. c ) 对 ? t ^3 来说 a (”）=£ i(n —£ i ( H — l ))+ d(n — a(n — 2))* 而且 a ( l)=l 和 a {2) = 1 fr 

73, 求出序列和 / U ) 的前 10 项，它们是用下面的嵌套的递归关系来定义的 s 对来说 mU ) = n ~ 
/(m ( m — 1 ) ) t /( n ) — mC / fji -™])) ^ ( ft ) 且 /(0) ， 1 和？ ? i (0)=^ D fl 

哥伦布的自生成序列是具有下述性质的、唯一的非减的正整数序列心 • 心，对毎个正整数是 
来说这个序列恰好包含 it 的 W 次出现 g 

74, 求出併伦布的自生成序列的前 20 项。 

r | 

*75. 证 明：若 / U ) 是使得〜二的最大整数其中‘是哿伦布的自生成序到的第 m 项，则 / U ) - a * 

*■1 

M 

(fiin /(/( n )) — 2 

A — ■ 

G，H _哈代 e 引人的对數指教系數樂合 L 是使得下面性质成立的最小的函数集合 ； 

，函数属于其中 a 是一个正 实数； 

* 函数于 

• 若函数 / U ) 和 gU ) 都属于 U 则 / U ) — jfU ) 属于 
•若函数 /(«) 属于 则 〆 M 厲于 

• 若 / U ) 属于 L 而且存在整数 W 使得对 n > N 来说 / U )>0( 这意味着/是遂渐正的），则 h / U ) 属于 k 
其中 llLI ： 表示 JT 的对数 ^ 

哈代证明，对每个不恒等于0的对数指数函数来说， / U ) 或者是逐渐正的，或者是逐渐负的。他证明若 
/ U ) 和 g ( n ) 都属于 L ， 则或者 /( n ) 是 WgU ))， 或者 g ( n ) 是 o (/( fl ))， 或者 / U ) 和 〆 n ) 有网样的阶 fl 
76 - 证明：若/(打）和尽 ( n ) 都 M 于则 /( n )+ g ( W 属子 
• TL 证明：若 /(〃） 和； fU ) 都属于 L 而且都是逐渐正的. 则 / U ) gU ) 和 /( tO / Wfi ) 都属干 L ， 利用每个对数 

… Q 葛弗言.哈罗得.眙代 （Godfrey Harold Hardy , 1877—1947) 哈代出生在英格兰的色雷的克兰 W ，是 
伊萨克■哈代与索菲亚.哈尔_哈代的两个孩子中的长子。他的父亲是克兰 W 中学的地理学与绘用教师 * 
还救过喝歌 • 踢过足球*他的母亲教授钶琴，而且帮助经营宿舍 • 为年轻学生提供磨宿，哈代的父母亲对子女的教育全 
力以赴，哈代2岁时写出 h 百万的数字+显示了他的数宇能力 * 他受教于一位私人数学教师而没有上克兰雷中学的正规 
课稈 B 他13岁时转到温彻斯特学校并被这所私立商中授予奖学金。他学习成绩优秀.对数学 M 示出强烈的兴趣。他在 
1896年获得奖学金进人剑桥的三一学院，在学期间几次获奖.于1899年毕业。 

哈代从1906年到1919年在剑 桥大学一学院 担任数学讲师职务，然后被任命为牛津的/ I 何学的苏里文 ft 授， 他在 
剑桥担任纯數学的萨德茁里安教授， 一直到 1942年 ifi 休为止，他是一个纯数学家并对数学持有卓尔不群的规点 T 希望他 
的研究永远不被应具有讽剌痕味的是,他最出名的成果也许是作为发明人之 一. 发明了稍言遗传模式的哈代一溫伯格 
法则。 在给 《科学 1杂志的一封俏中，他 ffl 简单的代数想法指出 f 一篇® 传学论文的错误,哈代的研究范围主要在»论和 
S 数论方面，研 究黎# 函数、傅里叶级数、素数分布这样的课题。他对许多重要问題作出了重耍的贡献，比如关于 
把 正整牧 表示成&次幕之和的华林问以及把奇数表示成3个素数之和的问辑，哈代还 W 为与剑桥的同事约翰 * E •利 
特伍德和著名的印度®学奇才斯里尼瓦萨 * 拉马努金的含作而为人们所圮忆*他与利特伍德合写的论文有1⑻多 35* 他 
们的合作引出这样的笑话 S 在当时只有3个敢要的英_数学家：吩代、利特伍德和哈代-利特佴德，甚至有人认为哈代发 
明了虚构的人构利特 伍*， 因为在剑桥以外很少看见利特伍徳 • 哈代能从拉马努金寄给他的非常规的但是极有创造性的 
结果中 * 识别出拉马努金的天才，而这点其他数学家却没能 橄到。 哈代把拉辱努金带到剑桥 1 合作写出甫耍的联名文章， 
证明了关于整数的分拆数的新结果。哈代对数学教育很感兴趣，他的著作<纯数学教程》在20世纪的前50年里深深地影 
响了数学的本料教学 * 哈代还写过 S — 个数学家的辩 解》， 在这本书里他回答了这祥的 网题1 —个人是#值得把一 生箨献 
给数学研究。哈代在这木赛给出了关于数学是什么和数学做什么的观点。 

哈代对体有有着强烈的兴趣。他是犴热的板球述，对分数盯得很紧。他有一个特別的习惯.不軎欢桕照（只有5张照 
片是为人所知的>,也不喜欢镜子 + 他一进人旅馆房问就立即用毛巾把镜子盖上 * 
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指数函数都是或者逐渐正，或者逐渐负，或者 恒等于 0的事实来证明，前面的结果蕴含着任何两个不 
恒等于0的属于 L 的函数之积与商都属于/^ 

78,利用练习76和练习77 证明： 每个带实系数的多项式 / U ) = 〜f + trT — 1 十… + a D 属于 

79 ■证 明： 若 /( n ) 属于则厲于 I 
80. 证明 s 函数^ / OT ^厲于 U 

计算机题目 

按下述给定的输入和输出写程序。 

vfl m 

1. 给定序列项 a s ，〜 ，…， a #* 求 U h 和 JJ ^ 

2. 给定几何级数1^，^ 2 ，“％^",求出它的各项之和， 

3-给定非负整数〜求出 n 个最小的止整数之和， 

^4. 给定去掉一个格子的2_ X 2* 棋盘，用 L 形状的拼片构造出这个 棋盘。 

^5,对含有变世 u 和$以及运算符(十， * ,/，一 } 的表达式来说，生成所有的带有 a 个或更少符号的合式公式。 
^6-生成所有带有 ri 个或更少符号的命题的合式公式，其中每个符号是 T 、 F , 命题变置 p 和 g 之一或 { V * A , 

里的一个运算符 . 

7. 给定一个字符串，求出 它的倒 置， 

给定实数^!和非负整数^用递归求 a ' 

9. 给定实数 a 和非负格数〜用递归求 


斯里尼 E 萨■拉马努金 （Srinlv ㈣ Kamaiuasm , 1887—1920) 拉马努金是数学奇才，诞生和成长在近马 
德拉斯城的南印度 g 他的父亲是布店的店员，母亲在当地的寺庙里 唱歌来 增加家庭收人 * 拉马努金在当地 
的英语学校学习时 a 示出在数学方闹的天陚和兴趣 * 在 is 岁时他就单握了大学数学谍 程。 is 岁財，一个大_生借 给他一 
本<纯数学提要 h 拉马努金决心验证这本书里只有叙述而没有址明和解释的6000多个结论 t 写在纸片上，后来收集成笔 
ig , 他1904年从高中毕业，赢得马徳拉斯大学的奖 学金。 但由于注册的 Ji 美水专此，而他 R 顾学习数学，结果丟丫奖学 
金 + 1904年到1907年他在大学里4次考试不及祜，只在数学上成绩优异。在这段时间里他在笔记本里写下 了创® 性的结 

果，有时重新发现了己经发表过的结舉，有时则有了新的发现 □ 

由干没有大学_位，拉马努余难以找到好的工作，为 r 谋生 . 他不得不依赖朋友们的施舍 . 他教过学生数学，但是 
他非问寻常的思考方式和不 遵循教 学大纲却引来了麻烦 。 他在1909年接受了包办婚姻，与比他小9岁的年轻女子结婚 a 
为了养活6己和妻子，他嫌到马德拉斯并 a 找了个工作 * 他向可能雇佣他的人出示他的记有数学结果的笔记本，但是却 
惹恼了 他们， 不过 T 总统学皖的一个教授看出他的天才并且在一段时期内支持过他，在1912年他找到了一份薷水微薄的 
会计工作 t 

拉马努僉在这段时间里继续他的数学工作，并且在1910年在一份印度期刊上发表广他的第一馆论文*他认识到他的 
X 作超出了印度数学家的》解范闹*故决定给裔重要的英 M 数学家写倍，第一个收到信的散学家拒绝了他寻求帮助的耍 
求。 1913年]月他写信给 G * H * 哈代，哈代也0想拒绝.但是信中的数学命题却让哈代感到迷感，尽管没有证明，他 
决定在同事与合作者 J . E ■利特伍徳的帮助 下-仔 细地检査它们 • 经过 tf 细研究，他们断定拉马努金可能是个天才，闲为 
他的®些命題_只能是一流数学家写岀来的> 它们一定是对的，联如它们不对，那么就没有人具有发明它们的想像力/ 
哈代为拉马努金安拂「奖学金，在 19 U 年把他带到英格兰。哈代亲自教他数学分析*他们合作 r 5年，证明了关于 
整»的分拆数的镄要定理 w 在这段时间里，拉马努金对数论作出了重要贵 st , 还在连分数、无穷级数以及椭 w 曲线方面 
做了大董工怍，拉马努金对持定类型的函数和级数典有惊人的洞察力，但是他关于素数的所 i 得定理却常常是错的 * 
出他对什么是正确址明的模 W 观点，他是被任命为皇家协会成员的最年轻的成员之不幸的是 f 在1917年拉马努金得 
了 m 病，当时，他被认为不适应英 h 的气候并且感染了肺结核 * 现在看来是维生素缺乏症，起因 M 拉马努金严格的装食 
主义和战时英 S 的含物暖乏 & 他在1919年回到印度，即悝卧床时，也继续研究数学，他是教徒并且认为他的敢学才能来 
自家庭的守护神一 -拉马吉里. 他认为数学与宗教是有联系的*他说 t 4一个等式对我来说来无意义 t 除非它表达了神的 
思想，1320年4月他短衍的生命走到了终点 t 当时他32岁 w 拉马努金留下了写有未发表结果的几个笔记本。这柴笔记本 
里的结果说明了拉乌努金的洞察力，但都是简沽的 勾勒。 一按数学家花了昨多年的时间來解释和证实这崔笔记本里的 
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HO . 给定实数 a 和非负整数^利用《的二进制展开式和计算 a # 的递归算法来求 a 、 

1 L 给定两个不全为 T 的整数，用递归求它们的最大公闵子。 

12 - 给定整数的列表和元素 h 用线性搜索的递归实现求1在这个列表中的位背， 

13. 给定整数的列表和元索用二叉捜索的递归实现求 jt 在这个列表中的位 SL 

14. 给定非负整数 nJH 迭代来求第 m 个斐波那契数。 

15. 给定非负整数〜用递归来求第 n 个斐波那契数 

16. 给定一个正整数，求出这个整数的划分的数0 〆 参见3+4节练习47 J 

17. 给定正整数 w 和 n ， 求出阿克曼函数在处的值(参见3、4节练习48前面的说明 

18. 给定 n 个整数的列表，用归并排序给这些整数排序 

计算和研究 

用计算程序或你已经编写的程序做下面的练习 。 

1. 对 n < lOOOO 验证哥徳巴赫猜想，它断言每个正偶数 a 都是两个素数之和 . 

1、 对满足^<20的所有正整数 t 求出 d +1的最小萦因子 . 

3. 对满足〃<10的毎个正整数求出最小的 n 个连续的合数 

4. 找出尽可能多的孪生素数， 

5+对于尽可能多的正整数验讪 3 i + l 猜想。 

6. itn [ 具有不超过 too 位十进制数字和不超过 100 D 位十进制数字的《的最大值是多少？ 

7. 确定哪些斐波那契数能被5整除、哪些能被7整除、哪些能被11整除，证明你的猜想是正确的， 

8. 用 L 形状的碎片构造出去掉一个格子的16 X 16、 32 X 32 和 64 X 64 的棋盘 | 

9- 探索用 L 形状的碎片可以完伞地籀盖哪些棋盘 。 能否形成关于这个问题的铱想？ 

10. 阿克曼函数的哪些值是足够小的使得能够计箅出它们9 

1 L 比较_下递归地计算斐波那契数与迭代地计算它们所需要的运算次数或时间 

写作题目 

利用本书以外的资料，针对下面的内容写出短文。 

1. 简要解释一下用来证明目前己知的关于哥德巴赫猜想的结果的各种方法。 

2, 描述 一下已 经形成的关于不超过实数: r 的孪生索数的个数的猜想，这些猜想是在什么基础上形成的？ 

3_描述一下3, 1节所述之外的某个数论中的未解决问题 . 

4. 解释一下没现《整数序列百科全书>有用的不同方式 . 另外，描述一下这本百科全书中几个较为不寻常的 
序列以及这些序列的起源 ， 

5, 定义一下嚴近发明的 EKG 序列 T 并且描述_下它的一些性质和关于它的未解决问題， 

( S . 査阅一下超越数的定义，解释一下如何证明这种数存在以及如何构造这种数，吋以证明的著名的超越数 
有哪搂？哪些著名的数还不知道是否为超越数？ 

1， 描述一下数学归纳法的起源 t 谁是第一批使用它的人？他们在哪个问题上用到了它？ 

8,在过去的25年里.基于大置的计算机计算，己经证明了几个重要的定理 D 讨论一下这样的证明的有效 
性，并且描述一下围绕着基于计算机计算的证明的 争论。 

9+ 3, 3节的练习里所使用的 L 形状的碎片是 Gdomb 在1954年引入的多元多米诺讨牌的一些例子 a 描述一 
下关于用多元多米诺骨牌铺满棋盘的•些问题和有关的结果， 

10- 描述一下在递归定义的理论里以及在卑合合并算法的复杂性分析里对阿克曼函数的使用情况. 

11. 讨论一些用来证明程序正确性的方法，井且将它们与3、6节所描述的笛尔方法作一下比较。 

12. 解释一下如何扩充程序正确性的思想和概念去证明操作系统是安全的， 
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组合数学这一研究个体安排的学科，是离散数学的重要部分。早在17世纪就开始了这类课 
题的研究，当时在赌博游戏的研究中出现了组合问题$枚举，具有确定性质的个体的计数，是组 
合数学的一个重要的 部分。 我们必须对个体计数来求解许多不同类型的问题。例如，用计数确定 
算法的复杂性。计数也用于确定是否存在着能够充分满足需求的电话号码或因特网地址 D 此外， 
计数技术也广泛用于计算事件的概率. 

4.1 节将要研究的基本计数规则可以求解各种各样的问题 a 例如，可以用这些规则来计数美 
国各种不同可能的电话号码，计算机系统中允许使用的密码，以及在比赛结束时赛跑运动员的 
不同的名次。另一个重要的组合工具是鸽巢原理，将放在 4.2 节研究 & 这个原理指出，当把物体 
放在盒子里时，若物体比盒子多，那么存在一个盒子包含着至少两个物体。例如，我们可以用这 
个原理证明在15个或者更多的学生中至少有3人出生在相同的基期几。 

我们可以用集合中个体的有序或无序安排来描述许多计数问题 4 这些安排称作排列和组合， 
在许多的计数问题屮都会用到它们。例如，在2000个学生参加的考试竞赛中最终将有100个获 
胜者被邀请赴宴6我们可以枚举将被遨请的100个学生的可能的组合，以及最终10名获奖者的 
产生方式 P 

组合数学的另一个问题涉及到生成某个待定类型的所有排列，这在计算机模拟中通常是很 
重要的。我们将设计算法来生成各种类型的排列。 

4. 1计数的基础 



—个计算机系统的密码由 6. 7或8个字符 组成。 每个字符必须是数字或字母表中的字母， 
每个密码必须至少包含一位 数字。 问有多少个这样的密码？本节将介绍冋答这个问题及各种各 
样的其他计数问题所需要的技术。 

数学和计算机科学中存在着计数问题。例如，我们必须为成功的实验结果和所有可能的实 
验结果计数，以确定离散事件的概率。我们需要对某个算法用到的操作数计数，以便研究它的时 
间复杂性。 

本节将介绍基本的计数方法 。 这些方法 是几乎所有计数技术的基础 u 


2 基本的计数原则 



我们将提出两个基本的计数原则， 乘积法则和求和法則， 然后将说明怎样用它们来 
求解许多不同的计数问题。 

当一个过程由独立的任务组成时使用乘积法则 t 

乘 积法则假定一个过程坷以被分解成两个任务。如果完成第一个任务有 w 种方式，在第 
个任务完成 之后有 w 种方式完成第二个任务，那么完成这个过程有 mm 种方式。 

例1至例9显示怎样使用乘积法则。 

例1用一个宇母和一个不超过〗00的正整数给礼堂的座位编号 d 那么不同编号的座 
位最多有多少？ 
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解 给一个座位编号的过程由两个任务组成，即从26个宇母中先选择一个字母分配给这个座 
位，然后再从100个正整数中选择一个整数分配给它。乘枳法则表明一个座位可以有26 • 100 = 
2600种不同的编号方式因此，不同编号的座位数至多是2600。 麵 

例2某个计算机中心有32台微机，每台微机有24个端口 D 问在这个中心里有多少个不同 
的单机端口 ？ 

解 选择一个端口的过程由两个任务组成。首先挑一台微机，然后在这台微机上挑一个端 
a , 因为有32种方式选擇微机，而不管选择了哪台微机，又有24种方式选择端口，由乘积法则 
存在32 * 24 = 768个端口。 ■ 

经常会用到推广的乘积法则。假定一个过程由执行任务丁 Ts , …，来完成。如果在 

完成任务丁2，…，之后用叫种方式来完成丁那么完成这个过程有 m w - n m 

种方式.可以由两个任务的乘积法则通过数学归纳法证明推广的乘积法则（见本节后的练习 56). 

例 3 有多少个不同的7位二迸制串？ 

解 每位有两种选择方式，可以是0或1。因此，乘积法则表明总共有2 7 = 128个不同的 7 
位二进制串。 ■ 


， -- - V- 

每位有2个选择 

例4如果毎个车牌由 3 个字母后跟 3 个数字的序列构成（任何字母的序列都允许），那么有 
多少个不同的有效的车牌？ 

解 对 3 个字母中的每个字母有 26 种选择，对 3 个数字中的每个数字有 10 种选择 Q 因此， 
由乘积法则总共有 26 • 26 _ 26 * 10 • 10 * 10-17 576 000 个可能的车牌 fl ■ 


每个宇母有26种选择 每个数宇有1◦种选择 

例5计数函数从--个《元集到_个爪元集存在多少个函数？ 

解 一个函数对于定义域中 m 个元素中的每个元素都要选择陪域中 n 个元素中的一个元索 
来对应。因此 1 由乘积法则存在 n = n m 个从 m 元集到《元集的函数。例如，从一个3 
元集到一个5元集存在 P 个不同的函数。 ■ 

例6计数_对一函数从一个 m 元集到一个〃元集存在多少个 一对一 函数？ 

解 首先注意到当彷>«时没有从 m 元集到〃元集的一对一函数 . 现在令假设定义域 
中的元素是 a * a 有 n 种方式选择涵数在 a 1的值。因为函数是一对一的， p J 以有 
n — I 种方式选择函数在句的值 < 因为⑴用过的值不能再用）。 一 般地，有”一々+1种方式选择闲 
数在 Q 的值。由乘积法则，从一个 m 元集到一个?1元集存在着一 2 >“.（rt — m +1) 个一 
对一函数，例如，从一个3元集到一个5元集存在5 * 4 * 3 = 60个一对一函数 Q ■ 

■卞染 例7电话编号计划在北美，电话号码的格式是由一个编号计划规定的， 一 个电话 

号码由10个数字组成，这些数字由一个3位的地区代码、一个3位的局代码以及一 
个4位的话机代码组成,出于信号的考虑 t 在一些数字上有某种限制 ， 力了规定允许的格式，令 
X 表示可以在0到9之间任意选取的数字， N 表示可以在2到9之间选取的数宇，而 Y 表示必须 
取0或]的数字，下面讨论两个编号计划，分别称为老计划和新汁划（老计划是20世纪60年代 
使用的，已经被新计划代替了，但日前对新号码需求的迅速增长甚至使得这个新计划也将显得 

落伍了 正如 将要证明的，新计划允许使用更多的号码。 

在老计划中，地区代码、局代码和话机代码的格式分別为 NVX 、 NNX 和 XXXX ， 因丽电 

话号码形式为 NYX - NNX - XXXX 。 在新计划中，这些代码的格式分别为 iVXX 和 
XXXX , 因而电话号码形式为在老计划和新计划下分别的能有多少个不同 
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的北美电话号码？ 

解 由乘积法则，格式为 NYX 的地区代码有8 ■ 2 ■ 10= 160个，格式为的地区代码 
有8 ■ 10 • 10 = 800 个。 类似地，由乘枳法则，存在8 • 8 • 10 = 640个格式为 NiVX 的局代 码。 
乘积法则也表明存在着10 • 10 * 10 ■ 10 = 10 000个格式为 XXXX 的话机代码 a 

因此，再次使用乘积法则，结果在老计划下存在 

160 _ 640 * 10 000 = 1 024 000 000 

个不同的北美有效的电话号码，在新计划下存在 

800 - 800 * 10 000 = 6 400 000 000 

个不同的电话号码9 _ 

例 S 执行下面的代码以后々的值是 什么？ 
k — 0 

for ? — 1 to n \ 

for 12 £ = 1 to U2 

■ 

w 

* 

for i m ! = 1 to rtfn 
k — 

解 it 的初值是 L 这个嵌套的循环每执行一次， A 就加 u 令 I 表示执行第〖个循环的任 
务，那么循环执行的次数就是完成任务： n ， r 3 , …， T m 的方法数。 因为对每个整数 I )，1< 
第/个循环都执行一次，执行任务 = K 2，出）的方法数就是力。由乘积法则， 
这个嵌套的循环执行了 ⑴叱… 次。因此6最后的值是⑴奶…〜 . ■ 

锎9计数 有穷集的子集 用乘积法则证明一个有穷集 S 的不同的子集数是2 。 

解设 S 是有穷集。按任意的顺序将 S 的元素列成一个表。考虑到在 s 的子集和长为 i 
的二进制串之间存在着一对一的对应，即如果表的第〖个元素在这个子集里，则该子集对应的二 
进制串的第 i 位为1，否则这位为0。由乘积法则*存在着21 个长为 I S | 的二进制串$因此 
1 P < S > | -2'^' . ■ 

乘积法则也常用集合的语言表述如下：如果 A m 是有穷集，那么在这些集合 
的笛卡儿积中的元素数是每个集合的元素数之积，为把这种表述与乘积法则联系起来，注意到 
在笛卡儿积 AXAzX + uXAm 中选一个元素的任务是通过在 Ai 中选一个元索， A 2 中选一个元 
素， 一， A m 中选一个元素来完成的。由乘积法则得到 

1 A\ X Az X * mm X Am I = I A] I • I A 2 I * ip, * 1 A m I 

我们现在引人求和法则 4 

求和法则如果完成第一项任务有 h 种方式，完成第二项任务有价种方式,并且这些任务 
不能同时完成，那么完成第一或第二项任务有 ~ + w 种方式。 

例10说明怎样使用求和法则。 

例 10 假定要选一位数学学院的教师或数学专业的学生作为校委会的代表 B 如果有 37 位数 
学学院的教师和83位数学专业的学生，那么这个代表有多少种不同的选择？ 

解完成第一项任务，选一位数学学脘的教师，可以有37种方式。完成第二项任务，选一 
位数学专业的学生，有33种方式，根据求和法则，结果有37 + 83=120种可能的方式来挑选这 

个代表， ■ 

我们可以把求和法则推广到多于两项任务的情况，假定任务 Ti ， 丁2,…，分别有 
，…，种完成的方式，并且任何两项任务都不能同时做 f 那么完成其中一项任务的方式数 
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是 m + n 2 + … + 正如例11和例12所示，这个椎广的求和法则在计数问题中常常用到 0 这 
个 求和法则可以从两个集合的求和法则使用数学归纳法加以证明（见本节后 的练习 55)。 

例11 一 个学生可以从 H 个表中的一个表选择一个计算机课题^这三个表分别包含23、15 
和19个可能的课题。那么课题的选择可能有多少种？ 

解这个学生有 23 种方式从第一个表中选择课题，有 15 种方式从第二个表中选择课题，有 
19 种方式从第三个表中选择课题。 因此， 共有 23+15+19 = 57 种选择课题的方式。 ■ 

例 12 在下面的代码执行后 A 的值是什么？ 

^ ^ 0 

for ij * = 1 to m 

是 it 左十 1 

for it * — 1 I© n 2 

k 5 = ^+1 


4 

m 

■ft 

for i m s = 1 to n m 

k 是十 1 

解々的初值是0。这个代码块由 m 个不同的循环构成循环中的每次执行丨都要加 U 令 
了/是执行第〖个循环的 任务。 因为第』个循环被执行〜次，所以任务乃4以用⑴种方式完成， 
由于任何两个任务不能同时执行，求和法则证明&的最后值，即完成任务 TKi = l ， 2，…， w ) 

的方式数是 ？ n — w +… + w g 国 

求和法则可以用集合的语言表述如下：如果 A lt Aw 是不交的 集合， 那么在其并 

集中的元素数是每个集合的元素数之和。为把这种表述与求和法则联系起来，令 乃是从 
1, 2，…， m > 中选取一个元素的任务 。^ \ Ai \种方式做由于任何两个任务不可能同时 
做， 根据求和法则，从其中某个集合选择一个元素的方式数，卽在并集中的元素数是 

| Ai U 山 LJ … U | — I At i 1 I 十… +1 A m I 

这个等式仅适用千问题中的巢合是不相交的情况。今这些集合含有公共元素时，情况要复杂得 
多。本节的后面将对这种情况进行简要的讨论，更深人的讨论放在第 S 章， 

4. 1.3 比较复杂的计数问题 

许多计数问题不能仅仅使用求和法则或者乘积法则来求解。但是 * 许多复杂的计数问题可 
以使用这两个法则来求解。 

. 例13在计算机语言 BASIC 的某个版本中， 变量 的名宇是含有-个或两个宇符的符 
A 号串，其中的大写和小写字母是不加区分的（一个字符或者取自2 6 个英文宇母，或者 

取自 io 个数字此外，变量名必须以宇母作为开始，并且必须和由两个字符构成的用于程序设 
计的5个保留字相区别。在 BASIC 的这个版本中有多少个不同的变量名？ 

解令 V 等于在这个 BASIC 版本中的不同的变 M 名个数， W 是单字符的变最名个数 . 
是两个字符的变替名个数 g 那么由求和法则，由于单字符变量名必须是字母，故 
^-26, 又根据乘积法则存在26 *36 个以宇母打头以字母数字结尾的 2 位字符串 p 但是其中5 
个不包含在内，因此 V 2 =2 fi . 36 — 5 = 931。从而在这个 BASIC 版木中存在 V = V 〖 + V 2 = 26 + 
931 = 957 个不同的变鸶名。 ■ 

例 14 计算机系统的每个用户有一个6〜8个宇符抅成的密码 t 其中每个宇符是一个大写字 
母或者数字.且每个密码必须至少包含一个数字。有多少可能的密码？ 
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解设户是可能的密码总数，且户 5 、 Pi Ps 分别表示6, 7或8位的可能的密码数。由求 
和法则， P=Ps + P7 + Ps ,我们现在找 朽和 Ph 直接找 h 是困难的。而找 S 个大写字母 
和数宇构成的宇符串数是容易的，其中包含那些没有数宇的串在内，然后从中减去没有数字的 
串数就得到由乘积法则，6个字符的串数是36叭而没有数宇的宇符串数是26%因此 t 

P 6 ^ 36 e 一 26 & = 2 176 732 336 - 308 915 776 ^ 1 867 866 560 

类似地得到 

p 7 = 36 7 - 2& 7 ^ 78 364 164 096 - S 031 810 176 = 70 332 353 920 
和 

P s = 36 s - 26 B = 2 821 109 907 456 - 208 827 064 576 = 2 612 282 842 880 

从而， 

尸= P s + + Pa = 2 6 S 4 483 Q 63 360 _ 

例 15 计数因特网网址在由计算机的物理网络互连 Iftl 构成的因特网中，每台计 W 
机（或者更精确地说是计算机的每个网络连接）被分配一个因特网地址。0前正在使 
用的因特网协议版本 4( IPv 4) 中， 一 个地址是一个32位的二进制串 D 它以网络标识 Uedd ) 开始， 
后面跟随着主机标识 （ hostid )， 该标识把一个计算机认定为某个指定网络的成员 Q 

根据网络标识和主机标识位数的不同，使用 3 种地址形式。用于最大网络的 A 类地址 ，由 0 
后跟 7 位的网络标识和 24 位的主机标识构成 Q 用于中等规模网络的 B 类地址，由 10 后跟 14 位 
的网络标识和 16 位的主机标识构成，用于最小网络的 C 类地址，由 110 后跟 21 位的网络标识和 
S 位的主机标识构成。由 T 特定用途，对地址有着某些限制； imiii 在 A 类网络的网络标识中 
是无效的，全 0 和全 1 组成的主机标识对任何网络都是无效的 & 因特网上的一台计算机有一个 A 
类、 B 类或 C 类地址，（除了 A 类、 E 类和 C 类地讪外，还有 D 类地址和 E 类地址。 D 类地址在 
多台计算机同时编址时用于多路广播，它由 1110 后跟 28 位组成， E 类地址保留为将来应用，由 
miO 后跟 27 位组成 t 0 和£类地址不会分配给因特网中的一台计算机作为 IP 地址 d 图‘ 1 显 
示了 IPv 4 的编址 t ( A 类和 ZJ 类网络标识的数屋限制已经使得 IPv 4 编址不够用了；将代替 IPv 4 
的 IPv 6 使用 128 位地址来解决这个问题 & ) 

对因特网 I - 的计箅机有多少不同的有效 IPv 4 地址？ 


位数 0 ! 2 3 4 8 16 24 31 


类 

0 

网络标识 主机标识 


. 

1 

0 

网络标识 它机标识 

C 突 

1 

1 

0 

网络标识 主机标识 

D 奥 

1 

1 

1 

0 

多路广播地址 

£类 

1 

I 

L 

1 

0 地址 


m 4-1 因特网地址 （IPv4) 


解令 x 是丙特网上计算机的有效地址数， is 和 ic 分別表示 A 类、 B 类和 C 类的有 
效地址数^由求和法则， Jr = j ： a + 灯 + xc 。 

为了找到 ta , 由于〗 mill 是无效的，故存在2 7 —1 = 127个 A 类的网络标识 • 对干每个网 
络标识，存在—2 — 16 777 2]4个主机标识，这是由于全0和全1组成的主机标识是无效的 D 
因此 ， ^a = 127 ^ 16 777 214 = 2 130 706 178。 

为了找到和 n 首先注意到存在 2 U = 16 384个 B 类网络标识和 221-2 097 152个 C 类 


网络标识。对每个 B 类网络标识存在着2 16 — 2 = 65 534个主机标识，而对每个 C 类网络标识存 
在着— 2 = 254个主机标识，这也是考虑到全0和全1组成的主机标识是无效的 Q 因而 ， = 
1 073 709 056 1 xc = 532 676 60S, 

我们可以断言 IPv4 有效地址的总数是 x = xa+xb + xc = 2 130 706 178+ 1 073 709 056 f- 
&32 676 608=^3 737 091 M 2 a _ 


4.1.4 容斥原理 

当同时做两个任务时，我们不能使用求和法则来计数完成其中一个任务的方式。把对每个任 
务的方式数加起来将导致计数结果的增大，因为同时完成两个任务的那些方式被计数了两次。为 
了正确地计数完成其中一个任务的方式，我们先把完成每个任务的方式数加起束*然后再减去同时 
完成两个任务的方式数。这个技术叫 做容斥原理。 例 1S 显示了怎样用这个原理来求解计数问题。 

:例 16 以]开始或者以00结束的 S 位二进制符号串有多少个？ 

解第一个任务，构造以1开始的&位二进制宇符串，完成它有2 7 = 128神方式，这 
是由乘积法则得到的，因为第一位只有一种选择方式，而其他7位中的毎位有两种选择方式 s 
第二个任务.构造以00结束的8位二进制宇符串*完成它有 2 S = 64 种方式，这也是由乘积 
法则得到的因为前 S 位的每位有两种选择方式，而最后两位只有一种选择方式. 

同时完成两个任务，构造以1开始以00结東的8位二进制符号串，完成它有 2 s =32种方 
式^这里也使用了乘积法则，因为第一位只有一神选法，从第二位到第六位每位可以有两种选 
法， M 后两位也只有一种选法。因而，以1开始或者以00结束的 S 位二迸制符号串个数，即完 
成第一或第二个任务的方式数，等于128 + 6 4 _ 3 2 = 160。 * _ 

我们可以用集合的语言表述这一计数原理，令是集合，乃是从选择一个元素 
的任务 • T 2 是从七选 择一个 元素的任务，完成 T! 有丨 Ai 丨种方式，完成乃有 | I种方 
式， 完成： n 或的方式数是完成 r! 的方式数与完成乃的方式数之和减去同时 完成： n、 乃 
两个任务的方式数 & 因为存在丨 a \jaz I种方式完成： n 或丨 A! f ] A 2 I种方式完成： n 和 
r 2 , 我们有 

I A\ U Az |. = 1 Ai | + 1 As | — | Ai H M 1 
这就是在 1+7 节给出的计数两个集合并集中元素的公式 s 

容斥原理可以推广来求完成 n 个不同任务中的 一个任 务的方式数，换句话说，就是找 n 个集 
合的并集中的元素数，其中《是正整数。我们将在第6章研究容斥原理和它的某些广泛应用. 


41.5 树图 


可以使用树 W 求解计数问题4 —棵树由根、从根出发的许多分支以及可能从其他分支端点 


出发的新的分支构成1 (我们将在第9章详细地研究树 h 为了在计数 
中使用树，我们用一个分支表示每个可能的选择，用树叶表示吋能的 
结果6这些树叶是某些分支的端点，从这些端点不再迸一步分支。 

注意，当用树图求解计数问题时，为到达一片树叶所作的选择个 
数可能是不同的（作为例子，见例 1S)。 

例 17 有多少不含连续两个1的4位二进制串？ 

解 图 4-2 的树图给出了所有不含连续两个1的 4 位二迸制串。 
我们看出存在 S 个不含连续两个〗的4位二进制串。 ■ 

例 18 在两个队（队1和队 2) 之 H 的决赛至多由5次比赛构成。 
先胜3次的队廉得决赛，决赛可能出现多少种不同的方式？ 



0 10 10 0 10 
2§illi§i 


m 4 - 2 不含连续两个 1 的 
4 位二进制串 





252 


第 4 聿 


解在图 4-3 的树图中，以每次比赛的得胜者给出了决赛可能进行的所有方式 a 我们看到有 
20种不同的决赛的方式， 臞 



第1场 


第2场 


第 3 场 

第4场 


第 5 场 


例 19 假设“我爱新泽西” T 恤衫有5种不同的 规格： S 、 M、U XL m XXL . 又知道 XL 规 
格只有三种颜色，红色、绿色和黑色， XXL 规格只有绿色和黑色。除此之外，其他规格有四种 
颜色，白色、红色、绿色和黑色。如果每种规格和颜色的 T 恤衫至少-件， 一个 纪念品商店必 
须库存多少件不同的 T 恤衫？ 

解图 4-4 的树图给出了所有规格和 颜色的配对。 从中可知这个纪念品商店老板必须库存 
17件不同的 r 恤衫。 ■ 


色,色,绿色，黑色 



m 4^4计数不同的 T 恤衫 


练习 

L 一个学院有 1S 个数学专业和 325 个 if 算机科学专业的学生 & 

a ) 选两个代表，使得一个是数学专业的且另一个是计算机科学专 it 的,有多少种方式? 

b ) 选一个数学专业或计算机科学专业的代表又有多少种方式？ 

2. —个办公大楼有27层，每层有37个办公室，那么在这个大楼単.有多少个办公室？ 

3- 一次多项选择考试包含10个问题。每个问驄有4个可能的答案， 

U 在这次考试中如果毎个问题都要 回答， 一 个学生 冋答这 些问题可能有多少种方式？ 
b ) 在这次考试中如果允许某狴答案空缺，一个学生回答这些问题可能有多少种方式？ 
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4■某种商标的衬衫有12种颜色，有男式和女式2种样式，每种样式有3种大小型号问谊些衬衫有多少 
种不同的类麵？ 

5■从纽约到丹佛有6条不同的航线，而从丹佛到旧金山有7条，如果选一个到丹佛的肮班，接着选 一个到 
旧金山的航班，那么从纽约经丹佛到 fl 日金山的旅行有多少种不同的可能性？ 
i 从波士顿到底特律有 4 条汽车主干线，而从底特律到洛杉矶有6条 . 那么从波 i : 顿经底特律到洛杉矶的 
汽车主干线有多少条？ 

7-如果用3个字母作为姓名的缩写，人们可以有多少种不同的选择？ 

8. 如果这3个宇母不允许重复，人们可以有多少种不同的选择？ 

9-如果这3个宇母以 A 开始，人们又可以有多少种不同的选择？ 

10 + 3位二进制串有多少个？ 

11，首尾都是1的10位二进制串有多少个？ 

12, 位数不超过6的二进制串有多少个？ 

13. 位数不超过全由1组成的二进制串有多少个？这里的 n 是正整数# 

U . 首尾都是1的〃位二进制串有多少个？这里的 n 是正 整数。 

15. 位数不超过4且由小写字母构成的串有多少个？ 

16. 由4个小写字母构成且含有字母 I 的串有多少个？ 

17. 由5个 ASCII 码构成且至少（在符号位）包含一个@字符的串有多少个？（注 t 有 12 S 个不同的^】1码> 

18. 有多少个小于1000的正整数 
杜 ) 被 7 整除？ 
c ) 同时被7和1】整除？ 
e ) 恰好被7或11中的一个数整除？ 
g ) 含有不同的数宇？ 

19 . 在 100 到 999 之间包含多少个正整数 
a) 被 7 整除？ 

c ) 有相同的3个十进制数字？ 
e ) 被3或4整除？ 
g ) 被3整除但不被4整除？ 

20. 在 1000 到 9999 之间包含多少个正整数 

a ) 被 S 整除? 
c ) 有不同的十进制数字？ 
e ) 被5或7整除？ 
g) 被 5 整除但不被 7 整除？ 

2 L 有多少个串含有3个十进制数竽且 
同一数字不能出现3次？ 
c) 恰有 2 个数字是 4? 

22. 有多少个串含有4个十进制数字且 
d 同一数字不出现两次？ 
c) 恰有 3 个数字是 9? 

23. —个委 M 会由50个州构成，每个州可从州长或两个参议员中选 个 参加，有多少种不同的方式？ 

24■用3个数宇后跟3个宇母或者3个字母后跟3个数字吋构成多少种车牌？ 

25. 用2个宇母后跟4个数宇或者2个数字后眼4个宇母可构成多少种车牌？ 

26. 用3个字母后跟3个数字或芳4个字母后瞍2个数字可构成多少种车牌？ 

27+用2个或3个字母后跟2个或3个数字司构成多少种车牌？ 

28* 由8个 英语罕 母可构成多少个串？ 

d 如果宇母可以鍾复 

b ) 如果字母不能重 K 


b ) 被7整除但不被11 整除？ 
d ) 被7或11整除？ 
f ) 既不被7整除，也不被11整除？ 
h ) 含有不同的数字且是偶数？ 

b ) 是奇数？ 
d ) 不被4整除？ 

D 不被3也不被4整除？ 
h ) 被 3 和4整除？ 

b) 是偶数？ 
d ) 不被3整除？ 
f) 不被 5 也不被 7 整除？ 
h) 被 5 和 7 整除？ 

b ) 以奇数字开始？ 


b ) 以偶数字结東? 
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c ) 如果字母可以重复且以 X 开始 
d 〕 如果字母不能重复且以 X 开始 

e ) 如果宇母可以宙复且以 X 开始和结束 

f ) 如果字母可以重复且以 BO (按此次序）开始 

g ) 如果字母可以重复且以 BO (按此次序）开始和结束 

h ) 如果字母可以重复且以 B 0 (按此次序）开始或结束 

29, 由 8 个英语字母可构成多少个串？ 

a ) 如果字母可以重复且不包含元音字母 

b ) 如果字母不能 fi 复且不包含元音竽母 

c) 如果字母可以虚复且以元音宇母开姶 

d ) 如果宇母不能重复且以元音字母开始 

e ) 如果芋母可以重复1包含至少一个元音字母 

f ) 如果宇母可以 il 复且包含恰好一个元音字母 

g ) 如果字母可以重复旦以 X 开始并至少包含一个元音字母 

h ) 如果字母可以重复且以 X 开始和结束并至少包含一个元音字母 

30. 从 10 元素集合到含有下述元索数的集合有多少个不同的函数？ 

a>2 b)3 c>4 d)5 

3L 从 5 元素集合到含有下述元素数的集合有多少一对一的函数？ 

^)4 b )5 c )6 d )7 

32. 从集合 {1, 2,…， W 到集合 {0, 1) 有多少个函数？这里的 n 是正整数。 

33. 从集合彳1, 2,…， d 到集合{0, 1〖有多少个满足下列条件的函数？这里的 n 是正整数。 

a > 是一对一的 b ) 对1和 n 赋值为0 

c ) 对恰好一个小于〃的 i £ 整数赋値力1 

34. 从5元素集合到含有下述元素数的集合有多少个部分函数（见 LS 节的练习）？ 

a)l b )2 c )5 cl )9 

35. 从 m 元素集合到 n 元索集合有多少个部分函数（见 L 8 节的练 j )? 这里的 m 利 n 是正整数> 

36- 100 个元索的®合有多少个子集的元素数多干 1? 

37. 如果一个字符串反转后所得结果与原来的宇符串一样，就称它是一个回文.有多少个长为 M 的二进制 
串是回文？ 

33,在一个婚礼上摄影师从10个人中安排 S 个人在一排拍照，其中新娘和新郎也在这10个人中，如果满 
足下述条件，有多少种安排方式? 

a ) 新娘必须在照片中 b ) 新娘和新郎必须都在照片中 

c ) 新娘和新郎恰好有-个在照片中 

39. 在一个婚礼上摄影师安排 S 个人在一排拍照，包含新娘和新郎在内，如果满足下述条件，有多少种安 
排方式？ 

a } 新娘必须在新郎旁边 1>)新娘不在新郎旁边 

c ) 新娘在新郎左边的某个位置 

40. 有多少个7位二进制串以2个0开始或以3个1结束？ 

4 L 有多少个 10 位二进制串以 3 个 0 开始或以 2 个 0 结束？ 

*42. 有多少个 10 位二进制串包含 5 个连续的 0 或者 5 个连续的 1? 

**43, 有多少个 S 位二进制_包含 3 个连续的 0 或者 4 个连续的 1? 

44. 离散数学班的每个学生都是计算机科学或数学专业的 T 或者是同时修这两个专亚的。如果有站个是计 
算机科学专业的（包含同时修两个专业的）， 23个 是数学专业的（包含同时修两个专业的 >• 7 个同时修 
两个专业的 _ 那么这个班有多少个学生？ 

45. 有多少个不超过100的正整数能被4或 S 整除？ 


计 
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46, 在 C 程序设计语言中的变虽名是一个字符串，可以包含大写字母、小写字母、数字或下划线 Q 此外， 
字符串的第一个字符必须跫字母（大写或小写字母）或下 划线。 如果一个变量名由它的前 S 个字符确定 t 
那么在 C 语言中可以命名多少个不同的交量？（注：变 S 名包含的字符数可以少 f 8个 h 

47. 假定在将来的某个时间世界上的每部电话将被 分配… 个号码,这个号码包含一个1到3位数字的形如 
X 、 XX 或 XXX 的国家代码*后面趿随着一个10位数字的形如 NHNXX - XXXX 的电话号码（如例 ^ 
7所描述的 h 在这个编码计划中 * 全世界将荷多少个不同的有效电话号码？ 

4 S . 使用树阁找出不含3个连续0的4位二进制串的个数 。 

49. 有多少种不同的方式排列字母 a 、 乂（和使得 A 不紧跟在 a 的后边？ 

50 + 使用树阁找出世界职业棒球大赛可能出现的方式数，其中7场中先胜4场的队 5 S 得这个比赛 d 
5 L 便用树图确定{3, 7. 9，11, 24} 的子集数，使得子集中的元素之和小于 

52, a ) 龈设_个商店出售 S 种不同的软饮料^可乐、姜计茶、 ® 汁、乐啤露、柠揿茶和奶油苏打 5 所有品 
神的瓶装饮料都有12盎司规格的。滕了柠棱茶外其他品种都有20盎司规格的 a 只有可乐和姜汁茶有 
32盎司规格 。 除了柠様茶和奶油苏打以外其他品种都有 S 4 盎司蚬 格的。 如果这个商店要其有所有品种 
和规格的饮料，使用树罔确定它必须库存多少瓶不同的饮料？ 

b 〕 使用计数席理回答 （ a ) 中的问题. 

53. a ) 假设运动鞋的流行式样对男女都适用 & 女鞋的大小号码是6, 7, 8* 1男鞋的大小号码是 &， & • 10 ， 
11和〗2。男鞋有白色和黑色、而女鞋是白色、红色和黑色。如果一个商店各种大小和颜色的男、女运 
动鞋必须至少存 一双， 用树图确定所：的鞋的数 U , 

t >) 便用计数原理回答 （ a ) 中的问截 L 

^54. 使用乘积法则证明对于个变最的命题存在 f 个不问的真值表. 

55. 从两个任务的求和法则便 ffl 数学！ B 纳法证明关干 m 个任务的求和法则. 

56. 从两个任务的乘积法则使用数学归纳法证明关于财个任务的乘积法则。 

57, 具有 n 系边的凸多边形有多少条对角线？（如果在多边形内或边界的每两个顶点的连线完全在这个集合 
之内，则称为凸多边肜）。 

58, 闲特网中的数据以教据报传输，数据报是由二逬制位的数据块构成的 u 每个数据报包含有头信息和数 
据区 。 头信息最多被分成 H 个不间的域（洋细说明许多事项，包栝发送和接收地址），数据 E [包含被传 
输的实际数据 。 14个头信息域中有一个头长度域（表汞为 HLKN ) t 根裾协议规定垃4位，它说明了以 
32位为一个数据块的头信息的长度 ， 例如 * 如果 m.EN = 0 H 0, 那么头佶息由6个32位的数据块构 
成。14个头信息域中的另一个域是 1 S 位的总长域（表示为 TOTAL LENGTH >,它说明了以位为单位 
的整个数据报包含头信息和数据区在内的总任度。数据 K 的长度是数据报的总长度减去头的度。 

TOTAL LENGTH 的最大值 （16 位长）确定了因特网数据报以宁位的数据块）为单位的最大总长 

度 & 这个值是多少？ 

b ) HLEN 的最大值<4位长）确定了头信息以32位数据块为单位的最大总长度，这个值是多少？以字节 
为单位的最大的头信息的总长度是多少？ 

c ) 最小的 （最通常的）头长汊是20肀节，因持网数据报的数据区以字节为单位的里大总长度是多少？ 

d ) 如果头长度是20个字节并且总长度是尽可能地长.那么在数据 K 可以传输多少个不同的字节串？ 


4.2 鸽巢原理 


4- 2- 1弓]言 



假定-群鸽子飞人一组鸽巢安歇.鸽巢原理表明如果鸽子数比鸽巢数多，那么一定 
有一个鸽巢里至少有2只鸽子（见图 4-5), 当然，这个原理除了鸽 T 和鸽巢外也可以 


用于其他对象。 


定理1 


鸽巢原理 


个或更多的物体 


如果 A +1 个或更多的物体放人纟个盒子，那么至少有一个盒子包含了 2 




图 4-5 鸽子比鸽巢多 


证假定 A 个盒子中没有 个 盒子包含的物体多干1个，那么物体总数至多是 h 这与至少 
有^+1个物体矛盾。 □ 

鸽巢原理也叫做 狄利克 t 抽屉原理， 以19世纪的德国数学家狄利克雷 © 命名，他经常在工 
作中使用这个原理。下面的例子说明了怎样使用鸽巢原理。 

例1在一组36?个人中一定至少有2个人有相同的生日，这是由于只有 3 S 6 个可能的生曰， 

■ 

例2在27个英文单词中一定至少有2个单词以同一个字母开始，因为英文字母表中只有 
26个字母 D ■ 

例3 如果考试给分是从0到100, 班上必 须有多少个学生才能保证在这次期末考试中至少 
有2个学生得到相同的分数？ 

解期末考试有101个分数。鸽巢原理证明在102个学生中一定至少有2个学生具有相同的 

分数。 ■ 

鸽巢原理在许多证明中都是有用的工具，有些证明结果是令人意外的，正如例4所给出的。 
例4证明对每个整数〜存在一个数是〃的倍数，且在它的十进制表示中只出现0和 U 

解令”是正整数。考虑 n 个整数 U 11, 111，11… 1( 在这个数表中，最后一个 
? ' 整数的十进制表示中具有沒+】个 1), 注意到当一个整数被《整除时存在 n 个 可能的 

余数 s 因为这个数表中有个整数，由鸽巢原理必有两个整数在除以71时有相同的余数。这 
两个整数之差的十进制表示中只含有0和 U 旦它能被《整除。 ■ 


4 Z 2 广义鸽巢原理 


鸽巢原理指出当物体比盒子多时一定至少有2个物体在同一个盒子电。但是当物体数超过盒 
子数的倍数时可以得出更多的结果。例如，在任意21个十进制数字中一定有3个是相同的 & 这 
是由于21个物体被分配到10个盒子里，那么某个盒子的物体一定多于2个。 

广义鸽 篥原理 如果 N 个物体放人 i 个盒子，那么至少有一个盒子包含了至少 



G.L, 狄利克雷 FHHcWet, B05_iaSW 狄利克雷起生在德 M 科瘙附近的一个法 _ 家庭. 
^他在巴黎大学学习并 旦在布 莱斯劳大学和柏林大学工作 n 1S55 年他在哥廷根大孝继高斯的职位，据说狄利 
克笛是笫一个拿捉20年前高斯的_算学研究”的人。据说他乎边总有一份抄件 • 即使旅行时也不例外，狄利克 w 在数论中 


有许多 處要的发现，也 括在* 术级数 M + 6 中存在无限多索数的定理，这里的 A 和6互素，他对于 n = s 的情况证明了费 


马大定琿，即方程不存在非平凡的整数狄利克盂也对分析做出了许多贲献 & 
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「 N /幻 个物体 

证’假定没有盒子包含了比 「 N 7 幻一 1多的物体，那么物体总数至多是 

这里用到不等式 Rv / jfeK ( N /々）+ i B 这与存在有总数 N 个物体矛盾 D □ 

一类普遍的问题是，把一些物体分到&个盒子中要使得某个盒子至少含有 f 个物体*求这些 
物体的最少个数。当有 JV 个物体时，广义鸽巢原理告诉我们，只要 RV /€ 為 r 一定有 r 个物体在 
同一个盒子里.满足 I 的最小正整数，即 JV ^ Kr —1) + 1, 是满足不等式的最 
小正 整数。 还可能有更小的 N 值吗？答案是没有 。 原因是如果我们有 Mr — 1) 个物体 ， 我们可以 
在是个盆子中的每个盒子放个物体，因此没有一个盒子至少有 r 个物体， 

当思考这种问题时下卤的想法是有用的，就是在不断地放物体时怎样避免一个盒子至少有 r 
个物体出现。为避免把第『个物体加到任何一个盒 子里. 毎个盒子最终将以具有 r 一 1个物体结 
束。如果不允许放第 r 个物体到一个盒子里，就没有办法增加下一个物体. 

例5至例8说明了怎样使用广义鸽巢原理。 

例 S 在100个人中至少有「100/〗幻=9个人生在同一个 ■! 
例 6 如果有5个可能的成绩4、 C 、 D 和那么在一个离散数学班里最少要多 
1 少个学生才能保证至少6个学生得到相同的分数？ 

解为保证至少6个学生得到相同的 分数， 所需的最少学生数是使得 「 N /5 l =6 的最小整数 
N 。 这样的最小整数是 IV = 5 • 5 如果只有25个学生，可能是每5个学生得到同样的分 

数，而没有6个学生得到同样的分数，于是， 2 S 是保证至少6个学生得到相同的分数所需的最 

少学生数 4 ■ 

例 7 a > 从一副标准的52张牌中必须选多少张牌才能保证选出的牌中至少有3张是同样的 

花色？ 

t >) 必须选多少张牌才能保证选出的牌中至少有3张是红心？ 

解 a ) 假设存在四个盒子保存四种花色的牌 * 选中的牌放在同种花色的盒子里 . 使用广义鸽 
巢原理，如果选了 N 张牌，那么至少有一个盒子含有至少 r / V /剑 张牌。因此如果 「 N /03, 我们 
知道至少选了 3张同种花色的牌。使得 「 IV /4 l > 3 的最小的整数 N 是 N = 2 • 4 + 1 = 9,所以9张 
牌就足够了 ， 注意到，如果选8张牌，可能每种花色2张牌，因而必须选9张牌才能保证选出的 
牌中至少3张是同样的花色。想到这一点的一个好方法就是注意到在选了 8张牌以后没有办法避 
免出现3张同样花色的铐， 

b ) 我们不用广义鸽巢原理间答这个问题， N 为我们要保证存在 3 张红心而不仅仅是 3 张同样 
花色的牌 。 往意到在最坏情况下，选一张红心以前可能选了所有的黑桃.方块、梅花，总共39 
张牌，下面选的3张牌将都是红心.因此为得到3张红心，可能需要选42张牌。 _ 

例8为保证■个州的2500万个电话有不同的10位电话号码，所需地区代码的最小数是多 
少？（溲定电话号 码是」 " VXX - iNXX - AJfXX 形式，其中前 3 位是地区代码， N 表示从2到9包含 

的十进制数宇， X 表示任何十进制数字）。 

解有800万个形如 NXX - XXXX 的不同的电话号码（如4,〗节的例7所示）.丙此，由广义 
鸽巢原理，在2500万个电话号码中，一定至少有「25 000 000/8 000 000] 个同样的电话号码…因 
而至少需要4个地区代码来保证所有的10位号码是不同的《 _ 

例9尽管没有用到广义鸽巢原理，也用到了类似的原理。 
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例9假设计算机科学实验室有15 台工 作站和10台服务器。可以用一条电缆直接把工作站 
连到服务器。同一时刻只有一条到服务器的直接连接是有效的。我们想保证在任何时刻任何一 
组不超过10个工作站可以通过直接连接同时访 ㈣ 不同的服务器。尽管我们可以通过将每台工作 
站直接连接到每台服务器（使用150条连线）来做到这一点，达到这个目标所需要的最少直接连线 
的数目是多少？ 

解将工作站标记为 Wi , …， W 15 , 服务器标记为 S 】， S 2 , …， Sid . 假设对于是= 

1, 2,10，我们连接识 4 到&,并且 W 1 Z , 屮 13 , W 14 和中的每个工作姑都连接 
到所有的10个服务器。总共60条直接连线很清楚，在任何时刻任何一组不超过10个工作站 
可以通过直接连接同时访问不同的服务器 g 为看到这一点只要注意到下述 事实： 如果这个组包 
含工作站！那么可以访问服务器对于组里的每个工作站 W ^ ifegll )， 一 
定存在不在组里的工作站与之对应，因此可以访问服务器 S〆 这是由于存在多 
少个不在组里的工作站妒/，至少存在同样多的服务器 氐可以 被其他工作站访问） . 

现在假设在工作站和服务器之间直接连线少于 S 0 条。那么某个服务器将至多连接 L 59/ I 0 j = 
5工作站。（如果所有的服务器连接到至少6个工作站，那么将存在至少6 • 10 = 60条直接连 
线 J 这意味着剩下的 9 个服务器对于其他 10 个工作站同时访问不同的服务器就不够用了。因此， 
至少需要 6 Q 条直接连线，从而得到答案是 (50. ■ 

4.2,3 巧妙 使用鸽巢原理 

在鸽巢原理的许多有趣应用中#必须用某种巧妙的方式选择放入盒子的物体.下面将描述 
这样的一些应 ; TfK 

例10在 30 天的一个月里，某棒球队一天至少打一场比赛，但至多打 45 场。证明一定有 
连续的若干天内这个队恰好打了 14场 & 

解令屮是在这个月的第 j 天或第 i 天之前所打的场数 T 则則，％ ho 是不同正整数 
的一个递增序列，其中 ^45 & 从而+ 14 ， q + ]4 ，料0 + 14 也是不同 lli 整数的一个 
递增序列，其中〗 5<~ + 14<59 a 

60个正整数 as ，…，旬0 t aj + 14 T as +14， …，+ 14全都小于等于59。因此，山 
鸽巢原理有两个正整数相等 A 因为整数 A , j = l . 2 , …， SO 都不相同，并且 A + l 4 , J^U 

2, …，30也不相同，定存在下榇丨和 /满足 t = a / 十 I 4 。这意味着从第 i + 1 天到第 i 天恰好打 

了 14场比赛。 _ 

例 11 证明在不超过⑸的任意〃 + ] 个正整数中，定存在 一 个正整数被另一个正整数整除 d 

解把〃 + 1个帮数 a 1，句， A 中的每 - 个都写 成2的样与一个奇数的 乘积。 换句话 

说 t 令 ay =2*/ t , j = 2 ，…， m + 1 t Jt 中是非负整数 I 是奇数。整数矽，…， q n + l 

都是小于 2 n 的正奇数。因为只存在个小于的正奇数，由鸽巢原理，仍，的，…，和+ 1中必 
有两个相等。于是，存在整 数纟和 J 使得1 = 1、令 I 与 W 的公共值是？，那么 ⑷ = 
因而，若1<卜，则 A 整除 若 k 〉 k ” 则 a ; 整除 a e ■ 

巧妙地应用鸽巢原理证明了在不同整数的序列中存在着确定长度的递增或递减子序列 。在 
给出这个应用之前先问顾某些 定义。 假定叫，的 a N 是实数序列。它的一个子序列是形为 
似，…， a 咖的序列，其中…因此一个子序列是从初始序列得到的序 
列，按照原来的顺序选取初始序列的某些项，也许要排除其他的项。如果这个序列的每一项都大 
于它前面的项，就称为严格递增的，如果每一项都小于它前而的项，就称为严格递减的。 

每个由 V + 1 个不同实数构成的序列都包含一个长为 ”+1 的严格递增子序列或严 


定理3 
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格递减 F 序列。 

在证明定理3之前先给出一个例子。 

例12 序列8，11，9， 1， 4, 6, 12，1(3，5，7包含 iO 项。注意到10 = 3 2 + 1,存在四个 
长为4的递增子序列，即1，4，6， 】2 ; 4，6，7; 1，4，6，10和 I , 4， 5, 7 6 也存在一个长 

为4的递减子序列，即11，9, 6, 5, ■ 

现在给出定理的证明， 

证令…，是 n 2 + l 个不同实数的序列。和序列中的每一项似联系着一个有 
序对， d 山 其中 a 是从^开始的最长的递增子序列的长度，且 A 是从 〜开始 的最长 
的递减子序列的长度。 

假定没有長为 n +1 的递增或递减子序列 • 那么 h 和山都是小于或等于《的正整数，* = 

2， …， V + 1, 因此，由乘积法则关于（“， A ) 存在^个可能的有序对。根据鸽巢原理， V 十1 
个有序对中必有两个相等 Q 换句话说，存在项〜和 a M s < t ， 使得 L = h 和山= 4。我们将证明 
这是不可能的$由于序列的项是不同的，不是〜就是〜> 山。如果〜<山，那么由于 = M 
那么钯 a s 加到从山开始的递增子序列前而就构造出一 个从〜 开始的长为 G + 1 的递增子序列。 
从而产生矛盾。类似地，如果化>〜，可以证明么定大千山，从而也产生矛庙\ □ 

卞 张 、 . 最后的例子说明丫怎样把广义鸽巣原理用于组合学的重要部分拉姆齐理论，它是以 
〜 英国数学家拉姆齐 8 而命 名的， 一般地说，拉姆赛理论町用于处理集合元素的子集分 

配问题。 

例 13 假定一组有6个人，任两个人或者是朋友或者是 敌人。 i £ 明在这组人中或存在3个 
人彼此都是朋友，或存在3个人彼此都是 敌人， 

解 令 A 是6个人中的一人，组里其他5个人中至少有 3 个人是 A 的朋友，或至少有 3 个人 
是 A 的敌人，这可从广义鸽臬原理得出，因为当5个物体分成两个集 合时， 其中的一个集合至 
少有「5/2>=3个元素。若是前一种情况，假定 B 、 C 和乃是/\的朋友 • 如果这3个人中有2个人 
也是朋友，那么这2个人和 A 构成彼此是朋友的 3 人组 P 否则， （：和 £) 构成彼此为敌人的 3 
人组。 对于后一种情况的证明，当 A 存在3个或更多的敌人时可以用类似的方法处理 & ■ 

拉姆年數 N )( 其中〃 I 和 n 是大 T 或等于2的正整数） 表示： 假设晚会上每两个人是朋 
友或者是敌人，那么在一个晚会上使得或者有 m 个人两两都是朋友，或宥有《个人两两都是敌 
人所笛要的最少人数 。 例13显示 R (3，3 X 6, 在一组5个人中，其中每两个人是朋友或是敌 
人，可能没有3个人两两是朋友，也没有3个人酎两是敌人，因此我们断言汉（3, 3 ) = 6 (见练 
习 24 h 

可以证明某些关于拉姆齐数的有用的性质，但是对于大多数拉姆齐数找到精确的值是困难 
的 * 根据对称性可以证明 N (撕， n )^ R ( n , m ) (见练 4 2 S )。 对于每个正整数 2 我们也有 
R (2, n ) = n ( 见练习2?)。只知道9个拉姆齐数 R ( m , W 的精确值，其中包括 RC 4， 4)= 
18,对许多其他的拉姆齐数只知道界，包括 i ?( 5 , 5) 在内，已知它满足 43 <只（ 5 , 5 X 49. 有兴 

0寓兰克 * 波拉姆賴 * 拉姆赛 （Frank Plumpton Ramsey , 1903—193®) 拉姆齐是剑桥马格达林学院校长 
的儿子 t 在温彻斯特相特里尼特学脘受过教育 & 1923 年毕业以后，他应聘在剑桥皇家学院 I 作，并在郓里 
度过余生。拉姆齐对数理逻辑作出了重要的贡献*我们现在所称的拉姆齐理论是由他 ft" —个形式逆辑问题”的论文中所 
发表的聪明的组合鹼辩引起的，拉姆齐也对经济数学理论作出 f 贡献，他作为在敎学基础方面的优秀讲师而受到注意 • 
他死于26岁.他的祀使得数学界和剑桥大学失去了一个才华横溢的年轻学者 . 
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第 4 章 


趣了解更多有关拉姆齐数知识的读者可以参考 [ MiRo 9]] 或 [ GrR O Sp 90]。 

练习 


1. 假定周末不 排课， 证明在任一组6门课中一定有2门课安排在同一天上课6 

2. 如果一 个班有30个学生.证明至少2个学生的姓以同一个宇母开头 & 

3. 抽屉 里有一 打棕色的短袜和一打黑色的短袜，全都没有配 好对。 一个人在黑暗中随机取出_些袜子， 

a ) 必须取多少只袜子才能保证至少有2只袜 Tr 是同色的？ 

b ) 必须取多少只袜子才能保证至少有2只袜子是黑色的？ 

4- 一个 碗里有10个红球和10个蓝球 t 一个女士不看着球而随机地选取 e 
a > 她必须选多少个球才能保证至少有3个球是 ㈢ 色的？ 

b ) 她必须选多少个球才能保证至少有3个球是蓝色的？ 

5- 证明在任意5个整数中（不一定是连续的）有2个整数被4除的余数相等. 

6,设是 IE 整数，证明在任意一组4十】个锒数中（不_定是连续的）有2个整数被除的余数相等 。 

7-设71是正整数。证明在任意一组个连续的正整数中恰好有1个被 n 整除， 

8,证明如果/是从 s 到 t 的函数，其中 s 和 r 是有穷集，满足丨 s >丨 ： r | ,那么在 s 中存在元素^和 
和使得或者换句话说，/不是一对一的， 

9-在一个大学里每个学生来自 5 G 个州中的一个州，那么必须有多少个学生注册才能保证至少有100个学 
生来自同一个州？ 

^10- 设 （ J ：.， 2, 3, 5) 是平画上一组具有整数坐标的5个不同的点.证明至少有一对点的 

连线中点的坐标是整数。 

*11* 设 U 』， 2, 3, 4, 5, 6 t 7, 8, 9) 是空间中一组具有整数坐标的9个不同的点，证 
明至少有一对点的连线中点的坐标是整数。 

12-至少需要多少个有序对 Ca , 6) 才能保证存在两个有序对&,>和 T 使得 = A mod 5并 
且 6 i mod 5 —mod 5^ 

13. a ) 如果从前&个正整数中选5个整数 一定存在一对 整数其和等子9。 
b ) 如果不是选 S 个而是选 t 个整数 T W 的结论还为真吗？ 

14. a ) 如果从前10个正整数中选7个整数，_定至少存在2对整数其和等于 
b ) 如果不是选7个而是选6个锒数， 幻的结 论还为真吗？ 

15. 从集合 U , 2, 3. 4 t 5, 中必须选多少个数才能保证其中至少有一对数之和等于7? 

16. 从集合彳 ： U 3, 5* 7, 9, 1 K 13, 15} 中必须选多少个数才能保证其中至少有一对数之和等于16? 

17. —个公司在仓痄储存产品1仓库中的存储柜由它们的通道、在通道中的位罝和货架来指定。整个仓库 
有50个通道，毎个通道85个水平位置，每个位置5个货架 t 公司产品数至少是多少才能使得在同一 
个存储柜中至少有2个产品？ 

18. 设一个小乎院的离散数学班中有9个学生 

a ) 证明这个 班一定 至少有5个男生，或者至少有5个女生 9 

b ) 证明这个班一定至少有 3 个男生，或者至少有 7 个女生， 

19. 在25个学生的离散数学班中，学生有一年级的、二年级的或者三年级的 。 

a) 证明这个班至少有 9 个是一年级的 t 或至少有 9 个是二年级的，或至少有 9 个是三年级的 6 
b 〕 证明这个班至少有 3 个是一年级的，或至少有 19 个是二年级的，或至少有 5 个是三年级的。 

20. 在序列22, 5 f 7，2, 23，10, 15， 2], 3* 17中找出一个黾长的递增子序列和一个最 K 的递减子序列， 

21. 构造 1 S 个正整数的序列，使得它没有5项的递增或递减子序列。 

22. 如果101个不同咼度的人站在一条线上，证明可能找到 tl 个人使得他们站在线上的离度是按递增或者 
递减顺序， 

*23. 用伪码描述一个算法产生一个不同整数序列的最大递堉或递硖子序列 
24. 证明在任一组5个人中（其中任两个人或者是朋友或者是敌人）不定有3个人彼此都是朋友或者3个 
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人彼此都是 敌人. 

25. 证明在任一绀10个人中（其中任两个人或者是朋友或者是敌人）或存在3个人彼此都是朋友，或存在4 
个人彼此都是 敌人； 并 a 存在3个人彼此是敌人，或存在4个人彼此是朋友， 

26. 使用练习25 明在任一组20个人中（其中任两个人或者是朋友或者是敌人）或存在4个人彼此都是朋 
友，或存在4个人被此都是敌人. 

27. 证明如果?^是正整数， n >2, 那么拉姆齐数 J ?<2, n ) 等干^ 

28. 证明如 果切和 n 是正整数， n > Z , 那么拉姆齐数 RUi , n ) 和 ftG !, 相等， 

29. 证明在加利福尼亚州（人口 3400万）至少有6个人姓名的3个缩写字母相同并垃他们生在一年的同一天 
(但不一定是间一年）。 

30. 证明如果美国工薪阶 M 有100000000人的工资低于1 000 000美元，那么去年有2个人挣的钱洽好相同 
(准确到美分）. 

31. —个大学有3&个不同的时间段来安排课程*如果有677 H 不同的课程,那么需要多少个不同的教室？ 

32. —个计算机网络由6台计筲机组成，毎台计算机至少直接连接到一台其他的计算机，证明网络中至少 
有两台计算机直接连接相同数目的其他计算机 。 

33. —个 计算机网络由6台计算机组成.每台计算机直接连接到零台或者更多的其他计算机。证明网络中 
至少有两台计算机直接连接相同数 S 的其他计算机。 

34. 把 fi 台计算机连接到4台打印机上，为保证4台计算机可以直接访问4台不 同的打 印机，找出至少需要 
多少条缆线，证明你的答案& 

35. 把100台计算机连接到20台打印机上，为保证20台计算机珂以直接访问20台不同的打印机，找出至 
少需要多少条缆线 B 证明你的答案， 

穩 证明在至少2个人的聚会中 t 存在2个人认识人数相冏的其他人 t 
37, —个摔跤选手是75小时之内的冠军 & 该选 f 一小时至少赛一场，但总共不超过125场。证明存在着连 
续的若干个小时使得该选手恰好 进行了 24场比赛 s 
*3 &如果在练习37中的24替换如下，命题是否为真？ 
a )2 ■ b )23 c )25 d )30 

39 - 如果/是从 S 到了的函数，其中 S 和 T 是有穷集，并且 S | / I T |1 那么证明至少存在 S 的邮 
个元素映射到了的同一个1宦 £ 即存在 S 中的元素 & T t 使得 /&) = /( 知)= — = 

40. —条街道上有51所房子，每所房子的地址在1000到1099之间 （包括 10 Q 0 与 1099), 证明至少有2所 

房子的地址是连续的 。 

^41. 设 j ■是无理数 ， 证明对于某个不椏过 n 的正整数 h 在扛和到扛最近的整数之间的差的绝对值小于 1 /〜 
42, 设叫 * n: ,… ，是正整数 & 证明如果 A+A +… + n, _£+1 个物体放到（个 盒了 电，则对某个 6 i = 
1, 2,… ， h 第 i 个盒子包含了至少 t 个物体， 

*13. 在这个问题中概述 r 基于广义鸽巢原理的定理3的证明，使用的 iC 号与教科书中的证明一样。 

a ) 假定 ^-1, 2, n z + l . 使用广义鸽巢原理证明存在1个项、， ' ，满足 
丨 ， 其中1<夂 。 

] i # T I 

b ) 证明 j-=h 2 ， … ， t [扳示：假定％ 证明这将推出％ 的矛盾 .] 

c ) 使用 （ a ) 和 < b ) 证明如果没有長为 "+ i 的递增子序列，那么 一定有 同样长的递减子序列。 

4.3 排列与组合 

4, 3. 1引言 

假定一个网球队有 10 个选亍 4 教练必须选择 5 个选 f 外出到另一个学校参加比赛。此外， 
教练还必须准备 4 个选手的排名表来进行 4 场单打比赛在这一节，将提出一些方法来计数无序 
挑选 5 名外出比赛选手的各种组合和参加 4 场单打比赛的不同的 4 个选手的排名表。更一般地， 



将引人计数一个有穷集的不同个体的无序选择和有序安排的 技术。 
4-3.2 排列 


不同个体集合的一个棑列是这些个体的一种有序安排 g 我们也对集合的某些元素的 
有序安排感兴趣。一个集合的 r 个元素的有序安排叫做 r 排列， 

例1设3=丨1，2_ 3} & 3* 1, 2是 S 的一个排列，3, 2是 S 的一个2排列， ■ 

一个 w 元集的 r 排列数记为 PU , r ) 5 我们可以使用乘积法则求出尸 U , 

具有^个不同元素的集合的 r 排列数是 

P(n,r) = n(n — 1)(?? 一 2)^*(?? = r+ 1) 

证选择这个排列的第-个元素可以有〃种方法，因为集合中有〃个元素 d 选择排列的第二 
个元素有 n — 1种方法，由于在使用了为第一个位置挑出的元素之后集合里还留下了 〃一 1个元素。 
类似地，选择第三个元素有《 — 2种方法，依此类推，直到选择第 r 个元素恰好有 a — （r 一 = n — 
r + I 种方法。因此*由乘积法则，存在 

1 ) ( ?7 一 2 )-• * ( ^ 一 r^r 1 ) 



个集合的 r 排列 . 
从定理1得出 



P(n,〆 ）一 r}(n— l)(n 一 — r+1) — nl/(n^ r) 


r： 特别地有 P(i = 我们将用一些例子说明这个结果。 

m 2 在进入竞赛的 loo 个不同的人中有多少种方法选出一个一等奖得主、 一 个二等奖得主 


和一个三等奖得主？ 

解不管哪个人得哪个奖，选取 3 个得奖人的方法数是从 100 个元素的集合中有序选择 3 个 

元素的方法数，即 100 个元素的集合的 3 -排列数。因此，答案是 

P( 100,3) = 100 • 99 • 98 = 970 200 ■ 


例3假定有8个赛跑运动员。第一名得到一枚金牌，第二名得到一枚银牌，第三名得到一 
枚铜牌。如果比赛可能出现所有可能的结果，有多少种不同的颁奖方式？ 

解颁奖方式就是 S 元素的集合的3,排列数 s W 此存在 P (8* 3)=8 • 7 • 6 = 3 SS 种可能的 

颁奖方式。 _ 

例 4 假定一个女推销员要访问8个不同的城市。她的访问必须从某个指定的城市开始，但 

对其他7个城市的访问可以按照任何次序进行。当访问这些城市时，这个女推销员可以有多少种 


可能的次序？ 

解由于第一个城市是确定的，而其他7个城市可以是任意的顺序，故城市之间可能的路径 
数是7个元素的排列数^因此，这个女推销员有7! =7 • 6 • 5，4，3，2， 1= S 040 种方式选择 
她的旅行 & 比如说，如果这个女推销员想要在城市中找出具有 M 短距离的路径，并且她对每一条 
可能的路径计算总距离.那么她必须考虑5040条路径 t _ 

例5 宇母 ABCDFFGH 有多少种排列包含串 ABC ? 

解由于字母 ASC ； 必须成组出现，我们可以通过找6个对象，即组和单个字母 D 、 

[ G 和 H 的排列数得到答案 D 由于这 S 个对象可以按任何次序出现，存在 S ! = 720种 
A HCPEFGH 字母的排列，其中 A BC 成组出现， ■ 


4.3 3组合 

^： ;: i 集合元素的一个 r 组合是从这个集合无序选取的 r 个元素。于是，简单地说* 一个 r 
组合是这个集合的一个『个元素的子集， 






例 6 设 S 是集合 {1, 2, 3, 4丨，那么（1，3, 4} 是 S 的一个3组合。 


■ 


具有 n 个不问元素集合的 r 组合数记为 CU , rh 注意 r ) 也记作并且称为二项式 
系教。在 4. 4节我们将学习这个记号， 

例7 因为 6，的2 -组合是{“， ( a ， c }，{ a ， d }， {6， c }， 彳6， c /} 和 { c ，6 
个子集，我们有 C ：(4 f 2) = 6. ■ 

我们可以用关于集合的 r 排列数的公式确定 ri 元素的集合的 r 组合数。为此只箱注意到集合 
的 r 排列可以按下述方法得到：首先构成集合的 r 组合，接着排列这些组合中的元素 . 下面的定 
理给出 fC (〜 r ) 的值，它的证明就是基于这个观察。 

设对是 TF . 整数， r 是满足0<<«的整数，^元素的集合的 r 组合数等于 


定理2 


C ( n , r } 


!(打一 r ) 


证可以如下得到这个集合的 r 排列 a 先构成集合的 C(t r ) 个 r 组合 
方式排序每个『组合中的元素，这可以用4种方式来做，因此， 


然后以 Pin , 幻种 


P(n*r) = CXrt ， r) * P(r ， r) 


这就推出 


C ( w ， r ) 


P{n^r) 

PirVr ) 


n \/{ n ~ r ) | 
r!/(r- r)! 


1( n ~ r ) 


注意 定理 £ 中的公式，尽管很清楚，但对大的71和 r 的值计算 CU , rV 时也没有用 D 
因为实际上只能对小的整数值来计革阶乘的准确值，并且当使用浮点数算数时，定理2 
的公式可能产生一个不是整數的值。在实践中，为计算 CU ， r > 你可以从分子和分母宁 
消去分母的大因式中所有的项，把分子中所有没有消去的项相乘，然后除以分母中较 
小的因许多计厍器有一个关于 Ch , r ) 的内置函数， 

推论1给出了一个关于集合 r 组合数的有用的恒等式。 


推论 


设 n 和 r 是满足的非负整数，那么 CU . r ) = C ( n , r ) 


iD 


证由定理 2 得到 


C ( «, r ) 


r [ ( w — r) 


C ( ?/1 v — r ) 


■ “- ....... 二 ■ _ ■ 

(n 一 r ) \ [/I — (?I 一 r ) 二 


(n 一 r) ! r 


因此， C ( n f r ) = C ( f i , n ~ r) Q □ 

通过证明在推论 1 的等式两边使用了不 M 的理由对同样的个体进行计数，也可以证明推论1。 
我们在定义1描述了这种重要的证明类型 s 

战姻 组合证明是一种证明，在这个证明中使用计数的论述而不使用某些其他的方法如代 
数技巧乘证明一个定理， 

可以使用组合证明证出许多涉及二项式系数的恒等式。如果可以示一个恒等式两边通过 
不同的方法计数了同样的元素，那么对这个恒等式就可以使用组合 证明。 现在提供一个推论1的 
组合证明& 

证设 S 是^个元素的集合， S 的每个具有 r 个元素的子集 A 对应于一个具有 n - r 个元素 


的子集，即 A ， 因此 C ( ri - r ) = C(ju n - r ) 9 

例8有多少种方式从 10 个选手的网球队中选择 5 个选手外出参加在另一个学校的比赛？ 


□ 
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解答案由10元素集合的5-组合数给出根据定理2,这个组合数是 

C (10,5) = ^7 = 25 £ fl ■ 

b !5 1 

例9 一组30个人被培训作为宇航员去完成首次登陆火星的任务，有多少种方式选出6个 
人的小组来完成这个任务（假设所有的小组成员有同样的工作）？ 

解因为不考虑这些人被选的次序，从30个人中选个人的小组的方式数是30元素集合的 
6,组合数，根据定理 2 f 这种组合数是 


C (30 t 6) 


30! 


6124 


30 > 29 * 28 * 27 * 26 * 25 
6 * 5 • 4，3 * 2 • 1 


593 775 



例10有多少个长为〃的二进制串恰好包含 r 个]? 

解在长为^的二进制串中 r 个1的位置构成了集合 U , 2,…， W 的 r 组合 & 因此，有 
C (», r ) 个 长为？ 1的二进制串恰好包含 r 个1。 ■ 

例 11 为开发学校的离散数学谍程要选出一个委员会。如果数学系有9个教师，计算机科 
学系有 ]1 个教师。而这个委员会要由3个数学系的教师和4个计算机科学系的教师组成，那么 
有多少种选择方式？ 

解 由乘积 法则，答案是9元素集合的3组合数与 U 元素集合的4组合数之积 a 根据定理 
2,选择这个委员会的方式数是 


0(9,3) - C ( I 1,4) = -fir 

3 lb 1 


—T ^ ^ * 330 = 27 720 
4 !7! 




1 . 列出 U , 6, d 的所有排列 a 

2. 集合 U，h g A g d 有多少个排列？ 

3. U , 6， og ) 有多少个排列以 a 结尾? 


4 •令 S={K 2, 4， 

a ) 列出 S 的所有 3 排列. 

b ) 列出 S 的所有 3 组合 ， 

5, 求出下面的每个值 

3) b)P(6, 5) 

d ) P (8, 5) e > F (8, 8) 

6, 求出下面的每个值 

a ) C (5, 1> h ) C ( 5 . 3) 

d ) C (3 t 8) e ) C (8, 0) 


c)Pca, i) 


f ) P (10, 9) 


c > CC 3, 4) 


DCA 12, 6) 


7. 求出 9 元素*合的 5 排列数 . 

8. 如杲不允许并列名次，在结東比赛时5个赛跑运动员有多少种不同的排名次序? 

9, 在-场 12四马的赛马中，如果所有的比赛结果都是可能的,对于 第一名 1 第二名和第三名有多少种可 
能性？ 

10, 有6个不 N 的人竞选州校.有多少种不同的次序在选票上打印竞选者的名字？ 

1 L 多少个10位二进制串包含 

a > 恰好4个1? b ) 至多4个1? c ) 至少4个 I ? d )0 的个数和1的个数相等？ 

12- 多少个位二迸制串包含 

W 恰好3个〗？ b > 至多3个1? 至少3个1? d )0 的个数和1的个数相等？ 

13, —个组有71个男士和 n 个女士 。 如果把他们男女相间地排成一排，有多少种方式？ 

14-有多少种不同的方式选择两个小于100的正整数？ 

15. 有多少种不同的方式从英讲字母表中选择5个字母？ 



计 


教 


265 


16, 一个10元素集合有多少个子集含有奇数个元素？ 

17. —个100个元素的集合有多少个子集包含的元索多于2个？ 

1 S , —个硬币被掷8次，每次可能出现头像或者非头像 # 有多少种可能的结果 

a ) 包含各种不同的情况？ b ) 包含恰好3个头橡？ 

o 包含至少3个头像？ d ) 头像和非头像的数 g 相等？ 

19. —个硬币被掷10次，每次可能出现头像或者非头像^有多少 种可能 的结果 
包含各种不同的 情况？ “包含恰好2个头像？ 

c ) 至多有3个不是头像？ 山头像和非头惮的数目相等？ 

20- 多少个10位二进制串 

幻恰好有3个0? b )0 比1多？ 

2 t . 宇母有多少个排列包含 
3>串 BCD ? 1>>串 CFGA ? 

eV 串 ABC mCDE ^ f > 串 CiM 和 BED ? 

VL 字母 ABCDEFGH 有多少个排列包含 
a ) 串 ED ? b ) 串 CDE ? 

e ) 串 CAB 和 BED ? f ) 串 BCA 和 AiJF ? 

23, 有多少种方式使得 S 个男士和5个女士站成一排并且没有两个女士彼此相邻？ （提示 t 先放男士，然后 
考虑女士玎能的位置 j 

24, 有多少种方式使得10个女土和6个男士站成一排并且没有两个男士彼此相邻？ C 提示先放女士，然 


) 至少有7个1 


d ) 至少有3个1? 


)串 BA 和 GF ? 


d ) 串 ABC m DE ? 


c ) 串 fJA 和 FGff ? d ) 申 AiK DE 和 GH ? 


后考虑男十可能的位罝。） 

25. 把编号为 1* 2,…，100的100张票卖给100个不同的人来抽奖，有+项不_的奖，包括1项大奖(到 
塔希提岛旅游如果满足下面的条件，有多少种不同的抽奖方式？ 

a ) 没有限制。 

1>>拿47号荥的人赢了大奖 s 
47号票的人 贏了一 项奖。 
d ) 拿47号票的人没贏奖， 
e > 拿】9和47号票的人都嬴了奖 d 

f ) 拿19、4?和73号顇的人都藏了奖 t 

g ) 拿19、47、73和97号票的人都赢了奖。 

幻拿 H 47、73和97号票的人都役贏奖 e 

i ) 拿19, 47、73或97号票的人霣了大奖 。 

j) 拿 19 和 4? 号票的人贏了奖，但拿 73 和 97 号票的人没嚴奖. 

26. —个垒球队的13个人出席一场比赛 • 
d 有多少种方式选10个选手上场？ 

b ) 有多少种方式从13个在场的人中分配10个选手的位罝？ 

c ) 13 个出席的人中有3个女士，如果上场的选手中要求至少有一个 女士， 那么有多少种方式选择10个 

选手？ ^ 

27- —个俱 乐部有25个成 5 U 

U 有多少种方式从中选择4个人作为董事会 成员。 

1>)有多少神方式从中选出俱乐部的主席、副主席、书记和司库？ 

2 S ,— 个教授写了 40道离散数学的真假判定题，在这些題屮有17个语句为真，如果可以按照任意次序排 
列这些題，可能有多少种不同的答案？ 

29. 用不超过100的正整数构成4排列，其中有多少个排列包含3个连续的整数？ 

a) 这里的连续指按照整数通常的顺序，并且这些连续整数可能被排列中的其他整数分开。 

b ) 这里的连续不但指整数是连续的，而且它们在排列中的位 II 也是连续的 a 
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30. —所学校的数学系有7名女教师和9名男教师 & 

a ) 有多少种方式从中选出 G 人的委员会并使其中包含至少1名女教师？ 

b) 有多少种方式从中选出 5 人的委员会并使其中包含至少1名女教师和至少1名男教师。 

3 L 英语字母表中包含£1个辅音和 S 个元音。由英语字母表的6个小写字母可构成多少字符串使得它们 
包含 

O 恰好1个元音？ b> 恰好2个元音？ c ) 至少]个元音？ d ) 至少2个元音？ 

32+ 由英 语字母表中的6个小写字母可构成多少字符串使得它们包含 

a ) 宇母 W 

b ) 宇母 a 和6? 

C ) 字母 a 和其中 a 在6前边的邻接位置， N 时所有的字母都不相同？ 
d > 字母 d 和6,其中 d 在6左边的某个位置，同时所有的宇母都不相同？ 

33,假定某个系包含10名男士和 1 S 名女士 . 有多少种方式组成一个 S 人委员会且使得它含有相问数置的 
男士和女士？ 

34-假定某个系包含10名男士和15名女士 a 有多少种方式缌成一个6人委员 会旦使 得它含有的女士比男 
七多？ 

35, 有多少个二迸制串恰好包含8个0和〗0个1,如果每个0后面紧跟着1个1? 

36, 有多少个二迸制串恰好包含5个0和14个1,如果每个0后面紧跟宥2个 I ? 

37-有多少个 10 位二进制串包含至少3个1和至少3个0? 

38, 有多少种方式从联合国中选择12个国家成为理事国且使得3个选自45个国家的 一组， 4个选自 .57 个 
闻家的一组，其他的选自剩下的69个国家？ 

39, 有多少种方式用3个宇母后踉3个数字组成汽车牌照并且没有字母和数宇出现2次？ 

40+6个人围着一个_桌鱿座，如果通过旋转圆桌而便得就座方式从一种变成另一种，就认为它们是 同一种 
方式，那么有多少种不同的就座方式？ 

41. 如果允许出现井列名次，3匹马参加马赛有多少种结果？ （注： 可以2或 3 四马并 列。） 

M 2, 如果允许并列名次，4匹马参加马赛有多少种结果？（注 s 由于允许并列名次，4匹马中多少匹弁列都 
是可能的 j 

*43, 有 S 名运动员参加百米赛跑.如果允许并列名次，有多少种方式授予3块奖牌？（跑得最快的运动员得 
金牌，恰好只被一个运动员超过的运动员得银牌 * 恰好被2个运动员超过的运动员得铜牌3 
*44, 为避免世界杯足球锦标赛总决赛中出现并列名次，通常采用下述过程：每个队按照预定的顺序选出5 
名球员 . 每名球 员罚一 个球，第〜队的球员先罚，接着第二队的球 M 再罚，依照指定的踬序依次交替 
罚球 a 如果在10次罚球后得分还相等，再次重复这个过程 t 如果在20次罚球后得分仍旧相等*进行 
加赛时间的射 n , 第一个得分的队得胜。 

a ) 如果比赛进行第一轮的10个罚球，并且这轮比赛结束时一个队不可能与另一个队得分相等，那么有 
多少种不同的得分扬面？ 

b ) 如果比赛进行第二轮的10个罚球，对第一和第二轮罚球耐能有多少种不同的得分騎面？ 

e ) 如果比赛在两轮每队罚5个球的加赛以后最多再射门10次.那么整个加赛过程可能有多少种得分 
场面？ 

4.4 二项式系数 

正如我们在4,3节谈到的，具有拉个元素的集合的 r - 组合数常常记作由于这些数出现 

在二项式的幂 + 的展开式中作为系数，因此这些数叫做二項式系教。我们将讨论二项式定 
理，这个定理将二项式的幕表示成与二项式系数有关的项之和。我们将用组合证明来证明这个 
定理。我们也将显示怎样用组合证明来建立某些恒等式，它们是表示二项式系数之间关系的许 




多不同恒等式中的一部分 


二项式定理 




理成立， 


二项式定理给出了二项式幕的展开式的系数* 一个二項式只不过是两项的和，例如 
x+h (这些项可以是常数与变 M 的积，但这里先不考虑 ，） 例1说明了为什么这个定 


例 1 ( x +^) 3 的展开式可以使用组合推理而不是用三个项的乘法得到 D 当 + 十 j ) 

U + WU + jy ) 被展开时，把所有由第一个和的一项、第二个和的一项与第三个和的一项产生的乘 
积加起来^从而出现了形如 zy 2 和 y 的项 & 为得到形如工 3 的项，在毎个和里必须选 
择一个工，只有一种方式能做到这一点，因此，乘积中^项的系数是1。为得到形如的项， 
必须从三个和中的两个和里选 x ( 而因此在另一个和 里选; y ), 于是，这种项的个数是三个个体的 


2-组合数，即 





类似地，形如工 y 项的个数是三个和中选一个来提供1的方式数（而另两个 


和中都要选 a , 有种方式能够做到这 一点。 最后，得到 y 的唯一方式是三个和的每一个都 


选择: V ，恰好有一种方式能够做到这一点。因此得到 

(j ； + ^> 3 ^ (i + yXi + jOU + y) = 


+ 工 jy + F + 乃 ）（x + y) 


jcxx + xxy + xyx + xyy 4 - yxx + yxy -h yyj ： + yyy 
X 3 + 3x 2 y~h 3xy 2 + y 3 


现在叙述二项式定理 


□ 


定理 


项式定理设 I 和 y 是变最， n 是非负整数，那么 


~ hy ) 


to 



-i 


+- 0 _ V + 


-1 


xy 



# * _ 


证这里给出定理的组合证明。当乘积被展开时其中的项都是下述 形式： ^-> yc >= o f u 
^ 为计数形如的项数，观察到必须从^个和中选《 — j 个 x ( 从而乘积中其他的 


个项都是 w 才能得到这种项。因此，的系数是 

例2〜例4说明了二项式定理的应用。 

例2 (^+3?) 4 的展开式是什么？ 

解由二项式定理得到 

■- 

( j ： + y ) 4 = yi (， W 4_ ^y 


= C ): 4+ ( XW + 

=x A 4j: 3 y + Sx z y 2 + 4xy^ + 

例 3 在 U +： y ) 25 的展开式中 W 2 ? 3 的系数是什么？ 

解 由二项式定理得到这个系数是 



,它等于 _定理得证 



w + (:)y 


■ 


25! 

J 3 I 12 I 


5 200 300 


■ 
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例 4 在 （2^-3300 的展开式中的系数是什么？ 

解首先注意到这个表达式等于 （2^：+ ( — b )) H 6 由二项式定理，我们有 

JL /25\ 

(2x + (-) 25 = J (2x) 2i— ^ {— 3>«)^ 

j-o 3 

因此，当13时得到展开式中的系数，即 


25 ) s 12 (-3) 13 兰— 

13 ; 


13112! 


2 12 3 13 


我们可以用二项式定理证_某些有用的恒等式，正如推论1、2和3所示 
g ^| 设 n 为非负整数，那么 


证 



用二项式定理，令和 y = l , 我们有 


2^ = (1 + l) H = 





这正是所需要的结果 D □ 

推论1也有一个好的组合证明,我们现在给出这个证明, 

证一个 n 元素集合有 2" 个不同的子集。毎个子集有0个元素 * 1个元素、2个元素，…， 

或界个元素 a 具有0个元素的子集有个，1个元累的子集有个，2个元素的子集有 

^ 0 ^ 1 


(:) 个… 


个元素的子集有 


)个。于是 


it 




k 


计数了 M 元素集合的子集总数。这证明了 



n 


推论2 


设 h 是正整数，那么 


U 


n 


2(- 1”八丨= 0 




证甴二项式定理得出 


Q — 0" - = ({— 1) + 1)叶 



n 


S 


1)* 


从而 证明 了推论4 

注意推论2推由 


n \ tn 


0 





(：) 







设〃是非负整数，那么 


2> 


k 


证注意到这个公式的左边是二项式定理提供的对 （1+2 P 的展开式，因此，由二项式定理 


可以看出 
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因此 


a -zy = 



ln 2 走 



2 点 



4, 4, 2 帕斯卡恒等式和三角形 


二项式系数满足许多不同的恒等式。现在我们介绍其中最重要的一些恒等式 D 


定理2 


柏斯卡恒等式 S 设和々是满足的正整数，那么有 



证假定了是包含〃+ 1个元素的集合 • 令 a 是 T 的一个元素且5 = 了一恤 h 注意到7’的包 
含走个元素的子集有 个。 然而 T 的含 * 个元素的子集或者包含 u 和 S 中的 * — 1个元素, 


或者不包含 a 但包含 S 中的々个元素。由于 S 的 A — 1元子集有 (， M 」个，故 T 含 a 在内的是元 
子集有(二 ) 个。又由于 S 的&元 子集有厂)个，故 T 的不含 a 的々元子集有^)个，从而得到 

是 1 k K 





注意这里给出了帕斯卡恒等式的一个组合证明*也 I 以从关于的公式递过代數推 
导来证明这个恒等式（见节末的练习 19). 

注意 对所有整教心可以用帕斯卡恒等式和初始条件 = 1 递归地定义二项式 

系数，这些递归定义用于计其二项式系教，因为使用这些递归定义只需要整教加法 * 

帕斯卡恒等式是二项式系数以三角形表示的几何排列的基础，如图 4-6 所示 • 

这个三角形的第《行由二项式系数 

(是)，走^。山…，” 

?」 麻 一. 组成„这个三角形叫做帕斯卡三角形.帕斯卡恒等式证明，当这个三角形中两个相邻 
J 的二项式系数相加时，就产生了下一行在这两个系数之间的二项式系数 * 


© 布菜斯•帕斯卡 （扭 ais # Pascal , 1623—1*62) 帕斯卡在幼年时就 M 现出他的才能 * 虽然他的父亲（对 
解析几何有过多项建树）为了妓励他在其他方面的兴趣，不让他接蝕数学书*帕斯卡 W 岁时发现了甌锥曲 
线中的一个重要结果 p 18岁时他设计 T ~ 部计界机，建造后将其卖出，帕斯卡和费马一道奠定了瑰代槪率 
论的基础。在他的工作中有对现今称为帕斯卡三角形的一些 发现， 1 S 5 4 年_斯卡放弃了对数学的追求> 转而研究神竽 
在那以后1他只有一次重返数学.一个晚上 f 他因剧烈牙痛衍心烦意乱《他®通过研究摆线性质来缓解疼痛。不可思议 
的是牙疼居然减退 f . 他把这一点宥成上天赞成他研究数学的暗示。 
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(S) 

(i) (!) 

( 1 ) (?) (0 
( 2 ) (0 (0 0 ) 


帕斯 P 惊等 式； 

(5 )KOO 




(}) (；) 0) ( I ) 0) 

Q ) (?) (0 (0 ( 2 ) (0 

(S) (t) (5) (§)(S) (?) C) 

(i) a) (D (0 (0 m a) (o 

(S) (!) (5) (0 (0 (I) a) «) (0 


14 6 4 1 


J 5 10 10 5 I 





7 



21 



1 8 2fl 56 70 56 n S 1 


a ) b ) 

闹 4 - 6 帕斯卡三角形 


4. 4, 3 其他的二项式系数恒等式 


我们从众多二项式系数恒等式中选两个恒等式，用它们的组合证明来作为本节的结束 


定理 3 


范 德蒙德恒等式 设 m 、 《和 r 是非负 整数， 其中 r 不超过饥或《,那么 


n 


u：- k )(：) 


注意这个恒等式是由 18 世纪的数学家亚历山大-舍费尔 ■ 范德蒙德 © 发现的， 

证假定在第一集合中有 m 个项，第二集合中有〃个项4从这两个集合的并集 中取〃 个元素 


的方式数是 


771 + 


D 


从并集中取 r 个元素的另一种方式是先从第-个集合中取个元素，接着 


r 


从第二个集合中取个元素,其中 Jfe 是满足0€走<「的整数，由乘积法则，这可以用 
(^) ( 种方式完成，所以，从这个并集中选取 r 个元素的总方式数等于 


m 十 ？ n 


g ( 二 )(:) 


这就证明了范德蒙德恒等式„ 

推论4来自范德蒙德恒等式 a 



如果 u 是一个非负整数，那么 


■1 作 



4 iir 


0 亚历山大-舍费尔•范 德蒙德 I 73 S —1796) 范徳蒙镰年幼时体弱多 


病， 作医 生的父亲让他从亊#乐职业，但婭后来，他对数学越来越感兴他的完 S 的数学1：作包含在 
1?71〜1772年发表的4篇论文中，这些论文包含了在方程求根、行列式理论以及骑士旅行 NB (在 7.5 节的练习中介绍> 
的基础贡范德蒙德对数学的兴《只持续了 两年， 后来，他在和声学、寒冷实验以及锏的制造等方面发表论文 . 他也 
对政治发生了兴®，卷加法 国革命 亭业，并且在政府中担任了儿个不 R 的职务， 
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证在范德_德恒等式中令 m = r = n 得到 



最后_步的相等是使用了恒等式 



□ 


我们可以通过计数具有不同性质的二进制串来证明组合恒等式，如定理4的证明所承, 
E 8 IM 设 n 和 r 是非负整数， r ^ n , 那么 



证我们使用组合证明。由 4. 3节例10,左边 f ^计数了 n + 1 位长包含了 r +1 个1的 

\ rHr I / 


二进制串。 

我们证明，在具有 r +1 个1的二进制串中，通过考虑与最后一个1可能位置的相关情况， 
等式右边计数了同样的对象 . 这最后一个〗一定出现在位》 r +1， r +2， 或者” + U 此外， 
如果最后一个]出现在第▲位，那么一定有 r 个1出现在前 A — 1位。因此，根据 4-3 节例10, 

这样的二进制申有^ ) 个，对所有的々求和，其中 r 十我们发现有 



个 n 位二进制串怆含有^+1个〗。（注意最后一步是改变变董1的结果。）由于左边和右边 
计数了同样的对象，因此相等。这就完成了证明 9 □ 

练3 

I . 求 U + 30 4 的展开式 

a ) 使用组合理由，如例1所示。 

2 + 求（: r +： y ) s 的展开式 

a ) 使用组合理由，姉例1所示 s 

3. 求 （: r + y ) 6 的展开式 4 

4. 求在 U + j ) 13 的展开式中？/的系数 B 

5. 在 L + 的展开式中有多少个项？ 

6. 在 （l + iP 中/的系数是什么？ 

7_在 （2 —: TP 中分的系数是什么？ 

8-在 （3^ 十 2; yV 7 中的系数是什么? 

9. 在 （2 i — 3：^° "中 的系数是什么？ 

*10. 给出一个关于 U 卜的展开式中 〆 系数的公式，其中 A 是一个整数。 

ML 给出一个关丁 — 的展开式中 〆 系数的公式，其中*是一个整数. 

12. 帕斯卡三角形中包含二项式系数的行是 

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 


b ) 使用二项式定理， 
b ) 使用二项式定理。 
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用帕斯卡恒等式计算出在帕斯卡三角形中紧接这行下面的另一行。 
13,帕斯卡三角形中包含二项式系数 = 的行是什么？ 


14,证明如果 n 是正整数，则 


：)<(；) 


n 


<…< 


l"/2j 


U ) 


>…> 



15. 证明对一切正整数^和 




n 


16 * 繼习鳴论贈 果撕嘛’那么“」⑽ 
b ) 从 a ) 确定如果是正整数，那么( 2 ^>栌/2^ 


d iiE 明如果《和 t 是整数，其中那么 


-1 


4 


1匕设6是整数，6^7,使用二项式定理和帕斯卡五角形中适当的行找出（11)】的以6为基的展开式[就是 
以6为基的数（11)>的4次方], 


19. 便用关于的公式址明帕斯卡恒等式， 


20,设 i 和 n 是整数，证明六边形饫等式、这些项在怕斯卡三角形中构成六边形 




n — 1 

k-lf \k + 



00( 二 )(::; 


2 L 证明如果 n 和々是整数，那么 


k 


0 


一 1 


k 


a ) 便用组合证明[提 示： 证明恒等式两边计数了 从一个 n 元素集合中选 * 个元索，然后从这个子集中再 
选1个元素的方法 ： K 


b ) 使用基于 4. 3节定理2给出的^公式的代数证明 

k 


6 


22. 证明恒等式厂一 J ， 其中〜 「和*是非负整数且 k < r 


a 


a ) 使用组合证明 




b ) 使用以 it 元累集合的 r - 组合数公式为基础的论证。 

23. 证明如果 n 和*是正整数，那么 


n+i 

h 


) 


(n+D 


(二) 


/k 


使用这个恒等式构造一个二项式系数的归纳的定义 




24, 证明如果 p 是素数，4是满足的整数，那么整除 ( 

/ 2n 

25, 设 n 是正整数，证明 ， 

\rt \ I 


P 




2 71 v / 2 it + 2 

« + 1 


^-y (n \ S n \ /2jt + 2\ / 2n 

26 -设 n 和 Jfe 是整数 ，1< 证明 ^ _ )/2 - 


0 


4 


*27. 证明 
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其中和 r 是正整数 . 

幻用组合论证^ 

28. 证明如果 n 是芘整数则 

a) 使用组合论证 s b) 通过代数 推导。 

*29. 给出关于的组合证明 X提示 s 以两种方法计数选择_个委员会然后选择这个委员会领 

导的方式数 J 

*30. 给出关于|>(。= < = 的组合证明乂槌乐：用两种方法计数选择一个委员会的方式数，如果这 

个委员会有〃个成员，要求这些成员选 A »个数学教授和 n 个计算机科学教授，并使得委员会的主席是数 
学教 

31* 证明一个非空集合具有奇数个元素的子集数与具有偶数个元素的子集数相等9 
*32. 使用数学归纳法证明二项式定理， 

33. 在这个练习里我们将要计数^平面上在原点和 （m, W 点之间的路径数，这些路径由一系列步构成, 
其中每 —步是 向右或者向上移动一个单位【不允许向左或向下移动 >t 下阁给出了两条这种从 COs 0)到 
(5, 3) 的路径（用粗线标识 


r 


2 


+ k 
k 


n + r +1 


fn 十 r 
(, 




o 


b) 用帕斯卡恒等式 


4 


(53) 



( S 3) 



(0,0) 


&>证明上述每条这种类型的路径 Pf 以用巾 m 个0和^1个1组成的二进制串表示，其中0表示向右移动 
一个单位，1表示向上移动一个黾位。 

b ) 从 a ) 推断存在着 + ，条所求类型的路径 


34,用练习33证明 d = ( n \ f 其中 ▲ 是一个整数，_足0<*<^ [提示；考虑在练4 33中所述的从 

\k / 、九 —k f 


(0, 0) 到 U —h A > 和从 0) 到 U , a — *) 的路径数 J 

35. 使用练4 33证明定理 h [扳 示： 计数练习33所描述的那种 n 步路径数。毎条路径必须在一个 （n — I 
H 点结束，其中* = 0, 1，2 , ij 

36-使用练习33证明帕斯卡恒等式，[圾示：鼓示一条在练习33所描述的那种从 （0, 0) 到 + A ) 并 

通过 ( n + 1 ~kw 是 _ 1 )点或（； 1 一 1 ， A ) 点臣不同时通过这两点的路径《] 

37. 使用练习33证明练习 H 中的恒等式 . [孩示：首先观察到从 （0, 0) 到 U + U r ) 的路径数等于 

^+l + r ^ 其次，按照开始向上恰好走 々个单 位分别计数每 一类路 径*其中 a = 0 , 1, 2,…， r , 然 
后对结果求和 .] 

3扎如果 n 是正整数，则2 ^[ n )= n { n + m - 2 f 给出_个组合证明，〔提示 t 证明等式两边计数了从一 

个 n 元索集合中选一个子集，再从子集中选2个元素的方法，其中这2个元素可以相同，进一步，等 
式右边可以表示成 n ( n - l )2^ z + n 2^- 1 } 

*39. 如果一个序列的前若千项如下列出，对于它的第 n 项确定一个与二项式系数有关的公式。[提示：对帕 
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斯卡三角形的观察有助于问题的 求解， 虽然以这一组给定的项作为开始的序列有无数多个 T 但下面列 
出的每个序列都是所求的那种序列的开始。] 

a ) l ,3,6,10， l 5,21，28，3 S ,45, SS , fi &，一 
b > l , 4，10, 20，35, 56, 84，12。，165,卿，… 

c) l, 2 ， 6, 20 ， 70, 252, 924, 3432，12 870 ， 4S620, … 

d) lt 1> 2 ， 3, 6 ? 10, 20, 3S, 70, 126,… 

f}I t 3, 15 t f?4, 495, 3003, 18 564, LI6 2S0, 735 471 ， 4 686 825 ， … 


4.5 —般性的排列和组合 



引言 


L i7 \\ 

jr- • 

j- 


在许多计数问题里元素可以被重复使用 0 例如 


个字母或一个数字可以在一个车 


牌中多次使用_当选一打多纳圈时，每种可以被重复地选择。这与本章前面讨论的计 
数问题形成对照，因为在那里我们只考虑毎个项至多可以使用一次的排列和组合。在这一节我 
们将介绍怎样求解元索可以多次使用的计数问题。 


还有, 某些计数 R 题涉及到不可区别的元素。例如，为计数单词 SUCCESS 的字母可能被重 
新排列的方式数，必须考虑相同字母的放置$这又与前面讨论的所有元素都被认为是不同的计 


数问题大相径庭 d 在这一节，我们将推述怎样求解某些元素是不可区别的计数问题 a 

此外，这一节也将解释怎样求解另一类重要的计数问题，即计数把不同的元素放入盒子的 
方法数的问题 <=这种问题的一个例子是把扑克牌发给 4 个玩牌人的不同的方式数。 

把在本章前面描述的方法与这-节引人的方法一起考虑，就构成一个求解广泛的计数问题 
的有用的工具箱。当把第5章讨论的新方法再加到这个库里，你将能够求解在广泛的研究领域中 


产生的大多数计数问题 & 


4. 5. 2有重复的排列 


当元素允许重复时，使用乘积法则可以很容易地计数排列数，正如例1所示。 

例 J 用英文字母可以构成多少个 n 位字符串？ 

解因为有26个字母，且每个字母可以被重复使用，由乘积法则可以看出存在 26 n 个 n 位 
字符串。 ■ 


定理1给出了当允许重复时一个 n 元素集合的『排列数 


定理 


具有„个物体的集合允许重复的 r 排列数是 〆 D 
证当允许重复时，在 r 排列中对 r 个位置中的每个位置有《种方式选择集合的元素，因为对 
每个选择，所有 n 个物体都是有效的 a 内此， 由乘积法则，当允许重复时存在#个 r 排列， 


4.5. 3有重复的组合 

考虑下面元素允许重复的组合的 实例。 

例2从包含苹果、橙子和梨的碗里选4个水果。如果选择水果的顺序尤关，且只关心水果 
的类型而不管是该类型的哪一个水果，那么当碗中每类水果至少有 4 个时有多少种选法？ 

解为了求解这个问题，我们列出选择水果的所有可能的方式。共有15种方式： 
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4个苹果 4个橙子 4个梨 

3 个苹果，1个橙子 3个苹果， I 个梨 3个橙子，1个苹果 

3 个橙子，1个梨 3个梨，1个苹果 3个梨，1个橙子 

2个苹果，2个橙子 2个苹果，2个梨 2个 橙子， 2个梨 

2个苹果，1个橙子，1个梨 2个橙子，1个苹果，1个梨 2个梨，1个苹果，1个橙子 

这个解是从 3 个元素的集合{苹果，橙子，梨}中允许重复的4组合数。 _ 

为求解这种类型的更复杂的计数问题，我们需要计数一个《元素集合的 r 组合的一般 方法, 
在例3中，我们将给出这一方法 D 

例3从包含1美元、2美元、5美元、10美元、20美元、50美元及100美元的钱袋中选5 
张纸币，有多少种方式？假定不管纸币被选的次序，同种币值的纸币都是不加区别的 s 并且至少 
每种纸币有 S 张。 

解因为纸币被选的次序是无关的且7种不同类型的纸币都吋以选5次，问题涉及的是计数 
从7个元素的集合中允许重复的5组合数列出所有的可能性将是乏味的， W 为存在许多的解。 
相反， 我们将给出一种方法来计数允许重复的组合数。 

假设一个零钱盒子有7个隔间，每个保存一种纸币，如图 4-7 所示 s 这些隔间被6块隔板分 
开_正如图中所_的。每选择1张纸币就在相应的隔间里放置1个标记。图 4- S 针对选择5张纸 
币的3种不同方式给出了这种对应，其中的竖线表示6个隔板，星表示5张纸币。 



100美元 50美元 20美元】0美元 S 美元 2美元 1美元 

图 4-7 有7种类型纸币的零钱盒 



氺本 本木木 




m 4- R 选择5张纸币的方式实例 
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选择5张纸币的方法数对应了安排6条竖线和5颗星的方法数因此，选择5张纸币的方法 
数就是从11个可能的位置选 5 颗星位貢的方法数。这对应了从含 11 个物体的集合中无序地选择 
5个物体的方法数，可以有 CdU 5) 种方式 u 因此存在 

0(11,5) = = 462 

5 ;6! 


定珣2 


种方式从有7类纸币的袋中选择5张纸币。 ■ 

定理2将这个讨论一般化， 

n 个元素的集合中允许重复的 r 组合有 C(n + r — 1, r ) 个。 

证当允许重复时〃元素集合的每个 r 组合可以用 n — 1 条竖线和 r 颗星的表表示 ^ 这 ? i 一 1 
条竖线用来标记 n 个不同的单元。每当集合的第〖个元素出现在组合中，第 i 个单元就包含一颗 
星。例如 * 4元素集合的一个6组合用 3 条竖线和6颗星来表示。这里 

^ * | ^ | ； * * * 


代表了恰包含 2 个第一元素、 1 个第二元素、 0 个第三元素和 3 个第四元索的组合。 

正如我们已经看到的，包含 n - 1 条竖线和 r 颗星的每一个不同的表对应了 n 元素集合的允 
许重复的一个 r 组合 0 这种表的个数是 CU — l + r T 因为每个表对应了从包含 r 颗星和 《 — 1 

条竖线的《_1 +『个位置申取7^个位置来放『颗星的一种选择。 □ 


例4至例7说明怎样使用定理2 0 

例4设一家甜点店有 4 种不同类型的甜点，那么从中选 6 块甜点有多少种不同的方 
1 式?假定只关心甜点的类型，而不管是哪一块甜点或者选择的次序 . 

解选择6块甜点的方式数是具有4类元素集合的6组合数，由定理2这等于 C <4 + 6 -U 


6) = C <9, 6), 由〒 


C (9 t 6) 


^ C (9,3) = 



= 64 


选择 S 块甜点的不同方式数有 84 种。 ■ 

定理 2 也可以用于求给定线性方程的整数解的个数，这可以由例 5 来说明。 

例 S 方程 


X] + X2 + = 11 

有多少个解？其中 A 、 A 和乃是非负整数* 

解为计数解的个数，注意到一个解对应了从3元素集合争选11个元素的方式，以使得 n 
选自第一类，心选自第二类，抑选自第三类。丙此，解的个数等于3元素集合允许重复的11组 

合数。 由定理2存在 

C (3 + l 卜]， 11) = C ( I 3，11) = CC 13.2) = ”卞 - 78 

1 * £ 

个解6 

当对变元加上限制时 • 也可以求出这个方程的解的个数。例如 T 当变元是满足 工2 >2 
且的>3的整数时，也可以求出这个方程的解的个数.满足此限制的方程的解对应于11个项的选 
择，使得项取自第一类，项々取自第二类， 项工 3取自第三类，并且第一类元素至少取〗个， 
第二类元素至少取2个，第三类元素至少取 3 个 a ㈥ 此，先选1个第一类的元素，2个第二类的 
元素，3个第三类的元素；然后再多选5个元素 D 由定理2，可以用 

C (3 + 5 — l ,5> = C (7,5) = C ( 7 f 2 ) = ㈡ = 21 

种方式做到于是，对给定限制的方程存在21个解 • _ 



在一个〃元素集合允许重复的 r 组合和把 r 个相同的球放 到《个 不同的箱子的方法之间存在 
一一 对应。 为建立这种对应，每次我们把一个球放到第*个箱子里，集合的第 i 个元素就加到这 
个 r 组合中。 

例6有多少种方法把〗0个相同的球放人8个不同的箱子？ 

解把10个相同的球放人 S 个不同箱子的方法数等于8个元素的集合允许重复的10组合 
数，因此存在 

C (8 + 10 — 1,10) = cazao ) = = 19 448 

种方法。 ■ 

例7 昆承 了怎样计数在确定变 M 值时产生的允许重复的组合数，当每次通过某一类确定的嵌 

套循环时，这个变量的值都会增加。 

例7在下面的伪码被执行后々的值是什么？ 

For ! = 1 to n 


for (2 1 ; 

* 

j . 

=1 to i \' 

_ 

for i m s = 

k ! = 

=! to im 

= 是十 1 


解 ft 的初值是0,且对于满足 

1 ^ …€ 打 

的整数序列 il ，每次通过这个嵌套循环时 * 的值就加 h 这种整数序列的个数是从 
\U 2 t 幻中允许重复地选择，/!个整数的方式数，（为看到这一点只需注意到一旦这个整数 

序列选定以后，如果我们按非降顺序排列序列中的整数*这 就唯地 确定了一组对心， 
n 的賦值。相反，每个这样的陚值对应了一个唯一的无序集合。）所以由定理2得出在这个代码被 
执行后 A = C (打 + 1， m) g ■ 

从一个 W 元素集合中，允 许電复 和不允许重复地选择『个元素，其有序或无序的选择数的公 
式在表 4-1 给出。 


表 4-1 允许和不允许 S 复的组合与排列 



4,5.4 具有不可区别物体的集合的排列 

在计数问题中某些元素可能是没有区别的。在这种情况下必须小心避免重复计数.考虑例夂 
例8重新排序单坷 SUCCESS 中的宇母能构成多少个不同的串？ 

解因为 SUCCESS 中的某些字母是重复的，答案并不是 7 个字母的排 列数， 这个单 
词包含3个 S 、 2 个 C , 1个 U 和1个为确定重新排序单词中的字丹能构成多少个不同的串， 
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首先，注意到3个 S 可以用 C (7, 3) 种不同的方式放在7个位置中，剩下4个空位。然后可以用 
C (4, 2) 种方式放2个 C ， 留下2个空位 Q 又可以用 C (2, 1) 种方式放 U ， 留下1个空位，冈此， 
放 E 只有 C ( l , 1) 种方式^从而，由乘积法则，产生的不同的串数是 


C <7 t 3) C (4,2) C (2, l ) CCl , l )= .晶 


1 ! 

ijo] 


= 7t . 

3! Z !1!1! 

= 420 _ 

使用和例 8 同样的推理 _ 能够证明定理3。 

设类型1的相同的物体有 M 个，类型2的相同的物体有叱个，…，类型 A 的相同 
的物体有〜个，那么 / r 个物体的不同排列数是 


m ! 打 2 ! 4mm n k ! 

证为确定排列数，首先注意到可以用 CU ， 出）种方式在 n 个位置中放类型1的 m 个物体， 
剩下?1 一 n ! 个空位 a 然后用 C ( n — ，叱）种方式放类型2的物体，剩下 J 4— 一 个空位$继续 
放类型3的物体 ，…， 类型 A — I 的物体，直到最后 ST 用 C ( n _ mi — — …一 1 ， m ) 种方式放 
类型々的物体。因此由乘积法则，不同排列的总数是 


Cin^ni ) C ( n — wi — j?i — — nk —} ) 


n 

! (7 i — nj ) ! 

(n — ni 一 ■" — tik — i ) ! 

m _ 4 . ih _ 1 _^ 

打 1 ! ( 


^ n \) [ n^Kn ^ n \ 一 

幻） ! 

! n k \0\ 



个 5. 5 把物体放入盒子 


有些计数问题可以通过枚举把不同的物体放人不同的盒子的方式数来求解。考虑下面的例 
子，其中物体是牌且“盒子”是玩牌 A 的手 s 

例 9 有多少种方式把52张标准的扑克牌发给4个人使得每个人5张牌？ 

解我们将使用乘积法则求解这个问题，开始，第一个人得到5张牌可以有 C (52, 5) 种方 
式^第二个人得到5张牌可以有 CU 7, 5>种方式，因为只剩下47张牌。第三个人得到5张牌可 
以有 C (42, 5) 种方式。最后，第四个人得到5张牌可以有 C (37, 5) 种方式，因此，发给4个人 
每人5张牌的方式总数是 - 


052,5)^X47,5)0(42,5)0(37,5) 


52! 471 421 37! 

47|5! * 42T&T * W[S] ' 32T5T 


52! 

5!5!5!5!32l 



注意例 9 的解等于52个物体的排列数，这些物体分成5个不同的类，其中四类 •每 
类有5个相同的物体*第五类有32个物体。可以通过在这种排列和给人发牌之间定义 
一个一一对应来说明这个等式 d 为定义这个对应，首先把牌从1到52排序。然后将发 
給第一个人的牌与分配給第一类物体在排列中的位置对应，类似地，发給第二、第三和 
第四个人的牌分别与第二、第三、第四类物体所分配的位置对应。没有发给任何人的牌 
与第五类物体所分配的位置对应 e 读者应 m 能够验证这是一个一一对应 D 


例9是渉及把不同的物体分配到不同的盒子的一个典型的问题,这些不同的物体是52张牌， 
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5个不同的盒子是4个人的手和其余的牌。可以使用下面的定理求解把不同的物体分配到不同的 
盒子的计数问题， 


定理4 


把 n 个不同的物体分配到丨个不同的盒子使得〜个物体放人盒子 Ki = l ，2 f …， A ) 


的方式数等于 




m !«2 1 …叩！ 


定理4可以使用乘积法则证明。详细证明见本节的练习 47 e 它也可以通过在定理3计数的 
排列和定理4计数的放物体的方法之间建立一、对应来给出证明（见练习48)。 


练习 

1. 从一个3元索集合中允许重复地有序选取5个元素有多少种不同的方式？ 

2. 从一个5元素集合中允许重复地有序选取5个元岽有多少种不同的方式？ 

3. 6个宇母的字符串有多少个？ 

4. 每天一个学生从一堆包好的三明治中随机选1块三明治作为午饭4如果有 fi 种三明治并且选择三明治的 
次序无关，在一周的7天里这个学生选择三明治有多少种不同的方式？ 

5. 分配3种工作给5个雇员，如果每个雇员可以得到1种以上的工作，那么有多少种不同的分配方式？ 

6. 从一个3元素集合中允许重复地无序选取5个元素有多少种不同的方式？ 

7. 从一个5元素集合中允许重复地无序选取3个元素有多少种不同的方式？ 

3. 从一个商店的21种多纳阁中选择12个多纳周有多少种不同的方式？ 

9, 一个百吉饼店有洋葱百吉饼、罂粟子百吉饼、鸡蛋百吉饼、咸味百吉饼、粗制倮麦百吉饼、芝麻百吉 
饼、葡萄干百吉饼和普通 W 吉饼，有多少种方式选择 

a ) S 个百吉饼？ 

b ) 12 个百吉饼？ 

024个百吉饼？ 

d ) 12 个百吉饼，井且每类至少有1个？ 

e ) 12 个百吉饼，并里至少有3个鸡蛋百吉饼和不超过2个咸味百吉饼？ 

10, 一个新月形面包店有普通新月形面包、櫻桃新月彤面包、巧克力新月形面包、杏仁新月形面包、苹果 
新月形面包和椰菜新月形 面包。 有多少种方式选择 

a ) 12 个新月形面包？ 

b ) 36 个新月形面包？ 

c ) 24 个新月形面包，并且至少每类有2个？ - 

d ) 24 个新月形面包，并&不超过2个椰菜的？ 

e ) 24 个新只形面包，并且至少5个巧克力的且至少3个杏仁的？ 

f ) 24 个新月形面包，并且至少1个普通的，至少2个樱桃的，至少3个巧克力的，至少〗个杏仁的，至 
少2个苹果的和不超过3个椰菜的？ 

1 L 一个小猪储钱罐包含100个相同的1美分和80个相同的5美分硬币，从中选 S 个硬币有多少种方式？ 

12. 如果一个小猪储钱罐中有1美分、5美分、10美分、25美分、50美分等硬币，那么20个硬币有多少 

种不同的组合？ 

13. 一个出版商有3000本离敗数学书，如果这些书是没有区別的，那么将这些书存储在3个库房有多少种 
方式？ 

14-设 A 、 A 、 a 和 A 是#负整数，方程 

xi + -r ^ = 17 

有多少个解？ 

15. 方程 
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JE , + + 心十工！1 = 21 

有多少个解？其中_!：.(，•=], 2, 3, 4, 5) 是非负整数，并且使得 

a ) xi ^ 1 

b ) i >2, 卢 1，2，3, 4, 5 

c ) O ^ X | ^10 

d ) 0< x ^ O , j 3 >15 

16, 方程 

X \ + jc 2 + ： r 3 十. jc d + j: s + ^ — 29 
有多少个解？其中 2, 3, 4, 5, S ) 是非负整数 * 并且使得 

a) ^5-11 2 m 3+ 4* 5^ 6 

b ) 工] > 1 ， >2 ， jc 1 ，>31 > 4 ， A > 。 >6 

c ) j 3 <5 

d ) xi <^8 f ^ 2^8 

17, 有多少 10 位三进制数字 (0* 1 或 2) 串恰含有2个0、3个1和5个2? 

18, 有多少 20 位十进制数字串含有2个 0 、4个 U 3 个 2 、 1 个3、2个4、3个5、 2 个7和3个9? 

19, 假设_个大家庭有14个孩子，包括2组三胞胎 v 3组双胞胎以及2个单胞胎。这些孩子坐在一排椅子 
上，如果相同的三胞胎或双胞胎的孩子不能互相区分，那么有多少种方式？ 

20 , 不等式 

J | + + JCi ^ 11 

有多少个解？其中 A 和 A 是非 负整数[提示；引人辅助变童心使得 = 

2L 把 S 个相同的球放到9个不同的箱子里有多少种方法？ 

22 . 把 12 个相同的球放到 S 个不同的箱子里有多少种方法？ 

23. 把 12 个不同的物体放到 6 个不同的盒子里并且每个盒子有 2 个物体 • 有多少种方法? 

24■把15个不同的物体放到5个不同的盒 了里并 且这些盒子分别有】个 v 2个、3个、4个和5个物体，有 
多少种方法？ 

25. 有多少个小于 1 000 000的止整数其数宇之和等于19? 

26. 有多少个小于1 000 000的正整数恰好一个数宇等于9且数字之和等于13? 

27. 一次离散数学的期终考试有10道题 B 如果总分数是 1O0 且每道题至少5分，那么有多少种方式来分 K 
这 些题的 分数？ 

28» n 个物体有 r 种不同的类型，证明有 C(n +r — _ g 2 •—屮 一 1 + — —屮-办）种不同的无序选 

择*使得该选择至少有④个 1 型的物体，仍个 2 型物体，…， 0 个 r 型物体？ 

29. 如果被传送的二进制串必须以1开始，必须有另外3位 1( 使得传送的1共有4位），必须包含总共12 
位 0 ,必须每个 1 后面至少跟随 2 + O t 那么有多少个不同的二进制串？ 

30 , 便用 MISSISSIPPI 中的所有字母可以构造多少个不同的串？ 

3 L 使用 ABRACADASKA 中的所有宇母可以构造多少个不同的串？ 

32 - 使用中的所有字母且所有的 3 个 A 必须连续，可以构造多少个不同的串？ 

33. 使用 ORONO 中的某些或全部字母可以构造多少个不同的串？ 

34. 使用 SEERESS 中的字母可以构造多少个至少含5个字符的串？ 

35 +用 EVERGREEN 中的字母可以构造多少个至少含7个字符的串？ 

36, 使用 6 个〗和 8 个 0 可以构造多少个不同的二进制串？ 

37 , 一个学生有 3 个芒果、 2 个番木瓜和 2 个猕猴桃，如果这个学生毎天吃 1 个水果 1 并且只考虑水果的类 
型，那么有多少神不同的方式吃完这些水果？ 

— 个教授把40本数学期刊放入4个盒子，每盒10本，分配这些期刊有多少种方式？ 
a > 如果每个盒 T 被编号使得它们是可区分的， 
b ) 这些盒子是相同的，使得它们是不可区分的. 
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39. 有多少种不同的方式在: rw 空间上从原点 （ O t 0, 0) 到达（4，3, 5) 点？这个旅行的每一步是在 X 正方 
向移动一个学位， ： y 正方向移动一个中位，或者£正方向移动一个单位。（1 ， yt e 负方向的移动是禁 
止的*即不允许回头 d 

40. 有多少种不同的方式在；空间上从原点 （0, 0, 0，0>到达 U ， 3, 4) 点？这个旅行的每_步是在 

Jr 、3 N Z 或 W 正方向移动一个单位， 

41- 把一副标准的52张扑克牌发给5个人，每个人得到7张牌，有多少种方式？ 

42. 在打桥牌时， 把一副 标准的52张牌发给4个人 f 有多少种不同发牌的方式？ 

43. 当把…副标准的52张牌发给4个人时，若使得每个人有一手包含1个 A 的牌，这种概率是 多少? 

44* 12本书放在4个不同的书架上有多少种方式？ 

幻如 果这些书是同一种书， 

b ) 如果所有的书都不同，并且考虑这些书在书架上的位置，[提示！把这件享分成12个任务完成、放 
每本书是一个任务 & 先用 】 T 2, 3, 4表示这些书架，用40 = 1，2,…， 12) 表示书.把6,放到 K 
2，3, 4屮某个数的右边，〕 

45. n 本书放在 A 个不同的书架上有多少种方式？ 
aV 如果这些书是同一种书。 

b > 如果所有的15都不同，并且考虑这些书在书架上的位置。 

46- 12本书在一个书架上排成一排，从中选5本书并麗使得没有2本书相邻有多少种方式？[提示 ； 将选的 
书用竖线表示，没选的书用呈表示，计数含5条竖线和7颗星且没有2条竖线相邻的序列数 J 
*47. 通过先杷物体放人第一个盒子，然后把物体放人第二个盒子 ，…， 的方法，使用乘积法别证明定理 L 
*48 -通过下面的方法证明定理4,有《个物体，其中类型为 i 的相间的物体 有义个 p i = l ， 2，…， h 先把 
这 n 个物体的排列和把这些物体放到々个盒子旦使得盒子 i 含有〜个物体的分配之间建立一一对应， 
这里£=1, 2, A , 然后使用定理3。 

*49. 在这个练习中我们将通过在两个集合之间建立一一对应来 iE 明定埋2。这两个集合分别是集合 S = U * 
2,…，幻的允许重复的「组合的集合和集合 T = U , 2, 3 n + r — 的 r 组合的集合 t 

a ) 把 S 的允许亟复的 r 组合中的元素排成一个递增序列证明对这个序列的第 A 项加 
上 A — 1 而构成的序列是严格递增的。断言这个序列由 T 的 r 个不同的元索构成。 

b ) 证明 a ) 所描述的过程在 S 的允许 i 复的 r 组合的集合与 T 的广组合的集合之间定义了 一 ~对应，[提 

示：通过把了的满足1<尤1 + r —1的 r 组合 { ，…1 J： r K 与从第*个元素减 

去*~1得到的5的允许重复的 r 组合相联系，证明这个对应是可逆的。] 

断言存在着 CU + r —丨， iO 个 n 元索集合的允许重复的 r 组合， 

S 0. 有多少种方式把5个不同的物体放到3个相同的盒子里？ 

5 L 有多少种方式把5个相同的物体放到3个相同的盒子申？ 

52- 在（^+^ +…的展开式中，把所有的 M 类项合并以后有多少个不同的项？ 

*53, 证明多磅式 定理： 如果打是正整数，则 

(x\ + Xi + 

其中 

c( — …， 0 = 

是多項式系數， 

54. 求 （ j ： 十 y + d 4 的展开式， 

55. 柴 （Jf + jr + z ) W 中的 py z 5 的系数 D 

56. 在&十的展开式中有多少个项？ 
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4.6 生成排列和组合 


4.6. 1 引言 

本赍前几节已经描述了各种类型的排列和组合的计数方法，但是有时侯需要生成排列和组 
合，而不仅仅是计数，考虑下面三个问题。第假设-个销售商必须访问6个城市，应该按照 
什么顺序访问这些城市而使得总的旅行时间最少？一种方法就是确定6! =720种不同顺序的访 
问时间并且选择具有最小旅行时间的访问顺序。第二，假定6个数的集合中某些数的和是100, 
找出这些数的一种方法就是生成所有 2 e =64 个子集并且检查它们的元索和.第三，假设一个实 
验室有 95 个雇员，一个项目需要一组 12 人组成的有 25 种特定技能的雇员。（每个雇员可能有一 
种或多种技能 h 找出这组雇员的一种方法就是找出所有的12个雇员的小组，然后检査他们是否 
有所需要的技能 。 这些例子都说明为了求解问题常常需要生成排列和组合 • 


个 6. 2 生成排列 


二 翁 ■■■ 任何 n 元素集合可以与集合 U , 2, 3,蝌建立一一对应。我们4以如下列出任何《 
"'辱 '.元素集合的所有 排列： 生成《个最小正整数的排列，然后用对应的元素替换这些整数。 
G 经建立了许多不同的算法来生成这个集合的 W 个 排列. 我们将要描述的算法是以 <1* 2,…， 
W 的排列集合上的字典顺序为基础的。按照这个顺序，如果对于某个 h ai=bt , a 2 = 

b 2 eu -: =6 i -1 并且，那么排列 aiaa … 〜 在排列 fri 扣 ■ ■心的 前边 D 换句话说，如果 
在《个最小正整数集合的两个排列不等的第一位置，一个排列的数小于第二个排列的数*那么这 
个排列按照字典顺序排在第二个排列的前边。 

例1 集合丨 1, 2, 3，4, 5} 的排列 23415 在排列 235 U 的前边，因为这些排列在前 两位相 
同，但第一排列在第三位置中的数是 4，小于 第二排列在第三位覚中的数 5。 类似地，排列 
41532 在排列 52143 的前边。 醒 

生成 {1, 2, …， W 的排列的算法基础是从一个给定 排列⑴ ⑺按照宇典顺序构造下一个 
排列的过程。我们将说明怎样做到这一点。首先假 设〜- 〜，交换〜 - i 和可得到一个更大 
的排列。没有其他的排列既大于原来的排列并且又小干这个通过交换〜^与〜得到的排列〃例 
如，在 234156 后面的下 个 最大的排列是 234165。 另一方面， 如果那么由交换这个 


徘列 t 的最后两项不可能得到一个更大的排列 t 看看排列屮的最后 3 个整数，如果 
那么可以重新安排这后3个数而得到下一个最大的 排列。 w 叫和〜中比较小的数大于〜-2，先 
把这个数放在位置 〃一 2，然后把剩下的那个数和〜按照递增的顺序放到最后的两个位置•例 
如，在234165后面的下一个最大的排列是234516, 

另一方面，如果(且〜 - i > 那么不可能由安排在这个排列的最后三项而得 
到更大的排列 0 基于这个观察，可以描述一个一般的力法，对于给定的排列⑷⑽…知依据字典 
顺序来生成下一个最大的排列 . 首先，找到整数…和 ~ + 1 使得 a ,< a ;^ 且 

aj -hi > a)+2 > …> f 

即在这个排列十的最后一对相邻的整数，使得这个对的第一个整数小于第二个整数 • 然后，把 
屮〜，〜 +2 , 如中 大于〜 的最小的整数放到第/个位苦，再按照递增顺序从位置 ）+1 到《列 
出七， a i + i . a , 十 2 ,…，〜中其余的整数，这就得到依照字典顺序的下一个最大的排列。容易看 
出，没有其他的排列大于排列 W 似…如而小于这个新生成的排列。（对这一事实的验证留给读者作 
为练 
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例 2 在362541后面按照字典顺序下一个最大的排列是什么？ 

解使得〜〈七+1的最后一对整数％和心卞1是的二2和透5 & 排列在2右边大于2 
^ 的最小整数是因此4被放在第三位置。然后整数2, 5和1依递增顺序放到最 

后3个位置，即这个排列的最后3个位置是125,于是，下一个最大排列是36412% ■ 

为生成整数1，2 ，…， 《的„ 丨 个 排列， 按照字典顺序由最小的排列，即123开始，连续 
施用《! — I 次生成下一个最大排列的过程，就得到〃个最小的整数按宇典顺序的所有排列。 

例 3 按字典顺序生成整数 1, 2, 3的排列。 

解从123开姶，由交换3和2得到下一个排列132,下一步，因为3>2和1<3，排列在 
132中的3个整数，把3和2中较小的放到第一个位置》然后按递增顺序把1和3放到位置2和3 
而得到213。跟着213的是231，它是由交换】和3得到的，因为1<3,下一个最大的排列把3 
放在第一位置，后面是〗和2按递增顺序排列，即312,最后，交换1和2得 到最后 一个排 
列 321 g ■ 

算法1显示了在给定排列不是最大的排列 一 1 « — 2…2 1时，在它的后面按照字典顺序找 
到下一个最大排列的过程。 


算法1按字典顺序生成下 一个最 大排列 

procedure /^77 仙似 “ 仰（叫 a … 〜： 2 -n} 的排歹 3 ，不等丁 nn — l ”.21) 
j t = n— 1 
while >a,+i 

j *= 厂 1 

0 是使得 + s 的最大下标 } 

k 1 ~ 71 

while 

k 1 = jfe- 1 

是在…右边大于 \ 的最小 整数} 

交换 ~ 和 w 
r s = tt 
s ， = j + 1 
while r^>s 
b^gio 

交换〜和 i 

r * = r~1 
s * = s~tl 

fod 

{这把在第 i 位后边的排列尾部按递增顺序放置 } 


4*6.3 生成组合 

-h 

::，怎样可以生成一个有穷集的元素的所有组合呢？由于一个组合仅仅就是一个子集， 
1 我们可以利用在 hi ，〜 f 〜}和沒位二进制串之间的对应 & 

如果 w 在子集中，对应的二进制串在位置 A 有一个1;如果^不在子集中，对应的二进制 
串在位置丨存一个0。如果可以列出所有的 n 位二进制串，那么通过在子集和二进制串之间的对 
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应就町以列出所有的子集^ 

一个 u 位二进位串也是一个在0到2"-1之间的整数的二进制展开式。按照它们的二进制展 
开式，作为整数根据递增顺序可以列出这2”-1个二进制串。为生成所有的”位二进制展开式， 
从具有 n 个0的二进位串000…00开始。然后，继续找下一个最大的展开式，直到得到 
为止 D 在每一步找下一个最大的二进制展开式时，先确定从右边起第一个不是1的位置。然后把 
这个位置右边的所有的1变成0并且将这第一个 0( 从右边数）变成1。 

例4找出在10 ㈤ 100111后面的下一个最大的二进位串。 

解这个串从右边数不是1的第1位是从右边起的第4位。把这一位变成】并且将它后面所 
有的位变成 I 这就生成了下一个最大的二进位串10 0010 1000. _ 

生成在 b n - X h n -2-^ ho 后面的下一个最大的二进位串的过程给出在算法2中 9 



下面将给出生成集合彳1，2，3， W 的 r 组合的 算法。 一个 r 组合可以表示成一个序列， 
这个序列按照递增的顺序包含了这个子集中的 元素。 使用在这些序列上的字典顺序可以列出这 
呰「组合 • 在…化…〜后面的下 个 组合可以按下面的方法得到=首先.找到序列令使得 if 
r + i 的最后元素1，然后用 〜十1 代替 A ， 且对于/十2,…， r 用〜 + j _ i + l 代替 
a ” 请读者证明这就按宇典顺序生成了下一个最大的组合 • 下面的例子说明了这个过程0 
例 S 找出集合<1, 2, 3, 4, 5, 6} 在（1，2, 5, 后面的下一个最大的4组合。 

解 在具有 a : = U Q 3 — 5 i a ! =6的项中使得 a ，#6 — 4+ i 的最后的观是 as = 2。为 

得到下一个最大的4组合，把 as 加1得幻= 3 。然后，置幻= 3 +1 = 4 且 w = 3 十 2 = 5 。从而下 
个 最大的4组合是<1, 3, 4, _ 

算法3用伪码给出了这个过程。 


算法3按字典顾序生成下个 r 组合 

procedure riejrt no 肌 hination ( { q …， a 」 2 { 1 t 2，… 的满足 … dr 的不等 J w 

+ 1 * 的真了 ■ 集） 
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练习 

1- 找出按照字典顺序跟在下面每一个排列后面的下一个最大的排列 . 
a )1432 h )54123 c ) 12453 

d )45231 (06714235 f )3 l 528764 

2. 找出按照字典顺序既在下面每一个排列后面的下一个最大的排列 。 
a )1342 b ) 45321 c )13245 

d )6 I 2345 e )1623547 ()23587416 

3 + 按照字典顺序排列下述彳 1. 2， 3, 4, 5} 的排列: 43521, 15432, 45321, 23451 , 23514* 14532, 21345, 
45213, 31452, 31542. 

4 # 按照字典顺序排列下述丨 U 2, 3, 4, 5, S 丨的排列： 234561, 231456，165432，156423，543216, 
541236, 231465, 314562* 432561, 654321, 654312, 435612. 

5. 使用算法1按 M 宇典顺序生成前4个正整数的24个排列。 

6, 使用算法2列出集合 U . 2. 3, 4} 的所有子集 a 

7, 使用箅法3列出集合2, 3, 4, 5} 的所有的3组合， 

8. 诬明算法1按字典顺序生成下一个最大的排列 g 

9. 证明算法3按字典顺序生成给定 r 组合后面的 K — 个疽大的 r 组合 

10, 建立 -- 个算法來生成 ti 兀素集合的 r 排列 4 

11, 列出 {1, 2+ 3. 4, 5} 的所有3排列^ 

这一节《下的练4建立了另一个算法来生成 {U 2,夂…， n } 的排列 t 这个算法是基干整数的康托尔展 
开.每个小于 W 的非负整数有一个唯一的康托尔展开式 

ai 1 ! + 2! + …+ a # -\ in 一 1 ) ! 

其中4是一个不超过 i 的非负整数， t 〗， 2,…， n - U 整数^化•…，做这个整数的康托尔数字。 

给定2,…， W 的一个排列，令 am 是排列中在 i 后面且小于 i 的整数个数 ， A = 3.…， t 例 

如，在排列43215中，^是在2后面且小于2的整数个数，所以类似地，对这个例子 ^ = 2* 

3且… =0 a 考虑从 U . 2, 3,….幻的排列的集合到小于…的非负整数的集合的函数 t 这个函数把一个排 
列映到一个非负整数，而这个整数把以这种方式定义的4,，处 ，…， 作为它的晴托尔数字^ 

12. 找出对应于下述排列的整数 a 

^)246531 b )12345 c )65432 l 

M 3+ 证明这里描述的对应是彳 1* 2, 3, W 的排列的集合与小于 n ! 的非负整数之间的双射， 

U .按照康托尔展开式与练习12前面所描述的棑列之间的对应找出与下面的整数相对应的 2 T 3, 4, 
5} 的排列。 

a )3 b)89 c )111 

15,开发-个以练习12描述的对应为基础的算法来生成〃元素集合所有的排列 t 
*16_下面的方法可以用来生成一个 u 项序列的随机排列，首先，交换第 n 项与第 Kn ) 项. 其中 r ( n ) 是一个满 
足的随机选择的整数 . 接着，交换结果序列的第 （ n _】 ) 项与第 rU — l > 项 t 其中 Kn — 1) 是一 
个满足—— 1的随机选择的整数 s 继续这一过程直到 J = i 其中在第 J 步要交换结果序列的 
第 j + 1) 项与第 Kn-j + l ) 项，其中 心一 j + 1) 是一个满足 lKr ( n-j + l )< n - j + l 的随机选择的整 
数。证明当遵循这个方法时序列项的 W 个不同棑列中的每一个排列被等可能地生成《 [提示；使用数学 
归纳法 . 对于 n —1项的一个序列，假定这一过程生成的每一个; i — i 项的排列的槪率是 1/ U — 1 )!J 

关键术语和结果 

术语 

组合教学：研究物体安排的科学 ^ 

牧举： 物体安排的 计数。 
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树®: 由根、从根出发的分支以及从分支的某些端点出发的其他分支构成的图 
排列：集合元素的_个有序的安排 
，排列： 集合的，个元素的一个有序安排。 

PCn f r )= ^元素集合的 r 排列数， 
r 组合=集合的 r 个元素的无序选取 6 
C («* r) s h 元素集合的 r 组合数。 



(二项式系数）: 


也是 n 元素集合的 r 组合数 


组合 证明； 基于计 数变董 的证明 D 

帕斯卡三 角形： 二项式系数的一种表示，其中三角形的第纟行包含 U 2,“ 


结果 


乘积法则：一种基本的计数技术，这个法则指出，当一个过程由两个子任务构成时，完成这 
个过程的方式数是完成第一个任务的方式数和完成第一个任务之后再做第二个任务的方式数 
之积 。 

求和法则：一种基本的计数技术 0 这个法则指出，如果两个任务不能同时做，那么用这种或 
那种方式完成任务的总方式数是完成两种任务的方式数之和。 

鸽巢原理：当比 Jfe 多的物体放到 i 个盒子时， 一 定存在一个盒子包含了至少2个物体。 

广义鸽巢原理:当 N 个物体放人々个盒子时， 一 定存在一个盒子包含了至少 RVA 1 个物体 & 

P ( w , r ) = -~~ " ■ 、, 


帕斯卡恒 等式: 


C ( ti 9 r ) — 



n ] 

r}(n — r ) | 



二项式定理 ：<jt + y )" = 2 

当允许 》 复时，一个 n 元素集合有^个 r 排列。 

当允许重复时，一个 n 元素集合有 CU + r — U r > 个 r 组合^ 

如果类型 i 的不可区分的物体有⑴个， 1-1, 2, 3, 那么《个物体的排列有 M / 

(m ! !… nk ! ) 个也 

生成集合 U , 2,…， 幻的 排列的算法， 


复习题 

1. 解释怎样用求和与乘积法则找出长度不超过10的二进位串的个数 I 
2-解释怎样找出长度不超过10且至少有1位0的二进位串的个数。 

3, a ) 怎样用乘积法则找出从 m 元岽集合到 a 元索集合的函数个数？ 
b) 从一个 5 元素集合 到-个 10 元素集合存在多少个函数？ 

d 怎样用乘积法则找出从 m 元素集合到《元素集合的一对一函数的个数？ 

d ) 从一个 5 元素集合到-个 10 元素集合存在多少个-对一函数？ 

e > 从一个 5 元素集合到一个 t 0 元素集合存在多少个映上（注 i 满射）的滴数？ 

4. 如果首先蔴 4 个球的队就能取胜，你怎样找出两个队加赛的所有可能的结果数? 
5 + 你怎样找出以开始或以 010 结束的 10 位二进位串数？ 
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6. a ) 叙述鸽巢原理1 

b ) 解释怎样用鸽巢原理证明在11个整数中至少2个整数的最后一位相同？ 

7, a ) 叙述广义鸽巢原埋。 

W 解释怎样用广义鸽巢原理证明在? n 个幣数中有10个粮数的最后一位数字 相同？ 

3, a ) —个《元素集合的 r 棑列和 r 组合的区别是什么？ 

b ) 椎导一个与 H 元素集合的 r 组合数及 r 排列数有关的等式。 

c > 有多少种方 式从班 25个学生中选6个学生参加一个委员会？ 

d ) 有多少种方式从-班 2 S 个学生中选 S 个学生拘任委员会中不同的常务委员？ 

9. a ) 什么是帕斯卡三角形？ 

b ) 在帕斯 t ： 三角形 中的行 是怎样从它的 L 一行产生的？ 

10. 什么是恒等式的组仑证明？这样的证明与代数证明有什么不同？ 

11. 解释怎样用组合论证证明帕斯卡怊等式 s 

12. a > 叙述二项式定理^ 

b ) 解释怎样用组合论证证明二项式定理。 

c ) 求在（21 + 5;^)加的展开式中项的系数。 

13. a ) 解择怎样找出与从〃个物体允许重复地无序选取 r 个物体的方法数有关的公式^ 

b ) 如果同种类型的物体是不加区分的，那么从5种不同类型的物体中选择12个物体有多少种方式？ 
e ) 从这5种不同类型的物体中选择12个物体，如果第一类物体必须至少3个，那么有多少种方式？ 

d ) 从这5种不同类型的物体中选择12个物体，如果第一类物体不多于4个.那么有多少种方式？ 

e ) 从这5种不冏类型的物体中选抨12个物体.如果第一类物体必须至少2个*俩是第二类物体不超过 
3个，那么有多少种方式？ 

14. a ) 设 n 和 r 是正整数，解释为什么方程 h +々+… +^ = r 的解的个数等于 n 元素集合的允许重复的 r 

组合数，这里的；是非负 整数. 2, 3，…，心 
b ) 方程 a + A +4 = 17有多少个非负整数解？ 
e ) b ) 的方程有多少个正輅数解？ 

15. a )/ r 个物体有 A 种不同的类型，其中类型1有&个无 PT 别的物体，类塑2有&个无区别的物体 ，…* 

类型6有~个无区别的物体，推导一个与这些物体的排列数有关的公式 & 
b ) 有多少种方式来排序单同 INDISCREETNESS 的字母？ 

16. 描述一 个算法来生成 u 个最小正整数集合的所有排列 。 

17. a ) 把52张标准的扑克牌发给6个人，每人5张牌，有多少种方式_? 

b ) 有多少种方式把〃个有区别的物怵分配给 i 个有区別的盒子且使得第 i 个盒子含有 A 个物体？ 

13,描述-个算法来生成 n 个最小正整数集合的所有的组合？ 

补充练习 . 

h 从10个不同的项中选6项有多少种方式？ 

a ) 若这些项是有序选择的并且不允许重复， b ) 若这些项是有序选择的并垃允许道复。 

c ) 若这苎项是 X 序选择的并且不允许皇 g . d ) 若这#项是无序选择的并且允许 重复。 

2. 从6个不同的项中选10项有多少种方式？ 

W 若这些项是有序选择的并且不允许重复 & M 若这些项是有序选择的并且允许重复。 

c ) 若这些项是尤序选择的并且不允许重复 d ) 若这些项是无序选择的 并且允 许羞复 
3+ —个考试包含100个真假判断题6如果答案可以空缺，一个学牛 冋答这 些考题可能有多少种不同的 
方式？ 

4-有多少个10位二进制串以 （ HK ) 开始或以】11结束？ 
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5. 字母表 U , h d 上有多少个10位字符串恰有3个 a 或恰有4个6? 

6. —个校闻电话系统的内部电话号码由5个数宇组成，且第一个数字不等于 0 t 在这个系统中可以分配多 
少个不同的电话号码？ 

7. 一个冰激凌屋有28种不同味道的冰激凌、 S 种不同的果汁和12种配料， 

a ) 如果每种味道的 pr 以不止1勺，井且不考虑次序，那么取3勺冰激凌放 在一个 盘中有多少种不同的 
方式? ' 

b > 如果个小圣代包含1勺冰澉凌、1种果汁和1种配料 • 那么有多少种不同的小圣代？ 
c ) 如果一个大圣代包含3勺冰激凌、2神果汁和3种配料 . 其中每种味道的冰激凌可以不止1个并且不 
考虑次序，每种果汁只能用1次且不考虑次序.同时每种配料也只能用1次并且不考虑次序。那么有 

多少种不同的大圣代？ 

8. 有多少个小于1000的正整数 

d 恰有3个十进制数字？ 有奇数个十进制数字？ 

c ) 至少有1个十进制数宁等于9? d ) 没有奇数个十进制数字？ 

e ) 有两个连续的十进制数字等于5? D 是回文（即正读和倒读是一样的）？ 

9 . 当用十进制记法写出从1到1000的数时，有多少个下面的数字被用到？ 

战 )0 b)i c )2 d )9 

10. 有黄遒十二官，需要有多少人才能保证其中至少6个人在同一宫？ 

1 L 个 幸运卡甜点公司制作 213 种不同的幸运卡& —个学生使用这个公司的幸运卡在餐馆吃饭 . 如果这 
个学生没有获得 4 张同样的幸运卡*那么他在这个餐馆吃饭最多可以吃多少次？ 

12- 为保证至少2个人生在一周的同一天和同一个月（可以不在同一年），那么需要多少人？ 

13. 证明在10 ♦不 超过50的正整数集合中至少有2个不同的5元子集有同样的和。 

14. — 包棒球卡有20张 4 如果总共有550种不同的卡，那么需要买多少包卡才能保证其中的2张卡是一 
样的。 

15. 3 )从.副牌中霄要选多少张牌才能保证至少选中2张 A ? 

b ) 从一副牌中需要选多少张睥才能保证至少选中2张 A 和2种点数？ 

c ) 从一副牌中需要选多少张牌才能保证至少有2张同样点数的牌？ 

d ) 从一副牌中需要选多少张牌才能保证至少有2张不同点数的睥？ 

*16 - 证明 在任何 n +1 个不趄过 2 n 的正整数中必存在2个数互素 | 

*17. 证明在 m 个整数的序列中存在若千个连续的整数其和珂被 m 整除。 

18, 证明如果放5个点在边長为2的正方形中，那么其中至少有2个点的距离不超过 

19. 证明一个有理数的十进制展开式一定从某一点出现循环。 

20 , 一个疋 a 边形有多少条对角线？这里的^是大于等于3的正整数 g 

21. 有多少神方式从20种多纳圈中选个多纳圈 
&>如果没有2个多纳阐是问种的？ 
c ) 如果不加限制？ 

£ )如果必须至少有 S 个蓝莓馅的多 纳顧？ 

22■求 rt , 如果 

a ) FC ^, 2)^110 h ) F ( n , n )^5040 

23-求 n ， 如果 

a > C (打- 3)-45 b ) C(«t 3 )= P { n , 2) c ) C ( n , 5) = C ( n ，2> 

24+ 证明如果？?和 r 是非负整数 & _ 

F(jf + 1 ^ r ) = P ( n ^ r )(? t + l)/(n + I — r ) 

*25. 设 S 是; i 元素集合，存在多少个有序对 （ A ， 使得 A 和 i ? 是 S 的子集旦 ASfi ? [提 示： 证明 S 中的 


b ) 如果所有的多纳阁都是同种的？ 

d ) 如果至少有2种多纳濟:？ 

f ) 如果至多有6个蓝莓馅的多纳圈？ 

c)P(n, 4)^12FCn t 2) 
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每个元索 M 于為 ， £J 一 A 或 S — 

26+通过构造在集合的具有偶数个元素的7 集 与具有奇数个元素的子集之间的対应，给出关于 4.4 节推论2 
的组合证明，[提 示： 取定架合的一个元素 a ， 如下构造对应 t 如果不在子集中就把它放到子集中 | 
如果 a 在子集中就把它从子集中取出。] 

27■设^|和『是非负整数且 r <〜 E 明 

C( n^r — I) — C(n + 2 ， r + 1 ) — 2C(n ~i 1 ，， +1) + C(n t 疒 + 1) 

ff 

28, 使用数学归纳法证明 2 C <^ 2 > = COt f 1,3)， 其中 d 是大于 I 的整数 e 

29, 证明如果 《 是整数，则 



30 , 在这个练习中我们将推导一个关于 n 个最小正整数的平方和的公式&我们将用两种方式计数三元组（ I 、 
h 幻的个数 * 其中“ j 和 A 是整数且满足0<纟<入 G < J < k ' 

a ) 证明对于给定的 A 存在 P 个这样的三元组，因此有个这样的三元组。 

屬 =■= I 

b ) 证明具有的三元组个数和的三元组个数都等于 CU +1， 3)。 

c ) 证明具有 0 <i = j < Jb 的三元组个数等于 CU+h 2)。 

d ) 把 a )、 b ) 和 e ) 组合起来得出 

R 

= 2 C(n + l ,3) + C(H + 1,2) 

= n(H+1){2n f 1)/6 

*31. 设《>4,有多少个^位二进位串恰好01在其中出现两次？ 

32 - 设集合 S 和子集族 A ], …其中每个子集含有 t /个元素， ^>2. 如果町以把两种不同的颜色 
分配给 S 的元素 T 每个元素一神 颜色， 且使得每个子集 A 都包含了两种颜色的元素，则称这个子集族 
是可2涂色的设是最大的正整数，使得对千每个子集族 * 如果子集数小干且每个子集 
含 d 个元索，就是可2涂色的， 

a ) JE 明具有 2£ f _ l 个元索的集合 S 的所有 d 子集构成的子集族不是可2涂 色的. 
b > 证明 m (2) = 3 0 

*〜）证,明 m (3) = 7, [提示：证明 3, 5}， {1. 2, 6 h {1, 4* 7}, {2，3, 4}，{2，5, ?}，13, 6, 

7}* {4, 5, G 不是可 2 涂色的 d 然后证明所有具有 3 个元素的 6 个集合的集合族毎个都是可 2 涂 
色的 

33- —个教 授为一次离散数学考试出了 20道多选题，每道题可能的答案为 a , h 如果具 有答案 a t 

h t 和 J 的试题数分別为 8, 3, 4 和 5 ， E 试题可以用任意的顺序安排 ， 那么可能有多少种不同的 
答案 。 

34. 8个人闬闽桌就座有多少种不同的安排？其中如果-种安排通过旋转能从另一神安排得到，那么就认为 
这两种安排是一样的 6 

35-把24个学生分给5个指导教师有多少种方式？ 

抓一蒲式耳包含20个无区别的 DeUcious 苹果、20个无 K 别的 MacimoA 苹果和20个无区别的 Gnmny 
Smhh 苹果，从其中选12个苹果，如果每类至少选3个有多少种方式？ 

37* 方程有多少个非负整数解？ 

a ) 若乃 : >K j - 2 >2, 々>3 1>)若4<6, jt 3 >5 

c ) 若々<4， < C 3 # jt 2 > S 

38 -使用单词 PEPPERCORN 的所有字母构成字符串。 

a > 可以构成多少个不同的宇符串？ b ) 其中有多少宇符串以 P 开始和结束？ 
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c ) 在多少个字符串中有3个连续的 P ? 

39. 10元素集合有多少个子集 

a ) 少于5个元素？ b ) 多于7个元素？ c ) 有奇数个元聚？ 

40, — 个交通逃逸事故的证人告诉罾察 T 肇率汽车的车牌包含3个字母后面跟着3个数宇，以字母 AS 开始 
垃包含数字1和 2. 有多少不同的车牌符合这个描述？ 

4 L 有多少种方式把《个相同的物体放人 m 个不同的容器而使得没有一个容器是空的？ 

42. 6个男孩和8个女孩坐在一排椅子上，如果没有两个男孩相邻，有多少种方式？ 

43. 设计一 个苒法 生成一 个有穷集的所有允许重复的 r 排列 & 

44. 设计一个算法生成一个有穷集的所有允许重复的 r 组合， 

M 5. 证明如果浓， ”力 整数1 3 t 郎么 ? i — I ) + R(m —1 > 

*46. 在一组 S 个人中，每两个人是朋友或者是敌人，通明在这组人中不存在3个人两两是朋友，也不存在4 
个人两两是敌人《从而证明了 R (3_ 4)>7 d 

计算机题目 

按下述给定的輪入和输出写程序 ， 

1. 给定庄整数《和不超过 n 的非负整数，找出 n 元素集合的 r 排列数和 r 组合数。 

2. 给定正整数《和^找出；1元素集合的允许重复的 r 排列数和允许 ® 复的 r 组合数 a 

3. 给定正整数序列，找出这个序列的最长的递增和递减子序列。 

给定方程 f …十 a = 其中 C 是一个常数，力，；是非负整数_列出所有的解 . 

5+给定正整数 n T 按宇典顺序列出集合 {I 2,…，幻的所有的排列. 

6, 给定正整数^和不超过 n 的非负幣数心按字典顺序列出集合彳 K 2 ¥ 3，…， n } 的所有的 r 组合。 

7. 给定正整数 n 和+超过"的非负整数 r t 按字典顺序列出東合 U ， 2, 3,…， W 的所有的 r 排列. 

8* 给定正整数〜列出集合幻的所有的组合^ 

9 - 给定正輳数? t 和 r , 列出集合 U , 2 •…，幻的允许重复的所有 r 排列 n 
10* 给定正锫数《和列出集合彳 I 2， ，+. t d 的允许重复的所有 r 组合， 

计算和研究 

使用 一个计 算程序 或你己完成的 程序做 下面的练习， 

1. 与两个队加时赛时. 贏 的队是9分中首先得5分、11分中首先得6分、]3分中首先得7分和15分中首 
先得8分的队 t 找出加时赛的坪能的结果数 . 

2. 哪些二项式系数是奇数？你能根据数的特征给出一个猜想吗？ 

3. 目前还不知道二项式系数 C (2”， W 是否一定被一个素数的平方整除，也不知进当 n 增长时在 C (2 n ， 
的素数分解中最大的指数是否无界 增长。 通过对于尽可能多的疋整数 n 找 C <2 it , d 的分解式中素数的最 
小和最大的幂来探索这个问题 & 

4 - 生成8元素集合的所有的排列。 

S * 生成 S ) 元素集合的所有的 S 排列， 

6. 生成8元素集合的所有的组合。 

7 - 生成7元素集合允许重复的所有5 组合， 

写作题目 

用本书以外的资料，按下列要求写成短文。 

1. 描述狄利克雷和其他的数学家对鸽巢原理的9期应用 • 

2 # 讨论扩充目前电话编码计划的方式以适合对更多电话号码飞速增长的 霈求。 （看看你是否能够找到某些 
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米自电信产业的建议。）对你要讨论的每个新的编码计划说明怎样找到它所支持的不同电话号码的个 数， 

3,本书描述了许多组合恒等式，找一找关于这种恒等式的资料，并且描述除 T 本书引入之外的其他重要的 
组合恒等式。给出其中某些恒等式的有代表性的证明，包括组合证明， 

^ 描述在统计力学中的质点分布所使用的不 N 的模型，包括麦克斯韦 - 玻尔兹曼、玻色-爱因斯坦和费米- 
狄拉克 （ Fcrmi - Orac ) 统计 1 在每种情况下描述模型中使用的计数技术 

5. 定义第一类斯特林数并且描述它们的某些性质以及所满足的恒等式。 

6. 定义第二类斯特林数并且描述它们的某些性质以及所满足的恒等式 

7. 定义拉姆齐数，叙述和证明 JB ： 示它们存在的拉姆齐定理，弁且描述 H 前已知的有关拉姆齐数的结果 。 

S . 描述生成 n 元素集合所有排列的其他算法，这些算法不是在 4.6 节给出的算法 g 把这些算法的计算复杂 
性与书 〖:和 4. 6节练习所描述算法的计算复杂性进行比较. 

9 . 至少描述一种方法生成一个正整数 a 的所有的剖分 & (见 3. 4节练习47。） 


第 5 章离散概率 

组合学和概率沦有着共同的起源。概率论形成于三百年多年以前。当时布莱斯•帕斯卡对 
某些醏博游戏进行了分析，从中发现了二项式系数的各种性质，后来 * 法国数学家拉普拉斯©也 
研究赌博，他定义了事件的概率，从而带动了基础概率论的大发展 & 

尽管概 率论起源于赌博的研究_但是现在它在各种不同的学科屮起着基础的作用 . 例如，概 
率论被广泛应用于遗传学的研究、用它可以帮助理解特征的遗传。当然，由于概率论适用于研究 
人所特别热衷的赌博行为，它仍旧是数学领域里特別流行的一部分， 

在计算机科学中，概率论在算法复杂度研究中起卷重要的作用。特别地，人们用概率论的 
思想和技巧确定算法的平均复杂度 t 概宇算法可以用于解决许多不容易或实际上不可能用确定 
性算法求解的问题。确定性算法在给定冏样的输入条件以后，总是遵循着同样的步骤，但在概 
率算法中不是这样，筲法做一次或多次随机选择，这可能导致不同的输出结果，在组合学中， 
概率论甚至可以用于证明具有特定性质的个体的存在性 s 由保罗 * 埃德斯和阿尔弗雷德 • 任伊 
引人组合学的概率方法，通过证明存在具有某种性质个体的概率是正数来证明这种个体的存 
在性。 

5.1 离散概率引论 

5.1.1 引言 

概率论起源于17世纪的赌博游戏，人们根据反复掷一对骰子的结果来赌输赢。法国数学家 
布莱斯•帕斯卡计算了几种常觅赌法中葳的可能性 & 到了〗8世纪.法国数学家拉普拉斯也研究 
赌博，并且把事件的概率定义为成功的结果数除以能的结果数所得的商，例如，一个骰子掷出 
奇数点的概率就是成功结果的个数（即出现奇数点的个数）除以可能结果的个数（即骰子可能出现 
的不同方式数有6种可能的结果，即1， 2. 3，4, 5和 6. 其中恰好3种是成功的结果#即 
1, 3和 5 d 因此，骰子掷出奇数点的概率是3/6 = 1/2,(注意这里假定所有结果的可能性是相等 
的，或者换句话说，骰子是均匀的。） 

这一节我们的讨论将局限于具有可能性相等的有限多个结果的试验。这样我们可以使用拉 
普拉斯关于事件概率的定义 . 我们将在 S . 2节研究具有有限多个结果但结果的可能性不一定相等 
的试验，我们将引人概率论中的一些关键概念，包含条件概率、事件的独立性、随机变童。在 
5,3节将引人一个随机 变量的 期望和方差的概念。 


■ © 皮埃尔 * 西* •拉膂拧斯 （ Pierr^Simon Uplact , 1749— IH 27 J 拉呰拉斯出身亍诸曼底的一个下层家 

奪勢族' 童年时在一所教会学校受教育，岁他迸人凯恩大学学习神学，但是不久他意识到 S B 真正感兴趣的 
是数学，毕业后，他在凯恩大学担任临时教授。在1769年他成为巴黎陆军学校的数学教授 a 

拉符拉斯由于对天体力学1天体运动研究所做出的贡献而闻名于世 n 他的 i 夭体力学》被认为是19世纪初期 S 伟大的 
科学著作之一拉锌拉斯坫概韦论的费苺人之还对数珲统计学做 m 了许多贡献 • 他把在这个领域的: l 作写成<:概乎论 
的理论分祈>一书，书中定 义〜 个亊件 的槪申 为试验所希望的结果数与总结杲数之比。 

拉普拉斯迹由于他的政治灵活性跗著称。他先后忠实 t 法兰西共和 w , 令破仑和路易十八闻王。这使他在法 阔革命 
单命期间和单命疠都成果中:著 B 
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5 . 1.2 有限概率 

我们把从一组吋能的结果中得出一个结果的过程称为试 验。 试验的榉 本空间 是可能结果的 
集合 D —个事件是样本空间的子集《现在叙述拉普拉斯关于具有有限多个可能结果的事件的概 
率定义 。 

P 9 I 事件£是结粜具有相等可能性的有限样本空间 S 的子集，则事件 E 的概率是 p ( E ) = 

[E | / I S i D 

例1〜例8说明怎样找出事件的概率， 

一 例1缸里有4个蓝球和5个红球 3 从缸里取出一个蓝球的 概宇是 多少？ 

解为计算这个概率，首先考虑存在 S 个吋能的结果，这些可能的结果中有4个得到 
蓝球 . 因此，选一个蓝球的概率是4/9。 ■ 

例 2 掷两个骰子使得其点数之和等于7的概率是多少？ 

解当掷两个骰+时总共有36种可能的结果（这是由乘积法则得到的，因为每个骰子有6个 
可能的结果，当掷两个骰子吋总共有6- 7 =36种结果）。存在有6种成功的结果，即（〗， 

(2, 「0* (3, 4), (4* 3>， （5, 2) 和 （6, 】)，这黾两个骰子的点数用一个有序对来表示。因此， 
掷两个均匀的骰子时，点数和为7出现的概率是6/36=1/6。 _ 

， 二中 日前 彩票非常流行 。 我们可以轻松地算出巍各神不同类型彩票的机会. 

’ 例3在种彩票里，人们挑4个数字，如果数字与一个随机机械过程选出的4个数 
字吻合且次序相同，他们就中了大奖 。 如果只有3个数字匹配，他们就中了比较小的奖 。 那么， 
贏大奖的槪率是多少？贏小奖的 概宇是 多少？ 

解选择的4个数字都正确的方法只有 ■种。 而由乘积法则，任选4个数字共有 K ) 4 = 
10 000种方式 D 因此， 贏大奖的概率是1/〗0000 = 0.0001 

4个数字中恰好选对了3个数宇的能够贏小奖。为了使得3个数字正确，而不是4个数字全 
对，必须恰好〖个数宇出错。内以先求选4个数亨且除了第！个数字之外都与挑出的数字匹配的 
方式数，这里的 2. 3, 4,然后对它们求和，根据求和法则，就能得到恰好选对3个数字 
的方式数 。 先求第1个数字不匹配的选法数，观察到对第1个数字有9种可能的选择（除了一个 
正确的数字外）.而其他的每个数字只有一种选择，即对应位置的正确数字 e 因此 .， 第1个数宇 
出错而后3个数字正确的选法有9种 0 类似地，有9种方式选出4个数字而只有第2个数字出 
错，义有9种方式只有第3个数字出错，以及9种方式只有第4个数字出错 。 从而总共有36种 

方式选抒4个数字，并恰好其中3个是正 确的。 于是，廠得小奘的概率是36/〗0 000 = 9/2500 = 
0, 0036, ■ 

例1现在有许多彩票要求从1 到正整 数《中选出6个数的数组，选对的人得到特别大奖， 
这里的 n 通常在30到 S 0 之间。一个人从40个数中选对6个数的概率是多少？ 

解只有一个躱奖的组合，从40个数中选6个数的总方法数是 

C (40,6) = = 3 838 380 

34 ! 6 1 

闶此 T 选出一个贏奖组合的概率是丨/3 838 380 〜(X 000 000 26( 符号〜表不近似等于）。 ■ 

我们可以使用现有的手段找到扑克游戏中某些牌的概率。 一 剐牌有52张，分成13个 
' J 不同的类，每炎4张。这些类是2, 3, 4, 5* 6, 7, 8, 9, 1 (K J T Q , K 和 / L 还 

有4套花色，黑桃、 梅花、 红心和方块，每套包含13张，并且在一种花色中每类只有〗张牌。 

例 5 如果5张为一手牌，从 W 张牌中吋选出多少手不阆的牌？ 
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解 存在 C (52, 5) = 2 598 960种不同的牌。 _ 

例6 —手扑克牌有5张，如果要求其中的4张牌是同一类的，找出这种牌的概率 s 
解 由乘积法则，5张牌中4张牌是同类的数目，就是 任选一 类的方式数、从该类的4张牌 

中选取4张牌的方式数与选第5张牌的方式数之积，即 

C (13，1) C (4,4) C (48，1) 


由于总共存在 C (52, 5) 手牌，因此一手牌中包含4张同类牌的概率是 


ai3 ， i)C(4,4)CC48 ， l) 

05275) 


13 * 1 - 48 
2 59S 960 


免 CK 000 24 



例7 —手牌打出满堂红，即3张在同一类且其余2张在另一类的概率是多少？ 

解 由乘积法则，打出满堂红的方式数也就是有序地选取两个类的方式数 * 即第一类的 4 张 
牌选 3 张的方式数和第二类的 4 张牌选 2 张的方式数之积（注意两类的次序是有关的，例如 3 个 
Q 和 2 个与 3 个 A 和 2 个 Q 是不同的。）可以看出打出满堂红的方式数是 

Pa 3 , 2 )C( 4 , 3 )C( 4 , 2 ) = 13 • 12 • 4 • 6 = 3744 


因为存在2 598 %0手牌，所以出现满堂红的概率是 


3744 

2 598 9^0 


^ 0.0014 



例8箱子里有50个球，依次标号为1，2,…， 50 f 依次取出号码为11，4，17，39 ， H 
的球的概率是多少？如果 U ) 在选下一个球之前已经选出的球不再放回到箱子里 | ( b ) 在选下一个 


球之前已经选出的球要放回到箱 子里。 

解 U ) 根据乘积法则，存在50 ■ 49 • 48 • 47 _ 46 = 254 251 200种方法选球，因为每当一个 
球窜走，就少一个被选 的球。 因此11，4， 17 t 39, 23号球被依次取出的概率是1/254 251 20 CU 
这是一 个无放回柚样 的实例。 

( b ) 根据乘积法则.存在50 5 =312 500 000种方法选球，因为每次拿走一个球，还存在50种 
可选的球 * 因此11, 4, 17, 39, 23号球被依次取走的概率是 i / 3 12 S 0 G 000。 这是 一个有放回抽 
样的实例。 ■ 


5. 1,3事件组合的概率 


定理 


我们可以使用计数方法得到从其他事件导出的事件的概率。 

设 E 是样本空间 S 的 个 事件 4 事件 £：( 事件 E 的补事件）的概率是 

p(E) = 1 - p(E) 

证为求出事件它的概率，我们注意到 I E | = ! S 丨一 


p(E) 


1 S -i 



S 



1 


E 


S I 




E ] , 因此， 
l- piE) 


当直接的方法不适用时，可以采取其他办法来找事件的概率。不用直接求这个事件的概率， 
但可以确定它的补事件的概率。这往往更容易做到，正如下面的例子所示 b 

例9随机生成一个10位数的二进位序列，其中至少1位是0的概率是多少？ 

解设 E 是10位中至少一位是0的事件 4 那么 E 是所有的位都是1的事件。因为样本空间 

是所有10位二进位串的集合,从而得到 

_ 1 \ E \ _ , 1 1 „ 1023 

p(E) — 1 ’ p(L) - 1 - -j-g| 一】一砰 一 1 1024 一 1024 

所以，包含至少一位0的二进位串的概率是1023/1021不用定理1而直接求这个槪率是相当困 
难的。 _ 



离散概率 
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我们也可以求出两个事件的并集的槪率 

_设&和 E 2 是样本空间的事件.那么 


定理2 


p(E } U ^ p(t ： i) + p(E 2 )- p(Ej n 


证使用 7 节给出的关于两个集合的并集的元素数公式得到 

I u e z i = i E] i+i e 2 i-i Ei n ^ 


因此， 


piE, U 仏 ）= 


I Ei 

u 

Ez 1 

f 

s 



E, 

1+ G i - 

El n E 2 

\ S 



1 E l 


p 

L ] 

Ez 

1 

_ _ 

Ei n 

f-： 2 

\ s 

1 

1 

I s 1 

IS 

1 


= p(E t H p(E 2 )-p(E ] 0 EO □ 

例从不超过 100 的正整数中随机选出一个正整数，它能被2或5整除的概率是多少？ 
解设&是选出一个能被2整除的数的事件， E 2 是选出一个能被5整除的数的事件 p 那么 
是能被2或5整除的事件， EinEg 是能被2和5同时整除的事件，即能被10整除的亊 


件^由于丨丨=50， | | =20，且 | Eif)Ez I =10,从而得到 

p(E l U £ 2 )= /KEi ) 十 ME 2 ) — p(Ei fl E 2 ) 


50 , 20 _ 10 _ 3 

ioo + ioo"~ Too _ ~5 


5, 1.4 概率的推理 

一个常见的问题是确定两个事件中的哪一个更有可能发生，分析这些事件的概率可能比较 
复杂 a 下面的例子描述了一个这样的问题，它讨论了一个来自电视游戏节 fcK 让我们成交》的著名 
问题。 

例 11 蒙地厅大厲的3门难题假定你参与游戏，有机 会贏一 个大奖 . 参与者从3 
扇门中选一扇打开，大奖只在其中一扇门的后面，节目主持人知道每扇门后面是什 
么，一旦你选中了某扇门，不管是否选择了中奖的门，他都会打开另外一扇没有奖的门（如果两 
扇门后都没有奖，就随便打开 - 扇）。然后他问你是否愿意换另外一扇门。你应该用什么策略? 
你应该换一扇门，还是坚持原来的选择，或者这无关紧要？ 

. 泣一-解在主持人开门之前，你选对了门的槪率是1/3,闵为这3扇门中奖的可能性相 

等。 等主持人打开另外一扇门之后，你所选的门正确的概率不变，因为他总是打开后 
面没有大奖的门。 

你选错门的概率就是大焚在你没有选的两扇门中某一扇后面的概率，因此，你选错了门的 
概率是如果你选错了，这时主持人打开一琬门向你显示大奖不在它的后面，大奖一定在另 
—扇门之后。若你原来的选择是错的，这时改变主意，那么你总能嬴。因此，通过改变选择，你 
敁的概率是2/3。也就是说，当主持人给你这样做的机会时，你总应该选择改变，这使得你窳的 
概率增加了一倍 . _ 

练习 

h 从 一副牌 中选出1张 A 的概宇-是多少？ 

2,掷骰子时出现 S 点的概韦是多少？ 

3-从前100个正整数中随机选出1个奇数的概率是多少？ 
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4. 从一年 （36 S 天） 中随机选出1天在4月的槪率是多少？ 

5* 当掷2个骰子时，其点数之和是偶数的概率是多少？ 

6. 从一副牌中选1张牌是张 A 或是张红心的概率是多少？ 

7. 掷 S 次硬币，全部头橡向上的概率是多少？ 

5 . 一手扑克牌有5张 t 其中包含红心 A 的概率是多少？ 

9. 一手扑克牌有5张，其中不包含红心 Q 的概率是多少？ 

10. —手扑 克牌有5 张， 其中包含方块2和黑桃3的槪率是多少？ 

11. 一手扑克牌有5张，其中包含方块2、黑桃3、红心 ( L 梅花10和红心 K 的概率是多少？ 

12 •— 手扑克牌有5张，其中恰好包含1张 A 的概率是多少？ 

13. —手扑克牌有5张 . 其中至少包含1张 A 的概率是多少？ 

14. 一手扑克牌有5张，其中包含5类不冏的牌的概率是多少？ 

15. 一手扑克牌有5张，其中包含2个对子（两张牌花色不同但类相同）的概率是多少？ 

16. 一手扑克牌有5张，其中包含一手同花，即5张牌的花色相同的概率是多少？ 

17. —手扑克牌有5张，其中包含一个顺子.即5张牌的类是连续的概率是多少？[注 意 ： A — 2 — 3 — 4 一 5 
和 10_ J_Q — K — A 部可以看成是顺子 J 

16,-手扑克牌有5张，其中包贪一个同花顺子 t 即5张牌的类连续且是同一花色的概率是多少？ 

*19, 一手扑克牌有5张，其中包含5张不同类的牌且不包含一个同花或一个顺子的概率是多少？ 

20. —手扑克牌有;3张，其中包含同一花色的10, J , Q . K 和 A 的概率是多少？ 

21. —个骰子掷 S 次都不出现偶数点的概率是多少？ 

22. 随机选取一个不超过100的正整数，能够被3整除的概率是多少？ 

23. 随机选取一个不超过100的 IF . 整数.能够被5或7整除的概率是多少？ 

24. 求从不超过下述整数的正整数中选中个整数来贏彩票的概率，这里不考虑选择整数的顺序 s 

a ) 30 b )36 o )42 d )18 

25. 求从不超过下述整数的正整数中选中 G 个整数来贏彩票的概这里不考虑选择整数的順序， 

a )50 b )52 c )56 d }60 

26 - 求从不超过下述整数的正整教中选 ft 个幣数都不中的概率，这里不考虑选择整数的顺序^ 
a )40 b >48 c )56 d )64 

27. 求从不超过下述整数的正整数中选 6 个整数，并且恰好选中1个的槪率.这里不考虑选择整数的舰序 . 

a ) 40 h >48 c )56 d )64 

2 S . 美闰宾夕法尼亚超级彩票的玩法是，买彩票的人要从前80个 IT 整数中选出7个数 。 如果这7个数是在 
由宾夕法尼驭彩票委员会选出的11个数之6中就能贏大奖，那么一个人贏太奖的概率是多少？ 

29„在_种超级彩票中，如果买彩票的人选中的8个数正是计算机从不超过100的疋整数中选出的数就能 
中彩。请问中彩的概率是多少？ 

30- 由计算机从1到10之间（包括 I 和 40 在内）选出 6 个数.如果某人选中了其中的5个（俩不是6个）数就 
能获奖 ， 那么获奖的概率是多少？ 

31. 假设100个人进人决赛并且随机选择不同的人作为〜等奖、二等奖和三等奖的获奖者 • 如果米切尔是 
进人决赛的人之一，她中奖的概率是多大？ 

32. 假设100个人进人决赛并且随机选择不同的人作为一等奖、二等奖和三等奖的获奖者 • 如果库玛1加 
奈斯 1 彼得罗是进人决赛的人，他们每个人都廉得一个奖项的概率是多少？ 

33. 在一次绘画比赛中，200个人进人决赛*在下述条件下，艾比、巴里、西尔维亚分别贏得-等奖、二等 
奖、三等奖的概率是多少？ 

a ) 如果每个人至 多得- 个奖。 如果允许一个人得多个奖 。 

34 - 在一次绘画比赛中， 50 个人进人决赛，在下述条件下，勃、考林.杰夫、罗海尼分别 ift 得一等奖、二 
等奖、三等奖和四等奖的概率是多少？ 

M 如果每个人至多得-个奖6 b ) 如果允许一个人得多 个奖。 


35. 在轮盘赌中.旋转一个有38个数的轮盘，其中 1 S 个数是红的， 1 S 个数是黑的 * 另外两个既不红也不 
黑的数是0和 00 fl 当轮盘转动时，它到达任何特定数宇的概率是1/38, 

a > 轮盘落到1个红数的概率是多少？ 

b ) 轮盘两次落到某列上的同一个黑数的槪率是多少？ 

c ) 轮盘落到0或00的槪率是多少？ 

d ) 轮盘旋转5次 ， 5次都不落到0或00的概率是多少？ 

某次转动轮盘，落到1和 e 之间（包含1和6在内）的某个 数字. 但下次转动轮盘却不落到这些数字之 
间的概率是多少？ 

36. 掷2个骰子总点数为8或掷3个骰子总点数为 S , 哪种可能性更大？ 

37. 掷2个骰子总点数为9或掷3个骰子总点数为9,哪种可能性更大？ 

38. 设巧和巧是两个事件 t p (£, nE 2 }^ piEy ) piE ^, 就称£ 3 和巧是独立的，如果把一枚硬币被 

抛掷3次时所有可能的结果 构成个 集合，把这个集合的子集看怍事件，确定下面的每一对事件是否 
是独立的。 

a ) K t - 第一次硬币头像 向下；石； 第二次硬币头像向上 . 

b ) E 1： 第一次硬币头像向下 I Eu 在连续3次中有2次但不是3次头像向上。 

c ) E l s 第二次硬币头像向下；在连续3次中有2次但不是3次头像向上 B 
(我们将在 5 . 2 节更深人地研究事件的独立性。） 

39. 解释下面的陈述错在什么地方.在蒙地厅大度三门难题里，因为剩下了两个门，你选的第一个门后面 
是大奖的概率与另一个没打幵的门后面是大奖的概率都是1/2, 

40. 假定在蒙地厅大厦难题中不是三个 H 而是四个门，当知道每个门后面是什么的主持人打开一个后面井 
没有奖品的门并且给你机会改变选择时，你不改变选择并且嬴了大奖的概率是多少？在还剩下两个门 
没有打开时，你改变原来的选择箝中两个门其中一个后面有奖的概率是多少？ 

4 L 这个问题由薛瓦 利埃， 德梅雷 0 提出，并甶布莱斯 ■ 帕斯卡和皮埃尔•德 * 费马解决. 

a ) 求一个骰子掷4次时掷出一个6点的概宇 a 

b ) 求一对骰子掷24次时掷出两个6点的概肀*这个问题是薛瓦利埃•德梅雷问帕斯卡的，他问这个概 
率是否大于 1/ L 请解答这个问题_ 

c ) . .个骰子掷4次时掷出一个 S 点或一对骰子掷24次时掷出两个6点，哪种情况更可能发生？ 


5. 2概率论 



在 5. 1 节我们引人了事件的概率的概念(冋忆一下， 一 个事件是一次试验的可能结果的子 
集 & )我们按照拉普拉斯的记号定义一个事件 E 的概率 

m I ^ I 

P ⑻ = -j-^y 

即£中的结果个数除以结果总数*这 f 定义假定所有结果的町能性都是相等的。但是许多试验 
结果的可能性并不相等。例如，个硬币很可能是不均勻的，因而出现头像向上的次数常常是向 
下次数的两倍。类似地，-个线性搜索的输人是一个兀素和一个表，这个元素在表里或不在表里 
的可能性依赖于输人的产生过程。在这种情况下，怎样建立关于事件可能性的模型呢？这一节将 
要说明当结果的可能性不相等时，为研究试验概率应该怎样定义结果的概亨 S 


…' © 薛瓦利埃 * ® 梅爾' 〖 Cheva 版 r de 是法 闹贵族 * 他以賭博闻名于世，也是一个纨袴+弟 B 他善干打 

赌，牲率都硌大于1/2 〈例 如在-•个殺子掷 ■! 次时至少出现一个6■点），他给帕斯卡写信问到关于一对骰子 
掷24次至少出现两个6点的概率，这带动了概率论的发展*据说，帕斯卡写信给费马谈到薛瓦利埃，说过诸如"他是一 
个好人，但是 ，唉， 他不是数学家。”这样的话 * 
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假定 一个均 匀的硬币被掷 4 次，第一次它的头像向上。给定了这个信息，头像 3 次向上的槪 
率是多少？为了回答这个问题或者类似的问题，我们将引人条件概率的概念。已知第一次头像向 
上能改变 3 次头像向上的概率吗？如果不是，这两个事件就叫做独立的，本节的后面将要学到这 
个概念。 


许多问题谈到一个与试验结果有关的特定 数值。 例如，当我们掷 100 次硬币时，恰好出现 
40 次头像的概率是多少？我们应该预期出现多少次头像？在这一节我们将要学习随机变量，它 
是把数值与试验结果联系起来的函数。 


5-2.2 槪率指派 

设 S 是某个具有有穷个或可数个结果的试验的样本空间^我们赋给每个结果 S —个概率 
使得满足以下两个 条件： 

对每个 se s 
和 

条 ^( i ) 说明每个结果的概率是一个不超过〗的非负实数 D 条件 （ U ) 说明所有可能结果的概率 
之和应该是1，即当我们做这个试验时这些结果之——定出现。这是拉普拉斯定义的一般化。在 
拉普拉斯定义中， U 个结果中的每-个，其概率都是1/〜的确，当使用拉普拉斯关于等可能结 
果概率的定义且 S 有限时，条件 （1) 和 （ ii ) 是满足的（见练习 4) 

注意到当存在„个可能的结果： r lt 心，…， 心时， 这两个要满足的条件是 
( i )0< p(xrXl 对 i = l , 2 ，…， n 
和 

H 

( si) U p、Xi ) = 1 

ii & 1 

样本空间 S 的所有事件的集合上的函数0称作概率分布 D 

为了建立试验的模型，賦给结果 s 的概率户（0应该等于 y 出现次数除以试验进行的次数，当 
这个数尤限增加时，就取极限。（我们将假定讨论的所有试验有着平均可预料的结果，以使得这 
个极限存在。我们也假定一个试验的结果成功与否与前面的结果无关 d 

注意我们将只讨论结果集合离散时的事件概芈.而一个试验的结果可能是任何实数 
这样的情况不讨论 。 此时.对于事件概率的研究通常要求微积分。 

我们可以建立试验的模型，在这种试验中结果具有等可能性，或者不等但可以选 
择一个适刍的函教 〆 5) 来表示，正如例1所示， 

例1当一个均匀的硬币被掷时，结果 H (头像向 t ) 和结果 7 X 头像向下）应诙陚予什么概 
率？当硬币不均匀而使得出现头像向上的次数常常是向下的两倍，对这些事件又应该赋予什么 
概率？ 

_解对于均匀的硬币，当硬币被掷时头像向上的槪率等于头像向下的槪率，这两个事件是 
等可能的。因此，我们对这两个 H 能结果中的任何一个都賦予〗/2的概率 * 即 p ( H ) = ^ r ) = 

1/2。 

对于不均勻的硬币有 


由于 


piH) -= 2p(T) 
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从而得出 


p ( H ) +/ KT ) = 1 


2/>(T) + p(T) = 3p(T) = 1 

最终有 />( T ) = l /3 和 〆 H ) = 2/3。 ■ 

假设 S 是 II 元素集合 a 均勾分布賦给 S 中的每个元素的概率是 lAu 
注意均匀分布时，事件的概率与针对拉普拉斯初始概率定义事件的概率是相同的.从一个 
具有均匀分布的样本空间选一个元素的试验称为 随机选 取一个元素， 


现在我们把亊件的概率定义成在这个事件中结果的概率之和6 


定义2 


事件 E 的概率是在 E 中结果的概率之和，即 


p ( E ) = 2] 户 U ) 

n 

注意当事件 E 中有个结果时，即如果 E =彳…，似 ad ， 则 p ( E ) = 

a 

例2假定一个骰子是不均匀的（或经装填的），使得3这一面出现的次数是其他面的两倍， 
但其他五个面出现是等可能的。当我们掷这个骰子时，出现奇数点的概率是多少？ 

解我们想要找到事件 E ={1， 3, 5) 的概率。由本节末的练习2，我们有 

p ( l ) = p (2) = /? C 4) = p (5) = p (6) = 1/7; p (3) = 2/7 

从而得出 

p ( E ) = p ( l ) + p (3) + p (5) = 1/7 + 2/7 + 1/7 = 4/7 _ 

当事件是等可能的并且存在有限多个可能的结果时，在这一节给出的事件概率的定义（定义 2) 
与拉普拉斯的定义 (5, 1节定义】）一致9为此，假定存在〃个等可能的结果 f 由于这些概宇之和 
是 I ，因此每个町能结果的概率是 l / l 假定事件 E 包含 m 个结果，根据定义2, 

p ( E ) = y ]— = — 

H 71 ^ 

由于丨£ I =爪和 I S 1 从而有 

p ( E ) = — = 

n h ; 

这是事件 E 的拉普拉斯的概率定义 3 


5,2.3 事件的组合 

当使用定义2来定义事件槪率时，在 5. I 节中事件组合的概率公式继续保持 u 例如， 5.1 节 
定理1断言 

p ( E ) = 1 ■= p ( K ) 

其中 E 是亊件 E 的补事件。当用定义2时这个等式也成立。为此只需注意到 〃个 可能结果的概 
率之和是1,且每个结果或在£:或在 &中， 但不能同时在两者之中。因而 

^y^pis) ^ \ = p(E ) 十 p(E) 

靖5 

所以， p (它 )=1 一 〆 £)。 

根据拉普拉斯的定义，由 5.1 节定理2,我们有 

piEi u = piE\)p{E2y — p(E\ 

其中 E , 和 心是样 本空间 S 的事件。当我们按照这一节的做法定义事件的概率时，等式也成立。 
为此，注意到 〆 E iUE 2 ) 是在& U & 中结果的概率之和。当结果: r 只属于和 E 2 中的一个集 
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合但不同时属于两个集合时. 户 ( x ) 恰好只出现在 〆 £0或 〆 的一个和里 * 当结果 r 同时在 
Ei 和&中时，/>0>出现在 〆 及）的和里，的和里，也出现在 〆 &门£： 2 )的和里。因此它 
在右边出现/ 1十1 一 1==1次*所以，左边与右边相等。 

可以用定理1找到两两不交的事件的并的概率 。 

嫌— 如果 El ，£ 2 ,…是_本空间 s 中两两不交的事件的序列 f 那么 

户 （U & ) = 

i i 

(注意当序列…由有穷个或可数无穷个两两不交的事件组成时，定理仍旧适用 6 ) 

定理的证明留给读者完成（见练七36和 37), 

5.2.4 条件概率 


假定我们掷3次硬币，并且所有的8种结果都是等可能的。此外，假定我们知道第一次掷硬 
币头像向下的事件 F 已经出现了 a 在给定这一信息后，事件 E , 即头像向下出现奇数次的概率是 
什么？因为第一次掷硬币的头像向下，只有4种可能的结果 ： TTT , TTH , THT 和 THH . 其 
中 H 和 T 分別表示头像向上和向下。头像向下出现奇数次的情况只有了丁了和： THHa 由于8个 
结果的概率相等.在给定 F 出现的条件下，4种可能的结果的每一个也应该有相等的槪率】/4。 
这就告诉我们，在给定 F 出现的条件下， E 的概率应为2/4=1/2。这个概率叫做给定 F 的条件 
下£：的条件概牟， 


一般说来， 为丫找 出给定 F 的条件下 E 的条件概率，我们用 F 作为样本空间 
的 E 的一个结果，这个结果也必须属于由此 t 我们得到下述定义。 




作为要出现 


定义3 


设 E 和 F 是具有 p ( F )> 0的事件，给定 F 的条件下 E 的条件概牟记作 p〔E | F ) 


定义为 




piE 


F ) 


p(E f | F ) 
p ( F ) 


例 3 随机生成 4 位的二进制串以使得 IS 个位串都是等可能的，那么在给定串的第 
一位是0的条件下，串中至少含有两个连续的0的概率是多少？（假定0位和1位是 


等可能的。） 

解 设 E 事件是4位二进制串至少含有2个连续的0, F 事件是4位二进制串的第一位是0 ¥ 
那么在给定第一位是0的条件下 . 4位二进制串包含至少2个连续0的概率是 


p(E | F ) — 

由于 0001，0010，001 U 0100} , 

制串有 S 个，因而户 （ F )=8/16= l /^ 所以， 

〆 £ | F ) - 


p(E n f) 

p ( F ) 

故 p ( Ef ) F ) 




5/1 S , 因为以 0 开始的 4 位二进 


5/16 

1/2 


8 


■ 


例 4 在至少已有1个男孩的条件下，一个家庭中的两个孩子均是男孩的条件概率是多少？ 
假定肌 BG , 和 GO 是等可能的，其中 B 代表男孩， G 代表女孩。 

解 SE 是两个孩子均是男孩的概率， F 是两个孩子中至少有一个是男孩的概率 a 内而£= 
{ BE }, F ={ BB , BG ， GB } , 并且£["1厂={1^匕山于4种可能性是等可能的，故 〆 F > = 3/4 且 
p ( Ef ] F ) = l / A ^ 从而可以断言 


p ( E 


F ) = 


p(E n F ) = 1/4 = 1 

p ( F ) 3/4 3 
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12.5 独立性 


假设一个硬币被掷了 3 次，正如我们关于条件概率讨论的引言中所描述的，第一次掷出的头 
像向下（事件 F ) 是否改变了头像向下（事件 E ) 次数为奇数的概宇？换句话说， p(E \ F ) = p < E )? 
由于 〆 E 丨 F ) = l / 2 和 〆 E ) = 】 / 2 , 这个等式对事件 E 和 F 是有效的。因为这个等式成立，我们 
说 E 和 f ■是独立的事件々 


由于 p(E | F) = p(EC\ F)/p(F) s 是否有 p{E 1 F) = f (扪等价丁是 否有 〆£!"! F> = 
pCE)p(F), 从而得到定义 4, 


定义 4 


事件£和 F 是独立的当且仅当 p { Ef ] F ) = p ( E ) p ( F ^ 


例 5 假设 K 是随机产生以一个 1 开始的 4 位二进制串的 事件. F 是随机产生包含偶数个 0 
的二进位串的 事件， 如果 16 个 4 位二迸位串是等可能的， E 和 F 是独立的吗？ 

解以 1 开始的 4 位二进位串有 8 个： 1000 , 1001 , 1010 , 1011. 1100，1101, 1110 和 
nil 。 包含偶数个 0 的 4 位二进位 串也有 8 个； 0000，0011 1 0101, 01 10, 100 U 1010 , 1100 , 
nil , 因为 4 位二进位串有 16个 ，故 


p ( E ) — p ( F ) = 8/16 = 1/2 
由于 EflF - Ulll ， 1100 ， 1010 , 1001 K 因此 


p(E fl T ) - -1/16 = 1/4 

因为 

p(E n F) - 1/4 = (1/2X1/2) = p(E)p(F) 

我们断定 E 和 F 是独立的 & ■ 

槪率在遗传学上也有许多应用，釦例6和例7所示 9 

例6和例4类似，假定 一个家 庭两个孩子有4种等可能的情况。事件£:是有两个孩子的家 
庭有两个男孩 # 車件 F 是有两个孩子的家庭至少有一个男孩， E 和 F 是否独立？ 

解 _为£={仙},我们有 〆 £) = 1/4 d 在例4我们证明了 MF ) = 3/4 和 〆 £ HF ) = 】/4。 
由于 〆 EflF ) tl /4 关 3/16 = ( l /4)(3/4) = p ( E > p ( F )， 事件 £:和 F 不是独立的， ■ 

例7事件 E 是某个有 H 个孩子的家庭有男孩也有女孩， F 是有三个孩子的家庭至多有一个 
男孩《假定一个家庭可能有三个孩子的8种方式是等可能的，£和/*'是否独立？ 

解一个家塞吋能有三个孩子的 s 种方式是 SBB ， BBG , BGB , BGG , GBB , GBG , CGB , 
GOG ， 每一种的概率都是 l /8 q 因为 £={ BBG ， BGB , BGG ， GBB , GBG , GGB ) , F ={ BGG f 
GBGr ( KKr ), 并且 EflF ={ BGC , GBG , GGm , 从而 p ( E ) = 6/8 = 3/4 , p ( F ) = 4/8 = 

1/2, 且 / i ( EnF ) = 3 /Sp 由于 

P(E n F)= 吾 =j • + = p(E)p(F) 

可以断言 E 和 F 是独立的.（这个结论似乎是令人惊奇的。的确，如果我们改变孩子的数 H ， 结 
论可能不再成立，见节末的练习 27,) ■ 

5.2.6 伯努利试验与二项分布 

假设一个试验只有两种可能的结采。例如，当随机产生一个二进位时，可能的结果就 
' W 〜 是0和1。当一个硬币被掷时 t 可能的结果就是头像向上和头像向下。每次实行一项 
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具有两种可能结果的试验就叫做一次伯努利试验。它是以詹姆斯 • 伯努利 e 命名的，他对概率 

I 

论作出了重要的贡献。一般来说，-次伯努利试验的一个可能的结果叫做成功或失如果夕 
是一次成功的概率 * 7是一次失败的概率，那么/ 

当一个试验由〃次独立的伯努利试验组成时，许多问 M 可以通过确定 i 次成功的概率来解 


决， 考虑下面的例子。 

例8 —枚硬币是不均匀的以至于出现头像的概率是2/3。假定每次掷硬币是独立的，当掷 


7 次硬币时恰好 4 次出现头像的概率是多少？ 

解当一枚硬币被掷7次时存在2 7 = 128种可能的结果 t 7次中有4次出现头像的方式数是 
C <7. 4). 因为7次掷币是独立的，每一个这样的结果都对应概率 （2/3) Ul /3) 3 。 因此，恰好 4 
次出现头像的概率是： 


C( 7 , 4 )( 2 / 3 ^<l/ 3> 3 


35 * 16 _ 560 

3 7 = 2 T 87 



参照在例 S 中用过的同样的推理，我们可以找出在 n 次独立的伯努利试验中有 A 次成功的 


概率。 


定理2 


在？ I 次独立的伯努利试验中有 Jfe 次成功的概率 
l _ f 的71次独立的伯努利试验中，有丨次成功的概韦是： 


C ( nik ) p k q n k 

证当执行 〃次伯 努利试验时，结果是〃元组 （ h ， 


在成功概率为 P 、 失败概率为 g 


a a m 


其中 h = S (成 功） 或 G = F 


(失败， 1-1, 2, 


* 


由于次试验是独立的，由 A 次成功和 ” 一 4次失败（以任何顺序）组成 


的每个 H 次试验结果的概率是因为由 S 和 F 构成的包含4个 S 的 n 元组有 C (〜 b 个， 


是次成功的槪率是 t 

C { n v k ) p k q K ^ h □ 

我们将成功概率为^失败概率为 g = [ —的《次独立的伯努利试验中有 * 次成功的概率记 
作 P )。 作为 々的 函数，我们把这个函数称为二项 分布. 定理2告诉我们， b(k; n， p >- 


C (抒，是) / gH 。 

' fe ^ 例 9 当产生 10 位二进制串时，若每一位为0的概率是 0. L 为1的概率是0.1，且 

每一位的产生是独立的，那么恰好产生 S 位0的概率是多少？ 

解由定理2,恰好产生8位0的概率是 

K 8 ； 10 t 0 . 9 ) = C ( 10 , 8 )( 0 , 9 ) 3 ( 0 . I ) 2 = 0,193 710 244 5 ■ 

注意当执行《次独立的伯努利试验时，对于* = 0, 1，2,存在 t 次成功的概率之和 


等于 

n. 

^ C ( rifk ) p k q n ~ k — <p + g) rt 兰 1 


、 :二 f … © 詹姆斯，伯努利 （James Bcriwul _ i _ 1654—170S ] 伯努利又名雅布，诞生在瑙士的巴塞尔。他是伯努 

利家族的8个卓越的数学家之_(见 9.1 节伯努利数学世家族谐 h 遵从他父亲的意癍姆斯学习 f 神学 
弁担任了神职，但和他父亲的應 胡 相反，他也研究数学和天文学。从1676年到1682年，他游历欧洲，获悉了数学和科 
学的锒新发现。1682 年， 他返回巴塞尔，创立了数学和科学学校 • 1 S 87 年他被任命为巴寒尔大学的数学教授，并在这个 

位置终其一生， 

詹姆斯，伯努利众所周知的著作是《推油术》在他死后 S 年得以发表*在这本著作中，他摘述 f 在 
概串论和枚举中的已知结果 • 并常常对已知结果提供另外的证明这本著作也包含了概率论对机会对策的应用和关于著 
名的大数定律的介绍，这条定律叙述 f 如果 c > 0 , 当 n 变得 ft E 大时，事件 E 在次试验中出现的次数除以 n 的比与 
户 （ E > 的差在 f 之内的概率接近于 h 
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显然应该如此 & 在这串等式屮的第一处相等是二项式定理的结果，第二处相等是由于 
5+2.7 随机变置 


许多问题都涉及一个与试验结果相关的数值。例如，我们可能想知道当随机产生10位二进 
位串时含9个1的概率，或者想知道掷20次硬币时有11次头像向下的概率 P 为了研究这类问题 
我们引人随机变蛩的概念 a 

一个随机变量是从试验的样本空间到实数集的函数，即一个随机变 ft 对每个可能的 
结果指派一个实数值 D 


注意一个隨机变量是一个函教，而不是一个变董，并且它也不是随机的! 


例 10 假设一个硬币被掷3次。令 X ( i ) 是出现头像的个数，其中 f 是结果.那么随机变 M 

XU ) 取值如下 3 
X ( HHH ) = 3 

X ( HHT )^ X ( HTH ) = xaHH )=2 


K ( TTH )^ X ( THT ) = X(H TD - 1 
X ( TTT ) = 0 


定义 6 


个随机变被 X 在样本空间 S 中的分布是对所有的 X ( S > 的对 （ r ， p ( X = r )) 的 


集合，其中 〆 X = r > 是 X 取值 r 的概率。通常是通过对每个 r € X ( S ) 指定 〆 X = r ) 来推述分 


布的。 

例11 当掷3个硬币时，八种可能的结果中每一个出现的概率都是 VS， 例10中的随机变 
M X(r) 是由〆 X = 3) = l/S，^(X-2)=3/8, ^<X-I) = 3/8, = = 1/S 给出的。 ■ 

例 12 设 X是掷一对骰子时出现的点数之和，那么这个随机变童怎样对36个可能的结果 
(t, p 取值？这里的/和 J 分别表示当掷两个骰子时，第一和第二个骰子出现的点数， 

解随 机变量 X 取值如下： 

X <(1, 1)) = 2 


X((l, 

2>) = X((2, 

D) 

= 3 




xai. 

3))=X((2, 

2}) 

气 X((3, 

1>) 

= 4 


X(CK 

4))-X((2, 

3)) 

= X(<3, 

2>) 

= X<(4, 

D) 

X(Q, 

5)) = X((2, 

4)) 

= X((3, 

3)) 

= X(C4, 

2)) 

X (( l . 

6)) = X((2 - 

5)) 

= X( (3, 

4)> 

= XC(4, 

3)) 

X((2, 

6)) = X((3, 

5)) 

= X((4, 

4>) 

= X(C5, 

3)) 

X((3t 

6)) = X C < 41 

5)) 

=-X<(5, 

4>) 

= X((6 f 

3)) 

X({4, 

6)) = XC<5, 

5)) 

= X<(6, 

4)) 

=10 


X<(5 f 

6)) = X((6, 

5)> 

=11 









X ({5, 

X ({5, 

X ((6, 


X ((6 t 6)) = 12 


1 )) = 6 

2)>- X ((6, 1)) = 7 
2))-8 


在 5. 3 节将继续研究随机变級，我们也将说明它们在各种应用中是怎样使用的 



5. 2. 8 生日问题 ^ 

有一个著名的问题：要使一个房间中至少有两个人同月同 H 生的可能性大于这种情况不存 
在的可能性，那么房间里至少需要多少人才行？大多数人发现这个答案（我们将在例 U 确定它） 
是惊人得小。在求解了这个著名的问题之后，我们将显示类似的推理是怎样适于求解与散列函 
数有关的问题的。 
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例 13 生日问题如果要求房间中至少2个人有相同的生日的概率大于1/2_那么所 
u，; ■" 需的最少人数是多少？ 

解 首先叙述某些假设。我们假设房间中的人生于某一天是独立的。迸 一步， 假设生于某一 
天是等可能的，并且一年是366天。（实际上一年的某些日子出生的人比其他0子更多，例如在 
新年这样的节日之后9个月的 H 子，此外只有闰年有366天 J 

为了找到房间中的 n 个人里至少2个人生 H 相同的概率，首先计算这些人生口彼此都不相同 
的概率那么至少2个人有同样的生日的概率是1 一 为计 算九， 我们考虑按照某个给定 
顺序的个人的生 Fk 想像他们一次一个人地进人房间，我们将计算每个即将进人房间的人与那 
些原来已经在房间的人有不同生 R 的概率。 

第一个人与已经在房间的人的生日肯定不同。第二个人的生 R 与第一个人不同的概率为 
365/366,这是因为第二个人除了诞生在第一个人的生 fl 那天以外，忠生在其余的3 65 天的任何 
一 天都有畚不同的生日（这里和下面的步骤都用到某个人出生在-年的 36 S 天中的任何一天都是 
等可能的假设。）给定前两个人有不同生口的情况下，第三个人的4:日与第一个人和第二个人两 
个人的生 FI 都不相同的概率为364/365,一般地，第）个人 （2< X 366) 与已经进人房间的给定不 

同生 U 的 ）一1 个人有着不同生0的概率为 

366-() — 1) _ 367 -j 
366 ~ ~366~ 


因为我们已经假设房间里的人的生 R 是独立的，我们可以断定房间的《个人有不同生 H 的概 


率是 


355 364 363 ... 367 - n 
366 366 366 366 


因此得到 n 个人中至少有两个人具有相同生日的概率是 

_ 365 364 353 。 357 — n 

1 一 = _ 366 M 6 366^" 366 

为确定使得其中至少两个人具有相同生 tl 的概率大于 V 2 时房间里的最少人数，使用关于1 一 
化的 公式， 对于正在增长的 n 值进行计算，直到这个概率大于 1 /L (有一种使用微积分的更精 
确的方法可以省略这个计箅。但是我们这里不用。）在经过可观的计算以后，我们发现对于”= 
22, 475 1 而对于 n =23, 1™ 扒〜 0*506. 因此，使得至少有两个人具有相同生日的概 

■率大于1/2所需要的最少人数是 23* ■ 

生曰问题的解引出了例14中关于散列函数问题的解 t 

例 14 敗 列函数 中碰撞 的概率回顾2+4节，一个散列函数 A ( A ) 是从 （存 储在数据库中的记 
录的）关键字到存储地址的 映射， 散列函数把一个大范围的关键字(例如美国将近3亿个社会保险 
号）映射到小很多的存储地址的集合中，一个好的散列函数很少产生碰撞 t 所谓碰撞就是在一个 
给定应用中当相对较少的记录起作用时，两个不同的关键字映到相同的存储 地址。 对一个敢列 
函数，没有两个关键字映到相同的地址，或者换句话说没有碰撞的概率是什么？ 

解 为计算这个槪率，假设一个随机选择的关键字映到一个地址的概率是 1/ to ， 其中 m 是 
有效地址的个数，即散列函数对关键字的分配是均勻的。（实际上散列函数不 W 能满足这个假设， 
但是对于好的散列闲数这个假设近乎正确。）我们进一步假设被选中记录的关键字是关键宇域上 
任何一个元素的概率相等，并且这些关键字都是独立选择的. 

假设关键字是 Jh ，*2,…当我们把第二个记录加人 时^它 被映到与第一个记录的地址 
不同的地址，即烏）的概率是 （m — l )/ m ， 因为第一个记录放入后还有个没用过 
的地址。在尤碰掩放好第一个和第二个记录以后，第三个记录映到一个没有用过的地地的概率 
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是 （衍_2)/饥， 一般说来，前 j 一 1个记录已经被无碰撞地映到地址 Mh ), M &), …， hi^-O 
以启，第 j 个记录映到 个 没有用过的地址的概率是（切 一 （ i — 因为 m 个地址中已 经用了 
/一1个地址。 

由于关键字是独立的 • 所有 rr 个关键字被映到不同地址的概率是 



从而得到存在至少一个碰撞，即至少两个关键码被映到相同地址的槪率是 



我们可以使用微积分的技术找出对于给定的 m 值，使得碰揸概率大于一个特定值的最小的《值。 

可以证明使得碰撞概率大于1/2的最小的整数《近似是 u = I 77 例如当 m=l 000 DOG 时， 

使得碰撞概率大十 1/2 的最小的整数〃是1178, _ 

5.2.9 蒙特卡罗算法 

本书至今讨论的算法都是确定型算法。即只要给定同样的输入，每个算法总是以同样的方 
式运行。但是有许多情况下我们希望算法在一步或多步中作随机 选择。 当一个确定型算法不得 
不遇到大量的、甚至是无数多种可能的情况时就会出现这种情况0在一步或者多步作随机选择 

■r 

的算法称为概車算法。这一节我们将讨论关于判定问题的-类特殊的概率算法，即蒙特卡罗算 
法，蒙特卡罗算法对于问题总能得到答案，但是这些答案可能存在很小的出错概率。当算法执行 
足够多的计算时，答案出错的概率迅速下降.判定问题以“ 真”或 者“假”作为它们的 答案。 

求解判定问题的蒙特卡罗算法使用一系列的测试。只要测试执行得越多，算法正确回答判 
定问题的概率就 增加。 在箅法的每一步，可能回答“真”，这意味着答案是“真”，不再需要进一步 
的迭代。回答“不知道' 这意味着答案可能是“真”也可能是“假' 这样一个算法经过多次迭代以 
后, 如果任何一次迭代产生答案“真”，那么最后答案是"真、如果每次迭代都产生答案“不知 
道”，那么答案就是“假' 如果正确的 笃案; I "假 ' 算法回答 “假' 因为每次迭代将产生 P 不知 
道' 但是，如果正确的答案是 u 真”，算法可能回答“真”或“假”，因为很可能每次迭代回答都是 
“不 知道' 即使正确的答案是 " 真' 我们将证明当测试数增加时，这种可能性变得非常小。 

给定答案为“ 真' 假设/>是一次测试回答“真”的概率，从而1 一 P 是给定答案为“真”回答 
“不知道”的概率。因为所有的次迭代都产生答案“不知道”时算法才回答“假”，并且这些迭代执 
行独立的测试 T 因此出错的概率是 （〗一 P )\ 当>#0时 + 这个概率随测试次数增加接近于0。所 

以，当答案是 "真 ”时算法回答“真”的概率接近于 

例15 质 量控制 （这个例子来 ft [ AhUB 5]) 假设一个工厂多批次定购处理器芯片，每批” 

片，其中《为正整数，芯片制造商只对这些批次中的某一批进行了测试以保证这批芯片中的所有 
芯片都是好的 D 在以前未测试的批次中，当做随机测试时，观察到一个特定芯片是坏芯片的概率 
是 0.1。 这家 PC 工厂想判定在一批芯片中是否所有的芯片都是好的 D 为此这家工厂时以对一批 
中的每片芯片进行测试，这需要测 试”次 。 假设执行每次测试需嬰的时间为常数，这些测试窬要 
0(“秒0这家 PC 工厂能不能用更少的时同来检査这批芯片是否检测过？ 

解 只要我们能够接受一定的出错概率，就能用蒙特卡罗算法确定一批芯片是否已经被芯 
片制造商检测过。这个算法是为了回答下面的问题：“这批芯片是否被制造商测试过？”它—片接 
— 片连续从这批中随机选择芯片并进行测试 t 当发现-片坏芯片时算法回答“真”并|停止。如果 
—个被测的芯片是好的，箅法回答"不知道”并且继续下一个芯片。在算法测试了 _ 定数量的芯片 
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以后，比如说 A 片，没有得到回答 “真' 那么算法确定答案是“假' 即算法判定这批芯片是好 
的，也就是芯片制造商已经测试了这批芯片中的所有芯片。 

这个箅法回答出错只有-种悄况，就是它断定一批没有测过的芯片已经被芯片制造商测过 
了。在一批没测过的芯片中一片芯片是好的概率是1 一 0.1 = 0. 9。由于在一批芯片中测试不同芯 
片的事件是独立的，给定这批芯片没被测试过的情况下，算法的所有々步都产生答案“不知道”的 
概串是 0.9* ， 

取左足够大，我们就可以使得这个概率像我们所希望的那样小。例如，通过测试 S 6 片芯片， 
算法判定一批已经被芯片制造商测过的芯片的概率是它小于0,001。即算法回答出错的 
槪率小于千分之一 a 注意到这个概率与这批芯片的片数〃无关。这就是说，不管这批有多少片芯 
片，蒙特卡罗算法使用常数或者0(〗)次测试 T 并且需要0(1)秒。只要 PC 工广可以接受小于千 
分之一的错误率，蒙特卡罗算法将节省 PC 工厂很多的测试。如果需要更小的错误率， PC 工厂 
在每批中可以测试更多的芯片；读者可 以验诋 132次测试将使得错误率降低到 〗/I 000 000, ■ 

例16索数的槪率测试在第2章我们提到过一个合数，即一个不是素数的整数，对小于 
的基6通过米勒测试，其中见 2.6 节练习 30). 这个观察是蒙特卡罗算法确定一个 
正整数是否为素数的基础， W 为大素数在公共密钥密码系统中起着基础的作用（见 2.6 节〉，能够 
快速生成大素数就变得特别重要《 

算法的0标是判定这个问题％是合数吗？”给定一个正整数〃，我们随机选择个整数 Ml < 
并且确定〃能否通过基为6的米勒测试，如果《测试失败，因为〃 一定是合数，因此答案 
是“真 ”并且算法结束。否则，我们重复测试 A 次，其中 々是 整数。每次我们选择一个随机整数6, 
确定穴能否通过对于基6的米勒测试。如果在每一步答案是“不 知道' 箅法冋答“假”，即它说0 
不是合数_ 因 而它是素数。当〃是合数， 并且在 々步迭代的每一步输街答案是“不知道' 这是算 
法返回错误答案的唯一可能。对于一个随机选择的基 k 一个合数？1通过米勒测试的概率小于 I / 4 。 
因为满足的整数 A 在每次迭代时是随机选择的，并且这些迭代是独立的，所以 n 是合数 
但算法回答《是素数的概率小于 （ V 1 〉、 通过取足够大的 I 我们可以使得这个概率特别小，例 
如，用〗0次迭代.当 a 实际上是合数但箅法判定《为素数的概率小于1/〗000 000 & 用30次迭 

代，这个概率小于这是一个特别小概率的事件。 

为生成大素数，比如说200位，我们随机选择一个200位的整数心并且运行这个算法，用 
30次迭代。如果算法判定〃是 素数， 我们可以把它当成两个素数之一用在 RSA 密码系统的密钥 
中。如果 w 实 际上是 合数并且作为这个密钥的一部分来使用，这个用来解密信息的过程不会产生 
原始的被加密的信息。这个密钥将被抛弃而使用两个新的可能的素数 0 ■ 

5.2. 10概率方法 

第1章讨论了存在性证明并且说明在构造的存在性证明和非构造的存在性证明之间的区别。 
由保罗 • 厄多斯和阿尔弗雷德（任伊引人的概率方法是一个强有力的技术，它可以用于创建非构 
造的存在性证明。为了使用概率方法证明关于集合 S 的结果，例如 S 中一个具有指定性质元素 
的存在性，我们把概率陚给集合的元素 a 然后我们使用概率论的方法证明关于 S 的元素的 结果。 
特别地，我们可以通过证明一个元素 ： res 具有这个性质的概率是正的来证明具有特定性质的元 
素存在 D 这种概率方法是基于定理 3 的等价叙述. 

嫌 M 概 率方法 如果集合 S 的一个元素不具有一个特定性质的概率小于 U 那么 S 中存 

在具有这条性质的元素. 

一个基于概率方法的存在性证明是非构造 性的， 丙为它未找出一个具有所要求性质的特定 



元素 


我们通过找到一个关于拉姆赛数 D 的下界来说明概率算法的能力^回顾 4.2 节， R ( k , 
幻等于晚会的最少人数，以保证其中至少有 A 个人两两都是朋友，或者至少有&个人两两都是敌 
人（假设任两个人要么是朋友要么是敌人 ） a 

ggPiB 如果 A 是一个整数， k 為2,那么 RU , k)^K 

证注意到定理对于々= 2和 A = 3 成立，因为 J ?(2，2) = 2 和 R (3， 3) = 6，正如 4. 2节所显 
示的，现在假设我们将使用概率方法证明如果晚会上少于2〃 2 个人，可能没有 A 个人两两 
都是朋友.也没有丨个人两两都是敌人，这就证明了反 U . 幻至少是 . 

为了使用概率方法，我们设两个人是朋友还是敌人是等可能的（注意这个假设不一定是真实 


的） e 假设晚会上有 n 个人。 因而晚会上有个不同的6个人的小组，记作 Sh …， 

SQ 0 设 K 是&中 的所有々个人两两是朋友或两两是敌人的事件。在《个人中存在 A 个人两两 

f (!) , 

是朋友或两两是敌人的概芊等于 p Ue { 9 

T * 1 

L d 

根据我们的假设，两个人是朋友或是敌人是等町能的。两个人是朋友的概率等于他们是敌 
人的概率 t 两个概宇都等于1/2。进 ，步， 因为岛中有 A 个人，因此在 S z 中存在0)=*(*_1)/ 

2对人 D 于是，在 S : 中所有的 々个人 两两都是朋友的概率 与&中 所有的々个人两两都是敌人的 
概宇都等于 （1/2# 卜从而得到 〆 仏 

A ；) ] 

在-群 ri 个人中存在6个人两两是朋友或两两是敌人的概率等于 p IJjEi 。使用布尔不等 

C ™ 1 

k J 

式（练习 15), 得到 

r ( n ) 、 d 

! I , /n\ / I \*^n/2 

P U ( J *2(|) 

a 19 [, ，这 1 ^ 

L J 

根据 4, 4 节练习17,我们有因此 




AD , 

我们现在可以断言当时 ， p U Ei < U 因此，这个补事件，即在这个晚会上不存在 

卜1 

b . j 

一组 * 个人两两都是朋友也不存在个人两两都是敌人的概率大于0。从而得到，如果〃 <2*0. 
至少存在一个集合，使得它不包含 * 个人两两都是朋友或者两两都是敌人的子集 a □ 
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练习 


1, 当掷一个不均匀的硬币时，如果出现头像是不出现头傢的可能性的3倍，那么出现头像的概半应该是多 
少？不出现头像的概率应该是多少？ 

2, 当掷一个被填充的骰子时，如果骰子出现3点这一面的可能性是其他五个面的2倍，求出每种结果的 
概率。 

3_当掷一个不均匀的骰子时，如果骰子出现2点或4点这一面的可能性是出现其他四个面的3 倍， 并且掷 
出一个2点或者一个 4 点是等可能的，求出每种结果的概率 a 
4_ 当结果是等可能的时候，证明在拉普拉斯的概率定义下条件 （ i ) 和 （ ii) 是满足的。 

5. 一对骰子是被填充的，第一个骰子出现4点的概率是2/7,第二个骰子出现3点的概率是2/7，且每个骰 
子出现其他点数的概率是1/7,当掷出2个骰子时 t 点数之和为7的概率是多少？ 

6. 当我们随机选择 （1, 2, 3} 的一个排列时 t 这些事件的概率是什么? 

ail 在3前面， b )3 在1前面 s c )3 在1前面且3在2前面。 

7. 当我们随机选择 U , 2, 3, 4〖的一个排列时，这些事件的概率是什么？ 

3)1 在4前面。 b )4 在1前面 & 

在1前面且4在2前面. d )4 在1前面，4在2前面，且4在3前 。 

e )4 在3前面且2在1前面 ， 

8. 当我们随机选择彳1, 2, d 的-个排列时，其中 rf >4. 这些事件的概率是什么？ 

■ )1 在2前面， b )2 在1前面， 

C > i 紧挨着2前面。 dh 在1前面且 n — 1在2前面。 

tin 在1 前面且 ？!在2前 (4 U 

9. 当我们随机选择 2 S 个英语小写宇母的个排列时，这些事件的概率是什么？ 

幻排列由按字母表相反顺序的字母组成 。 bk 是排列的 第一个 字母。 

d 排列中^在 a 前面， d ) 排列中 a 紧接在 z 的前 SU 

e ) 排列中 a 紧接在 m 的前面， m 紧接在 t 的前面 # 

f ) 排列中 n * o 在宇母表中的原来位鷇1 

10. 当我们随机选择26个英语小写字母的一个徘列时，这些事件的概率是什么？ 

a ) 排列中的前13个字母按照字母表的顺序 a 

b ) a 是排列的第一个字母且 z 是排列的最后-个字母 . 

c ) a 和 z 在排列中彼此相邻 t d )4 和6在排列中彼此不相邻。 

e ) 排列中 a 和 z 被至少23个字母分开 。 f ) 排列中 z 在 a 和6两者的前面。 

1 L 假设 E 和 F 是事件，满足 〆 E )=0.7 且 〆 F ) = 0. 5处证明 〆 EU 7和 〆 £fl F )>0- 2。 

12. 假设 E 和 F 是事件，满足 p ( E ) = 0, 8 ^ p ( F )^ Q . 6,证明 ^ ELJF )> G *8 和 piEC \ F ) X} t 4 a 

13. 证明如果£和厂是事件，那么 〆 + 这 就是蚱 弗罗尼 （ Bonferr 训 i ) 不等式 

14. 使用数学！ IJ 纳法证明下述 般 性的邦弗罗尼不等式 r 

piE, n ^ n - n ej 

^p( £"i) + 户（ £*2 〉十…十 p(E„) — ( 打 一 1) 

其中£,，…，^是？ t 个事件. 
t ^ lS . 证明如果是一个有限祥本空间的事件，那么 

p(E, U ^ U - U EJ <p(£i)+ />(£,) + 

这就是布尔不等式， 

16 - 如果£和 F 是独立的事件，证明 E 和 F 也是独立的事件 a 
cm 如果 E 和 F 是独立的事件，证明或反驳 F 和 F 也必须是独立的事件 4 
18. a ) 两个人出生在一周的同一天的概率是多少？ 

b ) —组《个人里，至少2个人出生在一周的同一天的概宇是什么？ 


离散概率 
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c ) 要使得至少2个人出生在一周的同一天的概率大于 l /2 t 需要多少个人？ 

19. a )2 个人出生在一年的同一个月的概率是多少？ 

1 >_组^个人里，至少2个人出生在一年的同一个月的概率是什么？ 
c ) 要便得至少2个人出生在一年的同一个月的概率大于1/2,需要多少个人？ 

20 +要使得某个人的生日就在当天的概率大于1/2,求出房间里最少的人数（假设生于每一天是等可能的并 
旦这一年有366天）， 

21. 要使得房间里的阚个人都生在4月1 R 的概率大于 1/2. 求出房间的最少人数（假设生于搿一天是等可 
能的并且这 一年有 3 M 天）。 

*22. 只有闰年有2月29日 。 能被4整除但不能被100整除的都是闰年*能被 iOO 整除但不被400整除的不 
是闰年，能被400整除的是闰年， 

a > 应该用哪种关于生日的概率分布来反映2月29日出现次数的多少？ 

b ) 利用 a ) 的概率分布， 一组 《个人至少两个人有相同的生 H 的概率是什么？ 

23, 给定掷硬币第一次的头像在上，当一个均匀的硬币被掷5次时恰好4次头像在上的条件概率是什么？ 

24, 给定掷硬币第一次的头俅在下,当一个均勻的硬币被掷5次时恰好1次头像在上的条件概率是什么？ 

25, 给定第一位是1，随机产生4位二进制串并使得它至少包食2个 连续的 0的条件概率是什么？（假设是1 
和是0的概率相同 j 

2 d 随机产生3位二进位串.设£是这个串含有竒数个1的事件， F 是这个串以 i 开始的事件。£和厂是 
独立的吗？ 

27. 设 E 和 F 分别表示有〃个孩子的家庭同时有男孩和女孩以及至多有1个男孩的事件。在下述每种条件 
下£和只是独立的吗？ 

a ) n =2 b >" = 4 c)fl = 5 

28. 假定一个孩子是男孩的概率是0 + 51,且生在一个家庭的孩子的性别是独立的，一个家庭有5个孩子， 
那么 

a > 恰有3个男孩的概率是什么？ b ) 至少有1个男孩的槪率是什么？ 

c ) 至少有1个女孩的概率是什么？ d ) 所有的孩子性別都相同的概率是什么？ 

29. ■组6个人玩“单人出局 " 的游戏来确定谁买茶点。每个人掷一个均匀的硬币，如果一个人掷出的结果不 
和组中其他任何人相同，这个人就必须买茶点 t 在掷过 一次硬 币以后出现这种单人出局的概率是多少？ 

30. 10位的二进位串 • 如果每位的产生是独立的，求出下列每种情况下随机产生不包含0的位串的概率 ； 

a )— 位为0和为〗是等 PJ 能的 a —位为 1的概率是0 

c ) 第 f 位为1的概率是1/2、2，3，…，10, 

3 L 求有5个孩子的家庭没有男孩的概率，如果 孩子的 性别是独立的，且 
a > 是男孩和是女孩是等可能的。 b ) 是男孩的槪率是0,51, 

c ) 第个孩子是男孩的概率是 0. 51 — U/lOOh 

32 i 10位二进位串 * 如果每位的产生足独立的，分别求在30题的 a ), b ) 和 c ) 条件下随机产生一个以1开 
始或以00结尾的位串的概率 

33. 按照习题31的 a >* b ) 和 c > 的条件，分別求出有5个孩子的家庭中第1个孩子是男孩或者最后2个孩子 
是女孩的概率 b 

34. 执行 n 次独立的伯努利试验，其屮毎次试验的成功概率为求下述每种情况的概率〃 
a ) 没有1次成功的概宇 b ) 至少1次成功的概率 . 

c ) 至多1次成功的概率。 d ) 至少2次成功的概率。 

35. 求出在下述每种情况下执行》次独立的伯努利试验时的概率，其中每次试验的成功概率为 h 

a ) 没有〗次失败的 概率. b ) 至少1次失败的概率。 

c ) 至多1次失败的概率。 d ) 至少2次失畋的概串 • 

3 S - 使用数学 归纳法 证明：如果 F , , …，是样本空间 S 中的 n 个两两不相交的事件的序列，其中 ？I 

_ ^ 

是正整数，那么 />( (J E t )= 丄 



*37. (要求微枳分） 证 明如果 E ]t …是样本空间 S 中的两两不相交的事件的无限序列，那么 


,(U p ( f ；,) a [ 提示；利用练习36并且取极限 J 

3 S . 在异地掷-对骰子，一个诚实的旁观者通知我们至少有一个骰子掷出6点。 

a ) 以诚实的观察者提供的信息为条件，两个骰子掷出的点数之和等于7的概率是多少？ 

b ) 假设诚实的观察者告诉我们至少一个骰子是5 点， 以此为给定条件，两个骰子的点数之和等于7的 
概率是多少？ 

**39. 这个练习利用概率方法证明_个关 T 狷坏赛的结果，在一个具有抓个游戏者的循环赛中，毎两个人玩 
一个游戏，其中一个贏，另一个输。 

我们想要找一个关干正整数和 Jt 的条件 U < m ) t 以使得这个循环赛的结果有下述性质的可能 3 
对每 * 个游戏者的集合，存在 I 个游戏者 ft 了这个集含的每个成员.假设当2个游戏者竞争时每个游 
戏者贏得这个游戏是等可能的，并且假设不同游戏的结果是独立的，这使得我们可以使用概率推理得 
出关于循环赛的结论 u 设 A 足小于 m 的正整数* £是对每个具有*个游戏者的集合存在1个游戏者 
贏了 S 中所有 t 个人的事件。 

a > 证明 p ( F ,), 这里的 f 是一个 事件，表示在)个6人集合构成的衷中，没有1个游戏者贏 

i -1 、走/ 

了第 j 个集合的所有*个人 g 
f , 的槪率是 （1 一、 

c ) 从 U ) 和 （ h ) 证明 — W 此得知，如果(:)（1 一 2-* r _*< L ， 一定存在一个竞 
赛具有所描述的性质 . 

d ) 使用 （ e ) 找出 m 的值，使得在 m 个游戏者的循环赛中对每2个游戏者的集合5,都存在1个游戏者， 
贏了 S 中的2个人。对3个游戏者的集合重复这个间斟 L 

*40. 设计一个萦特卡罗算法以确定~个整数1到 n 的排列是已经被排序的（即按照递增顺序排列）还是随机的 
棑列。如果确定这个表没有被排序，算法的某一步应该回答“真' 否则回答“不知道' 在々步以后，如 
果每步回答都是“不知道' 则算法判定这些整数足排好序的证明随着歩数的增加，算法产生一个错诶 
结果的概率会极小.[提 示： 对每一步，测试某些元索是否在正确的顺序上 . 保证这些测试是独立的。] 

4 L 使用伪码写出在例16中描述的素数的概率测试算法。 

5.3 期望值和方差 

5.3. 1引言 

一个随机变量的期望值，是对样本空间的所有元素，将元素的概率与这个随机变眢在这个 
元素的值相乘之后求和。因此期望值是一个随机变童值的加权平均。一个随机变 M 的期望值为 
这个随机变量值的分布提供了 一个中心点，我们使用随机变 ■ 期望值的概念可以求解许多问题， 
例如确定谁在赌博游戏中占有优势，也可以计算算法平均悄形下的复杂度 . 一个随机变量的另 
一个有用的度童就是方差，它告诉我们这个随机变置的值分布得多么散 . 可以使用随机变 M 的 
方差帮助我们估计一个随机变摄取那些远离它的期望值的概率。 

5.3.2 期望值 

L ： 许多问题可以用我们所期望的随机变量的取值，或者更精确地说是随机变屋在大 M 
试验中的平均值来表示。这类问题包含；当掷100次硬币时预期会出现多少次头像？ 
在表中线性査找一个元素时预期的比较次数是多少？为研究这类问题，我们引人关于一个随机 
变 M 的期望值的概念^ 
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随机变 M xa ) 在样本空间 S 的期望值(或期望）等于 

E(X) = Y]pis)X(s) 

注意当样本空间 S 有 n 个元素时 ， S = { ，々，…， } f E(jo) = 2 p(xi)K(Xi ) 

i =1 

注意这里我们仅关心与有限期望值相关的随杌吏量 D 

例1骰子的期望值 设 X 是掷一个骰子时出现的点数，什么是 X 的期望值？ 

解随机变量 X 取值为1，2, 3, 4, 5或6,每个具有槪率 〗/6 d 从而得到 

" 例2 — 个均匀的硬币被掷了 3次， 令 S 是8种可能结果的样本空间， X 是随机变 

蜇，它对结果的赋值是结果中的头像数 4 那么 X 的期望值是什么？ 

解在 5. 2节例10我们列出了掷3次硬吊时 X 对 S 个可能结果的值。由于硬币是均匀的且 
每次掷硬币是独立的，每个结果的概率都是 1/ L 因此， 

E(X)= + X(HHT) + HTH) + X( THW) + X(7TH) 

8 

+ X(THT) + X(HTT) +X(TTT)] 

- -^(3 + 2 i 2 + 2+1 十 1 十 1 i 0) - ^ 


因此，当一个均匀的硬币被掷 3 次时出现头像的平均次数是 3/2 fl ■ 

当一个试验有相对较少的结果时，我们可以直接从定义计算随机变 ft 的期望值，正像在例 2 
中所做的。但是，当一个试验有许多结果时，直接由定义计算随机变 M 的期望值可能是不方便 
的。我们可以换一种做法,把随机变 M 的值相等的试验结果分成组来找随机变 ft 的期望值，正如 
定理1所示。 

如果 X 是随机变量， P(X = r ) 是 X = r 的概率，即 〆X = r ) = 2 pb), 那么 

S + X{ji-r 

E ( X ) = U p ( X — r ) r 

证假设 x 是域为 x ( s ) 的随机变量，令 〆 x = r ) 是随机变 M X 取值 r 的概率*因此， 
是使得 = r 的结果 s 的概率之和。从而得到 

ECX ) - y ； p(X - r)r □ 

re x(s 、 

例 3 和定理 2 的证明说明了这个公式的用法。在例3我们将找出当掷两个均匀的骰子时出现 
的点数之和的期望值 。 在定理2我们将找出当执行〃次伯努利试验时，成功次数的期靈值 & 

例3当掷一对均匀的骰子时所出现的点数之和的期望值是什么？ 

解 设 X 是随机变它等于掷一对骰子所出现的点数之和*在5+2节例] 2 ，我们列出了 
关于这个试验的36个结果的 X 的值， X 的值域是{2, 3，4，5，6，7， L 9. 10, 12“ 由 

5-2 节例12我们看到 


p(_x = 

o 

p(X = 

12) 

=1/36 


p(X ; 

= 3)- 

p(X = 

11) 

= 2/36 = 

1/18 

p(X = 

=1)= 

p(X = 

10) 

= 3/36 = 

1/12 




p(X = 5) - PCX = 9) = 4/36 = i /9 
piX = 6) p(X = 8) = 5/36 
piX - 7) - 6/36 - 1/6 


把这些值带入公式，得 


E ( X )= 2 • 尖+ 3 • ^ + 4 


36 


18 


吉 + 5 ， i + 6 •佘 


+ g * A + 9 ,丄 
卞。 M 卞 9 


10 、+ 11 * |8 + 12 


v 一 — 

36 


■ 


定理 


证 


k) f^q n 


当执行〃次伯努利试验时,预期成功的次数是 np , 这里 p 是每次试验成功的槪 
令 X 是等于 n 次试验中成功次数的随机变埴。由 5.2 节定理2,我们看到 〆 X = Jfe > = a 〜 
,于是有 


rt 


E(X)= J^kpiX 


根据定理 


n 


^ kCin^k) p^q n ~ k 

ft 

抑 C ( 力 一 \ —■ 1) p h q n 


根据 5. 2 节定理 2 


根据 4. 1 节习题 21 


np^Cin-l.k-Dp ^ 1 ^ 从每项中提出公因子昨 


■ ■ ■ 

np 2 CC 竹一 1 ^j)p^q n ~ r ~^ 


便用 y = 移动和式的下标 


I ： 


^ npip + 根据二项式定理 

_■ 

= np 由 p + q = 1 

因此，在 n 次伯努利试验中预期成功的次数是印，证明完成 & 

5. 3.3 期望的线性性质 


rt -1 


□ 


定理3告诉我们期望值是线性的。例如，随机变遺的和的期望值是它们的期望值之和0我们 
将发现这个性质特别有用 5 

如果兄 G = l , 2，…， 〃） 是 S 上的随机变 M ， ”是正整数，并且如果 a 和6是实 


定理3 


数，那么 

(\)E(Xi +X? 丄 … + X W ) = J7(X 1 ) + ELD + … + E(Xr) 
( ii > E ( dX + W = aE ( X )+* 


证 对于，! = 2第一个结果可以直接由期望值的定义得到，因为 

ECXi +X 2 ) - Xp<j)(X]Cj) + X 2 (5)> 

卢 5 

= ^ p ( s ) Xi ( s)^r ^ pis ) Xz ( s ) 






E( Xi ) + E ( X 2 ) 


使用数学归纳法，很容易从两个随机变童的情况得出具有《个随机变量的情况.最后，注意到 
E(aX+b) = U / j ( i )( aXG ) 十 W ^ a^p{s)X($)^h^pU) = U)+6, 这是由于工； pis) = 1, 


i^-S 


i^S 



例 4 和例5说明了怎样来使用定理3。 

例 4 用定理3求出掷一对均匀的骰子时所出现的点数之和的期望值（在例3中没有使用定 
理 3也求出了这个值 

解设 A 和為是随机变 tt， 其中 Xi ( C ^ = X 2 ( U , Xi 是第一个骰子上出 

现的点数，是第二个骰子上出现的点数 ， 容易看出，因为（1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6》/6 = 21/6 = 7/2, 
所以£(；0> = £(叉 2 >^ 7 / 2 & 当掷两个骰子时，出现的两个点数之和就是和 A 根据定理 

3,这个和的期望值是 E ( X L 十心） = E ( Xi ) + E ( X 2 > = 7/2+7/2 = 7, ■ 

例 5 在定理2的证明中，我们通过直接计算找到了执行71次伯努利试验时成功次数的期望 
值_其中是每次试验成功的概率。说明怎样使用定理3找到这个结果。 

解 设兄是 随机变量，如果 r 是成功， X a ( fi , & , f „) = l ； 如果是失败， 
t 2 , …山 ）=0, X a 的期望值是 E ( X /) = 1 •沪十 0 . ( l _/0 = p ， ！ = 2， 令 X = — 

X 2 +- + X h 使得 X 计数当执行 n 次伯努利试验时成功的次数 D 把定理3用于 n 个随机变童的 
和.就证明了 £(；Q = E (； C 1 ) + E ( X 2) + … + £( X rt )=^ fl _ 

我们利用期望的线性性质可以求解许多看起来很难的问题。要 找一个 随机变量的期望值， 
关键步骤就是把这个随机变量表示成一些很容易找到期望值的随机变贵之和 D 例6和例7说明了 
这种技巧。 

例 6 在帽子认领问题中的期望值在一个餐厅里…个新雇员为〃个人寄存帽子，他忘记在 
帽子上放寄存号。当顾客取帽子时这个寄存员随机选取留下的帽子交给他们 3 被: E 确返回的帽 
子数预期是多少？ 

解设 X 是随机变量，它等于能够从寄存员那里取回自己帽子的人数。设兄是随机变最， 
如果满足第/个人拿回自己的帽子则叉 ; =1，否则兄= 0,从而得到 

X - Xi +A + - + X n 

由于寄存员给这个人返回任何一 顶帽子 是等可能的，所以得出第 〖个 人收到自己帽子的概率是1/^ 
于是根据定理 U 对所有的 I ,我们有 

E { Xi ) =" 1 + p(Xi = 1) + 0* p(Xi = 0) = 1， l/?i 十0 = 1 /rt 

根据期望的线性性质（定理 3) 得到 

E ( X ) = FAXi ) + E ( X 2 > 十…十 E ( AV ) = n * ]/n = 1 

于是，收到自己帽子的平均人数恰好是 U 注意这个答案与寄存帽子的人数是独立的！（我们将 
在 6.5 节找到 对丁没 有一个人收到自己帽子的概率的显式公式 ■ 
例 7 —个排列中逆序数的期望值在前 n 个正整数的排列中，如果〗<)但是 j 在这个排列 
中位于〖的前边，就称有序对 j ) 为排列的 I 个逆序 。 例如，在排列3, 5 ， U 4* 2中有6个 
逆序;这些逆序是； 

(], 3), U ， 5)，（2， 3), (2，4)， （2, 5), (4， 5) 

为了找出在前》个正整数的一个随机排列中期望的逆序数，我们令是前 n 个正整数的所有排 
列的集合上的随机变量，如果 G _. /) 是排列的逆序，则 = 否则为0。这就得出，如果 X 是 
等于这个排列中逆序数的随机变量，那么 

注意到在一个随机选择的排列中 i 在 j 的前面还在 i 前面是等可能的（为此只要注意到具有每 
种性质的排列数相等就时以了于是.对于所有的对 i )* 我们有 

FAI ivj ) = 1 * pih “ = 1) + 0 . = 0) = 1 * 1/2 + 0 = 1/2 

由于存在个 f 和 j 的对并且根据期望的线性性质（定理 3) 我们有 



E < X )= S = 

从而得到在前 〃个正 整数的一个排列中，平均存在〃“一 1)/4 个逆序 0 B 

5.3.4 平均情形下的计算复杂度 

计算个算法在平均情形下的计算复杂度可以转变成计算一个随机变讀的期望值。设一个 

试验的样本空间是可能的输人2，…，的集合，且令随机变量 X 对~的陚值是当化 

作为输入时该算法用到的操作数。基于我们对输入的了解，对每个可能的输人值 七賦给 一个概 

率 p ( a 〜那么该算法在平均情形下的复杂度是 

_ 

E ( X > = J ] p ( a i ) X { a J ) 

i-l 

这就是 X 的期望值。 

找一个 算法平均情形下的计算复杂度通常比求它在最坏情形下的计算复杂度要困难得多， 
并且常常涉及复杂方法的使用。但是，也有一跋算法，找出它在平均情形下的计算复杂度所需要 
的分析并不困难0例如，例8将说明怎样在不同的概率假设 T 找-个线性搜索算法的平均情形下 
的计算复杂度，这个概率是指我们搜索的元素是表中一个元素的概率。 

例8线性搜索算法平均情形的复杂度给定元岽工和 n 个不同实数的表 u 在 2.1 节描述的 
线性搜索算法通过把这个元素与表中的每个元素进行比较来査找^当： r 被找到或者检査了所有 
的元素并确定 x 不在表中时算法结束 . 如果 i 在表中的概率是 P 并且 I 是表中”个元素的任一个 
都是等4能的，那么这个线性搜索算法在平均情形下的复杂度是什么？（存在〃+1种可能的输 
人。 在表中的〃个数与不在表中的1个数，这也作为 I 种单独的输人 《) 

解在 2. 3节例4我们证明了如果 z 等于表中的第 i 个元素要用 2 f + l 次比较 * 在 2. 3节例2 
中又证明了如果 I 不在表中要用次比较 D I 等于表中第/个元 素⑷的 概率是 p / 〜： r 不在 
表中的概率是 9 =1 一 p , 从而得到线性搜索算法在平均情形下的计算复杂度是 

K= 3p/ti H - 5 打十 … + (2n + 1) p/n -f- ( 2n -h 2)q 

— —(3 H- 5 卜…十 — l)) + (2n+2)g 

n 

= 上 （（ n + IF -1) + 十 2)9 
n 

= p{n -\- 2) ^ (2 ?j + 2 )q 

< 第三个等式是由于 3. 2 节的例 2 K ) 例如，当 I 保证在表中时，有 p = K 对每个“的概率 
是 l / n ) 和1? = 0,因此 + 正如我们在3节例 4 所证 明的。 

当工在表中的概率户是1/2时，可知 g=l — p = l /2， 从而 E =(« + 2)/2 + n+i = (3 fi + 4)/2, 
类似地，如果： r 在表中的概率是3/4，有3/4 和？ = 1/4, ㈥ 此 £：=3 U + 2)/4 + U + 1 >/2 = 
<5 ri + 8)/4 p 

最后，当 i 保证不在表中时， 有/ >=0和 <7=1，从而得到 E = 2 ?i + 2 ， 这并不奇怪，_为我们 

必须搜索整个的表。 ■ 

例9说明了期望的线性性质可以帮助我们找到一个排序算法（即插人排序）的平均情形的复 

杂度《 

例9 插 入排序的平均情形的 复杂度 用插人排序对〃个不同元素进行排序所使用的平均比 
较次数是多少？ 
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解首先假设 X 是随机变量，它等于用插人排序（如 2. 1节所述）对 n 个不同的元素的表 
aw ， 进行排序所用到的比较次数 • 那么 E ( X ) 是使用的平均比较次数， （回 顾对于 i = “‘， 

h 在第 f 步，插人排序将待排表中第 〖个 元素插人由待排表前 i 一]个元素已排好序的表中的适 
当位置。） 

令 X ,是随机变量，它等于在前/一 1个元素 a 】 ，句，…，屯 “ JI 已经排序以后把⑴插入到合 
适位置使用的比较次数。由于 

X ■ & + Xs 十…+ Xn 

我们可以使用期望的线性性质断定 

ECX) = E(X 2 + X 3 + … + X„) = ECX 2 ) +ECX 3 ) + … + E(D 

为了求出£(兄）* i =2， …. t 令九 （ D 表示在这个丧的前 j 个元素中的最大元素出现在第左 

个位置的概率，即 maxUi ， ^ ，，”， = 4的概率，其中由于表的元素是随机分布 

的，前 j 个元素中的最大元索出现在任何位置是等可能的。因此， Pi ( k ) = l / j . 一旦⑷， 

的，…，已经被排序，如果等于用插人排序将 a 插人到表中的第 々个位 置所用的比较 

次数，那么得到 Xi ( A ) = h 由于 〜可能 插人到表的前£个位置中的任何一个位置，我们得到 

f ” t y ^ r W \ 1 J 1 t _ 1 ， ( J + 1) i + 1 

tcx E ) = y\pi(k) • Xi(k) ^ v — * ^ • Zjk = — * — » — ■ -j- 

tri S ， 1 1 2 2 

从而得到 

4 n ■ I 1 

E ( X )= 士 E(D = 2 ^ = ISi 

1 (fj Hr 1) -h 2) 1^-1 , 0 、_ 7l 2 +3n— 4 

= y - 2 - 4 

为得到第三个等式，置 j = l + 1来对和式的下标进行移位 。 为得到第四个等式，使用了公式 
^ A = m ( m + I )/2( 来自 3. 2节表 3- 1)，其中 m = + 同时从中减去 j = 1和 J = 2这些缺失的 

肩 * 1 

项 & 我们得出结论，由插人排序对71个元素进行排序使用的平均比较次数等于 （〃 2 +3 n — 4)/ 4 , 
这是0(7? 2 ) D 鼸 

5. 3, 5 几何分布 

考虑例10中的问题。 

例10设掷一个硬币出现头像向下的概率是/>，重复掷这个硬币直到头像向下为止_请问预 
期要掷多少次？ 

/ 嘛卜 解我们首先注意到样本空间由所有以任何个数的头像向上作为开始后跟一个头像 

向下的序列所组成。将头像向上记为 H , 头像向下记为那么样本空间是集合彳7% 
HT , HHT , HHH 1\ HHHHT , … h 注意这是一个无穷样本空间。看到掷硬币是独立的并 
且出现头像向上的概率为1 一 P , 我们就可以确定样本空间-个元素的概率。于是， piT ) = p , 
p ( HT ) = ( l - p ) p , p { HHT)^(l — p ) 2 p , —般说来，掷了 7 i 次硬币出现了头像向下， 即在 n — 

1 个头像向上出现之后跟随着一个头傈向下的概率是(练习 U 要求验证样本空间中 
的点的概宇之和是 1.) 

现在令 X 是随机变 M ， 它等于在样本空间中的一个元素中掷硬币的次数9即 X < T ) = 1， 
X ( HT )^2 f X ( HHT ) = S , 等等，注意 #>( X = i ) = ( 1 —户 直到硬币出现头像向下为止。 
掷硬币的预期次数等于 E ( X ). 
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依据定理1，我们发现 

™ 仰 CJO 

E(X) = - p(X ^ j) j(l — P) 卜 1 p = j(l — p) 卜 1 = p - 

_ 1 ■ « + ■ 1 



P 2 P 


(上述推导中第三个等式根据 3*2 节表 3-2, — p>d = 1/(] -{l-p))2 = \ipt ,) 于 

是，直到硬币出现头像向下为止，掷硬币的预期&数是1/化注意当硬币是均匀的时我们有户= 
1/2,因此直到硬币出现头像向下为止*掷硬币的预期次数是1八1/2)=2。 ■ 

与掷硬币直到出现头像向下为止的预期次数相等的随机变 ft X 是一个 具有几何分布 的随机 


变埴的实例。 


定义2 


如果对于 4 = 1. 2, 3■…， p(X = k ) = ( l - p ) k ~^ p , 那么随机变置 X 具有带#数 


P 的几何 分布。 

由于几何分布用于研究在一个特定事件发生前所需要的时间，因而出现在许多应用中。例 
如在我们找到一个具有确定性质的物体之前需要的时间，在一个试验成功之前尝试的次数，又 


如一个产品在它失效之前可以使用的次数，等等 a 

当我们计算在硬币头像向下之前所要掷的次数的期望值的时候，就证明了定理 4* 

如果随机变董 X 有着带参数 p 的几何分布，那么 = 


5,3.6 独立随机变置 


我们已经讨论了独立的事件，现在将定义两个独立的随机变量意味着什么。 

EMil 随机变量 x 和 Y 在样本空间 S 上是独点的，如果 

piXis) — r\ 且 Y(j) = = p(X(s) — n) 1 p(Y(^) ~ r^) 

换句话说，对一切实数 n 和且 = n 的概率等于 XG ) = n 的概率与 YG )= V £ 
的槪率 之积# 

例 11 例4的随机变鼋 A 和 X 2 是独立的吗？ 

解设 S ={1, 2, 3，4，5， f ， j 属于 S a 由于掷一对骰子有 36 个可能的结果并且每个 
结果是等町能的，故 

p ( X ^ = ^且叉 2 = )) = 1/36 

又由于第一个骰子出现/和第二个骰子出现 j 的概率都是1/6,即 = 且 p ( X 2 = j > = 
1/6,从而有 


p(Xi = i _ aX £ - j ) = 1/36 = (1/6 K1 /6) = p(Xi = i ) p ( X 2 = j ) 

因此 1 和 X 2 是独立的， ■ 


例 J 2 证明随机变量1和 X = Xi ^ X 2 不是独立的，其中 X 」和心的定义在例4中给出 a 
解 因为 x ^ i 的含义是第一个骰子出现点数为 K 这就推出两个骰子的点数之和不可能等 
于 12,所以 且 X =12) = 0。 另一方面* = 和 P(X = 12) = V 36 & 因此, 

p(Ki = l a X ^=\ Z)^piXi = l ) - p ( X =-12 )o 这个反例证明了 Xi 和 X 不是独立的。 ■ 

两个独立的随机变量之积的期望值是它们的期望值之积，正如定理5所述。 


定理5 


如果 X 和 F 是样本空间 S 上的独立的随机变置，那么 £ CXY ) = ECX ) E ( y) fl 


证因为 X 和 Y 是独立的随机变鐘，由期望值的定义得到 


E( XY) = ^X(^)Y{s)p(s) 


2 r2 * p(X(s) = n 且 = r2) 





^ ri T2 * piXis ) = n ) ■ p ( Y { s ) ) 

r, £ Xr'SJi.r, 


= f 2 r ] p(X(s) ~ T ] ) J M 2 K2 piVis ) = ) I 

/ \ 、 eytS) / 

= FAX ) E ( Y ) 

定理得证。 □ 

注意当 X 和 F 不是独立的随机变量时，我们不能断定 E ( XY ) = E ( X ) E ( Y) f 正如例13 

所示。 

例13设 X 和 Y 是计数一个硬筇掷两次时出现头像和不出现头像的次数，由于 p(X = 2) = 
1/4, p ( X - I )- l /2, p(X = 0)- I /4, 根据定理 1，我们有 

E ( X ) = 2*^- + 1_冬 + 0.4- = 1 

4 2 4 

类似的计算显示 E ( Y )- i , 我们注意到出现两次头像向上且没有头像向下或者两次头像向下且 
没有头像向上时 XF =0, 并且当出现一次头像向上和一次头像向下时 XY = U 因此 

E ( XY ) = 1 .士 + 0. 去= | 

从而得到 

F ( XY ) 7 ^ E ( X ) E ( y > 

这与定理5不矛盾，因为 X 和 y 不独立，这一点读者应该可以验证（见练习 16). ■ 


5.3.7 方差 


一个随机变童的期望值告诉我们的是它的平均值，但是并没有说明它的值的分布范 
围。例如，如果 X 和 Y 是集合 S = U , 2, 3, 4, 5, 6} 上的随机变量，对所有的 
s 有；且若 2 , w 则 若 se <4, 5，6丨则 y (^> = i . 那么 x 和 y 的期 

望值都是0。但是随机变最 X 永远等于0,而随机变最 Y 总是与0相差 U —个随机变童的方差 

帮助我们刻划一个随机变鲎的值的分布范围。 

设 X 是样本空间 S 上的随机变童， X 的方差 i 己为 v ( x ), 且 


定义 


v(X) = y^iXisy-EiX^^pis) 


tea 


X 的标准差 定义为 yvoo t 记作 WXh 

定理 s 提供了关于随机变量的方差的一个有用的简单表达式 《■ 

如果 X 是样本空间 S 上的随机变量，那么 = 


定理 


证 注意到 


ECX ) 2 


V ( X )= ^( X ( s ) - K ( X )) 2 p ( s ) 




Y ^ X( s y p (^) - 2 E ( X )^ X ( S ) p ( s ) ^ E ( X ^ J ] p ( s ) 


E ( X 2 )- 2 E ( X ) E ( X ) + E ( X ) 2 


K ( X 2 )-£( X ) 2 


在倒数第二步我们使用了 ^] p ( s ) = 1这一事实。 □ 

例 14 一 个伯努利试验成功则 X (0 = U 失败则 X ( O =0 Q 如果 f 是成功的概率，那么随机 
变董 X 的方差是什么？ 
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解 因为 X 取值只能为0和〗，因此 X 2 ( f ) = X ( rh 于是， 

V ( X ) ~ E(X 2 ) — E(X) 2 — p — p 2 = p(l — p) = pq ■ 

例 15 —个骰子的值的方差 X 是掷一个骰子时出现的点数，什么是随机 变贵； C 的方差？ 

解 我们有 Vm = E ( X £ )- E (； Q 2 。 由例1我们知道 E ( X ) = 7/2。 为求注意到 
P 取值 2 t 6,每个具有概率1/6。从而得到 

E(X 2 ) = + 2 2 十 3 2 + 4 2 + 5 2 + 6 ^> = ^ 

6 6 


于是有 


V ( X ) = 



35 

12 



例16 随机变量 X (《 i , = 的方差是什么？这里的 

第二个骰子上出现的点数 d 



是掷两个骰子时第一个骰子和 


解我们将使用定理 S 找出 X 的方差。为此*我们需要找到 X 和 X 2 的期望值^注意到当 


太= 2, 4, 6 t 8, 10，12时 〆 X = fe ) 是1/6,否则为因而有 

E < X ) = (2 + 4 + 6十8十 10 + 1£)/6 = 7 


和 

ECX 2 ) = <2^ +4 2 +6之 +8 2 + 102 + 122)/6 - 182/3 

由定理6得 

V(X) = E ( X 2 )- FAX ) 2 = 182/3 - 49 = 35/3 ■ 

另一个 有用的关于方差的事实是，两个独立的随机变 M 的和的方差是它们的方差之和 。例 

如，这个结果坷用于计算《个独立的伯努利试验结果的方差. 

Eggai 如果X和 Y 是样本空间 S 上两个独立的随机变最，那么 V(X+Y)=V(X)+V<Y)。 

此外，如果对于正整数 h 足是 S 上两两独立的随机变/=1，2，…，”.那么 !/(& + 
X 2 + - + X n )=VCX 1 )+V(X S5 ) + -+V(X tt ) # 

证由定理 S 有 

V(X + Y ) = £((X + y ) 2 >- E(X + V^ 

从而有 

V<X + Y)= E(X 2 + 2XY + Y Z )- (E(X) H- E(Y)} 2 

= E<X 2 ) + 2E(XY) + [(庐> — E(X) £ — 2£(X)E(y) — £(W 

因为 X 和 Y 是独立的，由定理 5 我们有 £XXY) = E (幻 £(Y)， 从而得到 

V(X + F)^ CECX 2 ) - E(X) 2 ) + (耵1^) — E(Y> 2 ) 

= vex) +vm 

具有„个两两独立的随机变量的情况可以使用数学归纳法证明；这个证明留给读者完成 。口 
例17设掷两个骰子时随机变量 X 的值是 >)) = f + i ， 其中!是第 一个骰子出现的点 
数，」是第-个骰子出现的点数 D 求 x 的方差和标准差。 

解 设 Xx 和是掷骰子的随机变重，其中&((*•， j )) = “ X z « i , j ))= j , 那么正如例 
11 证明的,和&与都是独立的。由定理 7 得到与例 
16 类似的简申.计算与本章后的补充练习27告诉我们. V(X l )-V(X2> = 35/12, 因此， V(X) = 

35/l2 + 35/l2 = M/fi 且 ^(X)= yWf D ■ 

我们现在求随机变 tt 的方差，该随机变域计数了执行〃次独立的伯努利试验时的成功次数， 
例18当执行 n 次独立的伯努利试验时，什么是计数成功次数的随机变量的方差？这里少 




离教概率 


319 


是每次试验成功的概率$ 

解 设兄是随机变董，且若 A 是成功，则^…，）= 1，若 G 是失败，则 
Xiiiti , t z , f «))=0。 令 X = Xi + X 2 + … + X H , 那么 X 计数在?！次试验中的成功次数 g 由 
定理7得到 + p + 使用例 14,有1/(足）=抑，2,…，”, 

从而得到 V ( X ) = fipg 。 ■ 

5.3.8 切比雪夫不等式 


一个随机变 ft 的取值与它的期望值差多少？下而的定理叫做切比雪夫©不等式，它对随机变 
M 的值与它的期望值之差超过某个指定量的槪率提供了一个上界，有助于 K 答这个问题 p 

娜 M 切比雪夫不等式设 X 是在样本空间 S 上的概率函数为的随机变量 s 如果 r 是 
—个正 实数，那么 

p ( | X ( s ) - E ( X ) I > r ) < ViXy / r 2 

证设 A 是事件 

A = { s € S \ I X ( s )_ E ( X > |> r } 

我们想要证明的是 〆 A )< V (； Q /『\ 注意 

■i 

V ( X )= T )( X ( s )- E ( X )) 2 p ( s ) 


= - E ( X )) 2 /><5> + 

A 


^( X ( s ) - E ( X )) z p ( s ) 

^ A 


在这个表达式中的第一个和是非负的，因为它的每个被加数是非负的。又因为对于 A 中的每个元素 


有 （ XU ) — E ( X ))2 >4,这个表达式的第一个和至少是因此， V (： T ) > ^ p ( s ) = 

W / KA ), 这正是我们想证明的。 □ 

例19当计数头像向下时与平均值的偏差假设 X 是当一个均匀的硬币被掷 n 次时计数头 
像向下次数的随机 变量。 注意 X 是执行次独立的伯努利试验时成功的次数，每次成功的槪率 


是1/2。 因此得到玖 X )=， i /2( 根据定理 2) 和 V ( X ) = W 根据例 18), 令 r = v ^, 使用切比雪夫 
定理得到 


pi \ X(s)-n/2 in/4)/(Sy 2 = 1/ + 

所以当一个均匀的硬币被掷〃次时头像向下的次数与平均值的偏差大于的概率不大于 1/4. ■ 
切比雪夫不等式尽管可以用于任何随机变 M , 但在实际佔计一个随机变量的值大大超过它 
的平均值的槪率时常常失效 & 这可以用下面的例子说明。 

例 20 设 X 是当掷一个均匀骰子时的随机变 M , X 的值就是出现的点数.我们有 £( X ) = 
7/2( 见例 1) 和 V ( X > = 35/12( 见例15)。因为 X 的可能取值是1 f 2, 3, 4 1 5和6, E ( X )=7/2, 


© 切比霄夫 IPafmity Lvovich Chd > yshr t ISH —1894) 切比雪夫出屯于一个俄罗斯名门*他的父亲是_ 

ir r "FT § i 

名退役军官.抒与章破仑作战，在 1 S 32 年，这个 家庭带 #9个孩子搬到莨斯科在那里，切比雲夫 修完了 
高中课程.并进人萸斯科大学的钧理数学系_习，还是一个学生时*他就提出了一种新的求方程的近似根的方法* 1 B 41 
年他从萸斯科大学毕业，获得数学学位，并且继续学习，在 1 S 43 年通过硕丄考试并在 18 W 年完成硕士论文， 

1847年，切比爾夫聘为圣彼得堡大学的劢教 。 ff 1料7年他通过论文答辩*在 I 860 年.他成为圣彼得毕大学的 教授， 
并一頁 I 作到1882年 b 他在1849年写的有关同余理论的: t 怍对数论的发雇影响很大。他关于家数分布的研究工作也是 
开创性的，他证明了 0 UM ( Bermnd > Pjfi | ffi * 即对每个整数 ra >3, 存在一个在 n 和 2 n _2 之间的素数 • 切比雪夫提出了 
#新的思想，后来用这些恩想证明了求数定理 a 切比雪夫用多项式做闲数遒近*这被广泛地用于 it 算机中 对戒数 的求值 • 
切比雪夫对力学也很感兴趣，他研究了怎样通过力偶将旋转运动转換成 fi 线运动 g 切比蜇夫平动是用三个连接在一起的 
伴体来 遇近直 线运动 P 



320 


第 5 章 


X 不可能比它的平均值多5/夂因此 • 如果「> 5/2, 〆 | X -7/2 I > r )=0, 由切比雪夫不等式 
知道 〆 I X -7/2 ! > r )<(35/12)/ r 2 。 例如，当 r =3 时，切比雪夫不等式告诉我们 〆 丨 X — 
7/2 | >3)«35/ I 2)/9 = 35/10 S , 这是一个很差的估计，因为 〆 I X -7/2 | ^3)=0. ■ 

练习 

L 当 一个均 匀的硬币被掷5次时，头像在上的预期次数是多少？ 

2. 当一个均匀的硬币被掷10次时，头像在上的预期次数是多少？ 

3- 当一个均勻的骰子被掷10次时，出现6点的预期次数是多少？ 

4.— 个硬币是不均匀的，使得掷出头像的概率是 0.6, 当掷10次时，头像在上的预期次数是多少？ 

5+掷2个不均句的敗子，其中出现3点的次数是 出现其 他毎个点数的2侑。2个骰子预期出现的点数和是 
什么？ 

6 . 如果彩票包含了从集合<1, 2, 3,…. 50} 选出的6个中奖数宇就窳奖1000万美元，否则不中奖，那么 
买1美元彩票中奖的期望值是多少？ 

7. 离散数学课锃的期末考试有50道真假判 断题. 每道题2分；还有25道多选题，每道既4分，琳达正确 
问答判断題的概率是0.9, 正确 回答多 选题的 概率是0.8。吔在期末考试预期的分数是多少？ 

8. 当掷3个均匀的骰子时预期出现的数字和是多少？ 

表中含有 n 个不同的整数 • 假设 I 在这个表中的概率是 2/3 t fir 等于表中任何元索是等可能的，求由 
线性搜索箅法找到1或确定它不在表中所用的平均比较次数& 

10. 假设我们掷一个硬币直到它出现2次头像在下或者已经掷了 6次为止，我们掷硬币的预期次数是多少？ 

11. 假设我们掷一个骰子直到出现6点或者已经掷了 10次为止，我们掷骰子的预期次数是多少？ 

12. 假设掷一个骰子直到出现6点为止。 

a ) 我们掷〃次骰子的概率是多少？ b ) 我们掷骰子的预期次数是多少？ 

13. 假设我们掷_对骰子直到其点数之和是7为止。我们掷骰子的预期次数是多少？ 

14. 证明具有带参数的几何分布的随机变 M 的概率之和等于 U 

15. 证明如果随机变里 X 有带参数 f 的几何分布，且 j 是正整数，那么 p ( X > j)==<l — 

16. 设 X 和 Y 是当掷两个硬币时计数出现头傕在上和头像在下次数的随机变 H 。 证明 X 和 Y 不是独立的 a 
17+如果]000位的整数是素数的概率近似是 1/ Z 30 2 , 估计需要随机选择1000位整数以找到一个素数所需 

要的预期次数， 

18. 设 X 和 Y 是随机变堡，并且对于样本空间 S 的所有的点 t X 和 y 是非负的，设 Z 是如下定义的随机变 

最：对所有的元素 , YCi )). 证明 £( ZXt ’( X)+ECJO 

19. 掷两个骰子.设； f 是出现在第一个骰子上的点数， Y 是出现在两个骰子上的点数之和&证明 
E ( X ) E { Y )^ E ( XY) a 

20. 设 A 是事件， G 是 A 的指示器随机变量，如果 A 出现则 J A 等于1，否阑为 0 P 证明 A 的指示随机变最 
的期望等于 A 的概率，即 E(U = p ( A ) & 

2 L 一个顺串是在一个伯努利试验序列中的极大的成功序列 a 例如，在序列 S ， S . S ， F ， S ， S ， F ， F . S 
中，其中 S 代表成功， f 代表失败，这里存在三个顺串，分别由 3 个成功， 2 个成功，1个成功组成•设 
J ? 是 n 次独立伯努利试验的序列集合上的随机变量，它计数了在这个序列中的顺串的个数。求 

[提示：证明如果一个顺串在第 j 次伯努利试验开始,则否则为 L 找到然 

卜1 

后求 ECf ,) t 其中 

22, 设 XG ) 是随机变置.对所有 XU ) 是非负 整数，且 A * 是满足的事件 & 证明 

£( X ) = ^ p ( A k ) 

jt-i 

23. 当一个均勻的硬币被掷10次时，头像在上次数的方差是什么？ 

24-当一个均匀的骰子被掷10次时 • 出现6点的次数的方差是什么？ 
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25* 设 X ,是掷 n 个硬币时计数头像在下次数和头像在±次数之差的随机变 fi , 

的期望值是什么？ b ) X R 的方差是什么？ 

26. 提供一个例？说明当两个随机变盘不独立时，它们的和的方差不一定等于它们的方差之和。 

27. 使用切比雪夫不等式找出一个均匀的硬币被掷 n 次时，出现头像在下的次数与平均值的偏差超过5斤 
的概率的上界 。 

28. 掷一个不均匀的硬 H 5, 其中出现头僳的概亨-等于0.6。使用切比雪夫不等式找出掷这个硬币 r * 次时.出 
现头像在下的次数与平均值的偏差超过的概率的上界。 

设 X 为样本空间5上的随机变置，且对于所有的 X “) 证明对每个正实数〜 p ( XU )> a ) 
< E ( X )/ flp 这个不等式叫做马尔可夫不等式， 

30* 假设一个灌装厂_天灌装苏打饮料的听数是 一个随 机变埴 . 它的期望值是 10000 t 方差是 1000. 

a ) 使用马尔的夫不等式（练习 29) 得到该厂在某一天灌装听数超过11 000的概率的上界 . 

b ) 使用切比雪夫不等式得到读厂在某一天灌装听数在9000到 U 000 之间的概率的下界 • 

31. 假设一个回收中心一天回收的罐头盒数是一个随机变虽，它的期望值是50 000,方差是2500。 

3) 使用马尔可夫不等式（练习 29) 得到该中心在某一天回收_头盒数超过55 000的槪率的上界 • 

b ) 使用切比雪夫不等式提供该中心在某一天回收的罐头盒数在40 000到60 000之间的概率的下界 。 

*32+ 设 x 是 n 个不同整数的表中第/个数的概率为通过线性搜索算法找到 r 或者确定 I 不在 

表中，求该箅法使用的平均比较次数. 

*33, 在这个练习中我们要导出对一个变种的胃泡排序算法的平均情形下复杂度的估计 D 这个算法一旦做了 
-次没有交换的扫描就结束。设是 n 个不同整数的染合， a 3 X 是该集 

合的排列的集合上的随机变跫，且 X ( P ) 等于通过这个育泡排序将排列 P 中的整数排成递地顺序时所 
用的比较 次数. 

a ) 在输人对这些筘数的 d 个排列都是等可能的假设下.证明这个冒泡排序用到的平 均比较 次数等 
于 

b > 使用2, 3节例5址明 E ( X )< n (7 i - l )/2 fl 

c ) 证明这个排序对输入中每两个整数的逆序至少做_次比较。 

d ) 设 / tP ) 是随机变量，它等于排列 P 中的逆序数，证明 

e > 设 / M 是随机变#，如果在排列 P 中〜在 A 前面否则 = L 证明 f ( P >- 

k i<k 

f ) 证明 EiD = 

g ) 证明 E (7 m >^1/2。 [提 示：证明 二在排列 f > 中 q 出现在〜前面的概率 ■ 然后 iE 明在一个排 
列中 h 出现在^前面和七出现在〜前面是等可能的 J 

h ) 使用 （ f ) 和 （ g > 证明 £ C /) = w ( n - l )/4 ft 

i ) 从 （ah ( b ) 和 （ h ) 得出排序 n 个整数使用的平均比较次数是 0 U 2 ) 的结论 # 

*34+ 在这个练习中我们找在3, 5节练习 3 S 的姑言中描述的快速排序箅法的平均情形下的复杂度，这里假设 

在神列的集合上是平均分布的。 

A 设 X 是快速排序算法对 n 个不同整数的表排序用的比较次数证明快速排序算法使用的平均比较次 
数是 E ( XK 这頃的样本空间是 n 个整数的所有〃！个排列的集合 ）• 

b ) 设表示随机变世.如果初始数表的第 j 个最小元素和第 t 个最小的元素在快速排序算法排序这个数 

n 1 -■ I 

表时曾经被比较过，则它等于1,否则为1证明 x = 2 S ^ ^ 

^ |— ^ 

C ) 证明 EtX ) -文 fp (第） 个最小元索和第*个最小元素被比较过的概率 

d ) 证明 p (第^个最小>元素和第个最小元素被比较过的概宇 -) 等于 2 /U — )十1>，其中 k ». 

e ) 使用和 ( d ) 证明 E ( X ) = 2 (n + l )( S l / i ) -2(^-1). 
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f ) 从和乏] 1 /j 〜 Inn + y 的事实证明快速排序算法用的平均比较次数是 QUloffn ) •这里的 
7 = 0. 577 21… 是欧拉常数. 

35, 所谓固 定元素就是排序后仍旧保持在原来位置的元素，在随机选择的 n 个元索的排列中*潤定元索个 
数的方差是什么？[提示：设 X 表示一个随机排列中的固定元素个数，写出十1 +… + X ■，如 
果这个排列固定第 i 个元素，则兄=1，否则为 L ] 

两个随机变景 X 和 F 在样本空间 S 上的协方差记作 Cov ( X > 丫），定义为随机变虽 （X — E ( X )) 
< r — E ( y )) 的期望值，_ cov ( x , y ) = £(< x - E ( X )> cy - E ( Y))) fl 

36, 汪 明 & MX , Y ) = E ( XY >~ E ( X ) E ( Y ), 并使用这一结果证明，如果 X 和 Y 是独立的随机变使则 

covu' y>=o q 

37, iiF 明 \"(叉 + ¥)=1"(又）+^)+2007(1， 

38, 如果 X 和 y 是具有 X (< i T j )) = 2 i 和 j )) = i + i 的随机变槊+其中〖和 j 是掷两个均匀的骰子时 

出现在第_和第二个骰子上的点数，求 + 

39, m 个球裱均匀地随机分到 it 个箱子里，使得笫一个箱子空的概率是多少？ 

40- ^个球被均匀地随机分到 ”个箱 子里，预期落人第一个箱子的球数是多少？ 

球被均匀地随机分到 n 个箱子里 t 预期空箱子数是多少？ 

关键术语和结果 

术语 


事件的概率 E 该事件成功的结果次数除以可能结果的总次数* 
P(E | F ) 〈给 定条件 F 下 E 的条件概率)： piEC \ F }/ p ( F) a 


独立 事件： 使得 p ( Ef ] fO = / K £)/?( F ) 成立的事件 E 和 F 。 

随机变量：一个 函数， 它对一个试验的每次结果賦-个实 数值。 

随机变管 X 的 分布： 对 （1^ #(X = r )) 的集合，这里 r € X ( S) D 
均匀分布：对一个有穷集元素的等概宇賦值. 

随机变 f 的期 望值： 一个随机变量的加权平均，用结果的概率加权的随机变量的值，即 


E ( X ) - X ! P ( nXG )。 

几何—个随机变 MX 的分布，且对某个使得对 = K 2 ， …有 p(X = k } = 
( 1 _ p) k ~ l 

独立随机变量 ： 随机变量 X 和 Y 使得对于所有的实数 n 和^有 〆 = n 且八约=^)= 
p ( X ( s ) = r \ )p<y< s ) = r2 ) ^ 

随机 变量的 方差：随机变量的值与它的期望值之差平方的加权平均，其中的权由结果的概 
率给定，即 

伯努利 试验： 一个 具有两种可能结果的试验。 

概率異法；做一步或多步随机选择的算法。 

概率方法；证明与集合中具有给定性质个体的有关结果的一种证明技巧，它通过对个体指 
派概率.然后证明有着这种性质的个体的概率是正数0 

结果 

当执行 D 次独立的伯努利试验时，次成功的概率等于 cu ， k ) p ^- k y 其中 P 是成功的概 
率且 一 尹是失败的概率。 
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E ( X ) = Y ； p(X = r)r 

期望 的线性性质； 如果 Xh …， X „ 是随机变最， E ( Xi + + - + X w ) = E ( Xj ) + 

K ( Xa ) 十… + Ed ) a 

如果 X 和 F 是独立的随机变最，则 E ( XY )= E ( X ) E ( Y ). 

如果 X ” X 2 , …， A 是独立的随机变最，则 V ( Xi + X 2 + … + X ?i > = V ( X 1 )4 V ( X £ ) + - + 
V ( X W ). 

切比雪夫不等式： P < \ X <.0- E ( X ) ! 其中 X 是具有概率函数户的随机变 

置， r 是一个正实数， 

复习题 

1, a ) 与所有的结果是等可能时，定义一个事件的概亨^ 

h ) 在买彩票时从前50个正整数中选择6个不同的中奖数，那么买一张彩票选对6个中奖整数的概率是 

多少？ 

2, a > —个有限样本空间对结果所賦的概卒应该满足什么条件？ 

b > 如果头像出现的次数是非头像的3倍，那么陚给头橡和非头像结果的概率应该是多少？ 

3, a ) 定义给定事件 F 下事件 E 的条件槪率 • 

b ) 假设 Eft 掷骰子时出现偶数点的事件， F 是掷骰子 时出现 1, 2或3点的事件，那么给定£：下 F 的概 
率是什么？ 

4+ a ) 什么时候两个事件 E 和 F 是独立的？ 

b ) 假设 E 是掷=个均匀的骰子时出现偶数点的事件， F 是出现5点或6点的車件，那么 E 和 F 是否 
独立？ 

5 . 0什么是随机变贵？ 

b ) 设叉是随机变 B . 它对掷两个骰子的事件所陚的值是两个骰子上较大的点数。哪些是这个随机变量的 
賦值？ 

6. a ) 定义随机变摄 X 的期堃值， 

b ) 设 X 是随机变里,它对掷两个骰子的事件所陚的值是两个骰子上较大的点数，那么随机变緣％的期 
望值是什么？ 

7. a ) 解释怎样把具有有限多个讨能输人的算法在平均情形下的计算复杂度转变成期 望值， 

b ) 如果要找的元素在表中的概率是1/3，并且这个元素是表中 n 个元素之一的可能性是相等的，那么线 
性搜索算法在平均情形下的计算复杂度是什么？ 

S . a ) 伯努利试验的含义是什么？ 

b ) 在 n 次独立的伯努利试验中 i 次成功的概率是多少？ 

c ) 在 n 次独立的伯努利试验中成功次数的期望值是什么？ 

9- a ) 什么是随机变置的期望的线性性质？ 

b ) 当一个帽子寄存人随机发间帽子时，怎祥使用期■的线形性质帮助我们找到能够收到自己_子的预期 
人数？ 

10 . “如果能够接受一个小概率的错误时，怎样使用概率求解一个判定问題？ 

b > 如果愿息接受一个小槪率的出错时，我们怎样快速确定一个正整数是否为素数？ 

It a ) 说一个随机变量具有槪率 P 的儿何分布是什么意思？ 

貝有 概率# 的几何分布的平均值是什么？ 

12. a ) 什么是随机变量的方差？ 

b ) 具有成功概率为的伯努利试验的方差是什么？ 
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13. a ) 什么是 M 个独立随机变置的和的方差？ 

b ) 设每次试验的成功概率为/>,当执行 n 次独立的伯努利试验时，成功次数的方差是什么？ 

14, 对于一个随机变貴与它的平均値的偏差紐过_个指定魅的概率*切比雪大不等式告诉我们什么结果? 

补充练习 


1. 从1到40之间（含〗和40在内）选出6个连续的数作为彩票中奖号码的概芊是多少？ 

2. 一手13张牌不包含对的槪率是多少？ 

3. 求下述各种情况下的概率.选一手13张桥牌包含 

a ) 全部〗3张红心。 b ) 同种花色的13张牌， 

c )7 张黑桃和6张梅花. d )— 种花色的7张牌和另一种花色的6张牌。 


c )4 张方块、6张红心、2张黑桃和1张梅花。 

f ) 一种花色的4张牌，第二种花色的6张牌 t 第三种花色的2张牌 T 第四种花色的1 张牌, 


4 . 求下述各种情况下的概宇 & 选7张扑克牌包含 
类，其中一类4张，第二类3张， 
c )4 类，其中三类每类各2张，第四类1张 . 
e >7 类不同的牌 
g ) — 个 7 张牌的顺子 b 


b )3 类， 旄 中一类3张，另外阚类每类各2张， 

d )5 类，其中两类每类2张，另三类每类3张。 
f ) 一个7张牌的同花 

个7张牌的同花顺子。 


一个八 面体觳 子有8个面，面上的数字为1到 S * 

5+ a ) 当掷一个均匀的 A 面体骰子时 t 出现数宇的期望植是什么？ 
b ) 当掷一个均勻的八面体骰子时，出现数字的方差是什么？ 

一 个十二 面体® 子有12个面，面上的数字为1到 

6. a ) 当掷一个均勻的十二面体骰子时，出现数宇的期望值是什么？ 
b ) 当掷一个均勻的十二面体骰子时，出现数字的方差是什么？ 

7, 假设掷一对均匀的八面体骰子， 

a ) 出现数宇之和的期望值是什么？ b ) 出现数字之和的方差是什么？ 

8- 假设掷一对均匀的十二面体骰子 # 

a) 出现数宇之和的期望值是什么？ b) 出现数字之和的方差是什么？ 

9. 假设_个均勻的标准骰子（立方体 >和_个均匀的八面体骰子一起掷。 

a > 出理数宇之和的斯望值是什么？ b ) 出现数字之和的方差是什么？ 

10. 假设一个均勻的八面体骰子和一个均匀的十二面体骰子一起掷。 

a ) 出现数字之和的期望值是什么？ W 出现数字之和的方差是什么？ 

11. 假设 n 个人 （ n >3) 玩 14 单人出局”的游戏确定下一次谁买饮料， tt 个人同时掷均勻的硬币，每人一个.如 
果除了一个以外其余所有硬币的结果都相同，那么这个掷出不同结果的人将买饮料。否则，这些人再 
次掷硬币，直到出现一个硬币与其他所有的硬币结果不同为止。 

U 仅仅掷一次硬币，这个人鱿能确定下來的概率是多少？ 

b ) 第*次掷硬 所时， 这个人确定下来的概率是多少？ 

C ) 从个人中确定这个人预期笛要掷多少次硬币？ 

12. 设 p 和 g 是素数且71 =卹。随机选择小于 n 的正整数不被；>或9整除的槪率是多少？ 

M 3, 设 m 和 m 是 it : 整数 。 随机选择小丁1，仙的 IF : 整数不被 m 或 n 整隊的慨率是多少？ 

14. 设…，氏是 n 个亊件满足 〆 /?,)>()， 2 ，…，证明 

p(E, n 仏 n … n = p(E x )p(Et \ £,)〆& i £, n &)i ^ n ^ n - n i-o 

15. 在盒子里冇 3 张卡片，一张卡片的两 面是黑 色的，一张卡片的两面是红色的，第三张卡片的一園是黑 
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色的 _ 一 面是红色的。我们随机取一张卡片并且只看它的一个面 。 

a ) 如果这个面是黑色的，另一个面也是黑色的概率是多少々 

b ) 另一个因与我们看到的面是同色的概韦是多少？ 

18. 当一个均匀的硬币被掷 n 次时，头像向上和头像向下出现的次数相等的概率是多少？ 

17, —个随机选择的10位二进制串出现回文的概率是多少？ 

18, 一个随机选择的11位二进制串出现回文的槪率是多少？ 

19, 考虑下面的游戏.一个人重复捣一个硬币直到头像在上，如果在掷第 n 次时第一次出现头像在上，他 
就得到 P 美元， 

a ) 设 X 是等于这个人所贏得钱数的随机变渌。证明 X 的期望值不存在（即它是无限的 h 证明一个人应 
该心甘情愿地赌任意多的钱来玩这个游戏（这就叫做圣 • 匹茨堡悖论你觉得为什么它叫做悖论？ 

b ) 假设如果掷第 S 次之前出现第一个头像在 h 这个人就接受美元的回报，如果在掷第8次或者第 S 
次之后出现头像则接受 2 a 美元 s 这个人所贏钱数的期望值是什么？为了玩这个游戏，一个人应该心 
甘情思付多少钱？ 

20- 设将 n 个球抛进 A 个箱子使椐每个球等可能地落人任何箱子并且这接抛放是独立的， 

a ) 找出一个特定的球落入一个特定箱子的概率。 

b ) 落人一个特定箱子的球的预期数目是多少？ 

c > 直到一个特定的箱子包含一个球为止，预期需要投多少个球？ 

* d ) 直到所有的箱子都包含一个球为止，预期需要抛多少个球？[提示 s 设足表 示一旦个箱子包含 
一个球，第 i 个箱子落人一个球所需要拋掷的球数，求并且使用期望的线性性质 J 
2 L 设 A 和 B 是其有概率多 U ) = 3/4, = 的事件 a 

a ) 最大的可能是多少？它最小可能是多少？举例说明这两种极端情况对于 p ( AHB ) 都是可 

b ) 最太的可能是多少？它最小可能是多少？举例说明这两种极端情况对于 〆 AUB ) 都是可 
能的 a 

22, 设 A 和 B 是 ft 有概率 〆 A > = 2/3, /3( B )-1/2 的事件。 

a ) 最大的 〆 能是多少？它最小可能娃多少？举例说明这 W 神极端情况对十 P ( A 门扪都是可 

能的 & 

b ) 最大的 p ( AUB ) 可能是多少？它最小河能是多少？举例说明这两种极端情况对于 MAUB ) 都是可 
能的 6 

23. 我们说車件 D 是相互独立的，如果 

p ( E ： i S n a n … n ) — p ( Ei ') 

其中 G 是整数， 2 .…， m , 满足 

a ) 写出三个枣件&相互独立所要求的条件。 

h ) 令 £] , £] 和 E 3 分别是掷硬币第1次出现头像.第2次不出现头像和第3次不出现头像的事件•当 
一个均匀的硬币被掷3次时， E lt 巧和仏 相互独立吗？ 

c ) 令 &和^ 分别是掷硬币第1次出现头像、第3次出现头像和出现偶数个头像的 事件。 当一个 
均匀的硬币被掷3次时，&和 E 3 相互独立吗？ 

d ) 为证明^个事件是相互独立的，必须检査多少个条件？ 

，24,设 £^ F 是满足 p ( F > 尹0的事件 ， 证明 E 的概率是给定 F 卜£的概率与给定 F 的补 P 下 E 的槪率的 

加权平均，其屮的权分别是 F 和 P 的概率，即 

fiCF ) - p(E i F ) p ( F ) + p(E I F } p (^} 

[提 示： 利用 £=(£ nF ) U ( i ： flP >] 

*25. 设 E ： 是样本空间 S 的一个車件且巧， F : .…， n 是使得 LJe = S 的相互排斥的亊件，假定 p (£) 弇0且 
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p ( Fi)^Of 2 t …，证明： 

pCF , I £)= 严 1 F ，) 〆 厂） 

^ fiiE \ F t ) p(F ) 

i*l 

n 

[提彔：使用事实 U (£： riF ;) j 这一结果叫做災叶斯公式，因为它是由英国哲学家托马斯_瓜叶 

k ^*1 

斯发现的. 

*26, 海王星 附近的一个空间探瀏器便用二进制串与地球通信 . 假设它发送1个1用时1/3,发送1个0用时 
2/3* 当发送0时，被 II :确接收的槪率是仏9,而不被正确接收（接收成 1) 的概率是 0. U 发送 i 时被正 
确接收的概率是 0.8, 而不被正确接收（接收成 0) 的概率是 ( X 2 & 

a ) 用练习24找到1个0被接收的概率， 

b ) 用练习25给出的贝叶斯公式找到给定〗个0被接收的条件下，0被传送的概率。 

27. 设 X 是样本空间 S 上的随机变置证明 VUX +6)=^ V (；0, 其中 d 和 A 是实数。 

23,用切比零夫不等式证明不管多少个人寄存他们的帽子，当帽子寄存人随机返回帽子时有多于10个人取 
回自己帽子的概率不超过 1/ I 00 n (提示 f 使用例6和5, 3节练习35。） 

29. 假设至少一个事件 t ( j=U 2,…， m ) 保证出现，且不可能有多于两个車件出现。证明如乗对 

2，… ，彷有 p ( K r ) 丘对 有 p ( E 《 那么 g > l/m 且 r ^2/ m & 

30. 证明如果 m 是正整数，那么当执行毎次成功槪宇为/>的独立的伯努利试聆时，在第 m + n 次试验出现 

第用次成功的概率是广 m 】) o ' 

31. 当买某种产品时你珂以得到 〃种 不同的收藏卡作为奖品.假设每次你买这种产品时得到任何类型的收 
藏卡是等可能的。设 X 是随机变它等于毎种类型的收藏有至少得到一张而需购买的产品数，^是 
随机变量，它等于已经收集到 j 种不同的卡以后直到再得到一张新卡所必须再购买的产品数 ， i = 0, 

If …， 7 J —1 ^ 

|?——3 

a ) 证明 X = $ X — 

b ) 证明在）种^同的卡已经得到以后，再一次买产品时，得到一张新类豳的卡具有的槪率是 

c ) 证明；^具有参数的几何分布， 

d ) 使用和 d 证明 E ( X ) = ^2 Ml 

j -1 

n 

e ) 如果有 50 种不同类型的卡，使用近似式 ^1/ j〜ln tt 卜 y (其中 y = 0.577 21…，是欧拉常数 h 求为得 

j 睢1 

到每种类型的卡，你需要购买产品的预期数 ft ， 

32. 极大可满足性问題-个复合命 题是以 合取范式给出（即这个命题表示为子句的合取，每个子句是_个 
或更多的变#或者它们的非的析取式 K 求这个复合命题中_组真值变最的賦值以使得尽可能多的子句 
为真# 例如在 

(P V c /) A (p V n ^ A (n fi V ^ A p V ~! r ) 

的子句中，通过对 化心「 的真值赋值 珂 以有三个为真，佰是没有四个为真。我们将证明用概率方法 
可以提供由于变 fl 的真值陚值而可能为真的子句个数的一个下界。 

a >假 设在一 个合取范式的复合命题中有71个变如果我们通过掷硬币随机对每个变量賦值，若硬币 
出现头像在上对变量賦真值 • 若头像在下则陚假值。对71个变最而言，每种珂能陚值的概率是什么？ 
b ) 假设每个子句是恰好两个不同变董或者它们的非的析取式.给定 a ) 中随机的真值赋值，一个给定子 
句为真的概率是多少？ 

C) 假设在复合命题中有 D 个子句 < 给这些变量随机地进行真值赋值，这些子句中预期为真的个数是 
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多少？ 

d > 用 （ c ) 证明对每个合取范式的复合命题，存在对变童的一组真值賦值，使得至少 3 / 4 的子句为真， 

计算机题目 

按下述给定的_入和输出写程序。 

L 给定实数 p , 0<p^U 生成来自具有概率 p 的伯努利分布的随机数. 

2 . 给定正整数 n , 生成集合 0 , 2 , 3 ,…，的随机排列（参见 4 . 6 节练习 16 ), 

3 . 给定正整数 m 和 a . 生成前《个止整数的 m 个随机排列.求出在每个排列中的逆序数并确定这些逆序的 
平均个数> 

4 . 一个不均匀的硬币其头像在上出现的概率为 h 将这个硬币被重复掷为 1 E 整数）次，井确定出现头像 
在匕的次数， M 示累枳的结果. 

5 . 给定止_数 11 和 m * 生成前个正整数的 m 个随机排列.使用插人排序排序每一个排列.并计数用到的 
比较次数。确定在所有 m 个排列所使用的平均比较次数， 

6 . 给定正整数 s 和生成前 n 个正整数的 m 个随机排列 . 使用育泡排序的下述版本排序每个排列，当一 
次巡回完成而没有交换时结束，计数 HJ 过的比较次数，确定在所有 m 个排列使用的平均比较次数， 

7 . 给定正整数模拟由于买产品而收集得到的卡片，以找出为得到全套 m 种不同的收藏卡必须买的产品 
数量（见补充练习 31 ), 

8 . 给定正整数奶 和〜 模拟 n 个关键宇的放其中具有关鍵字 * 的一个记录放在地址 mod m , 
并且确定是否至少存在一次碰撞， 

9 . 给定 正整数 h 找出从集合 2 •… f M 选中的 6 个数就是被机器选出的中彩号码的概率。 

10 . 楔拟蒙地厅大赝 3 门问 M (参见 5 . 1 节例 11 ) 的重复试躲来计算每种策略的胜率。 


计算和研究 


使用一 个计算 程序或你已经编写的程序做下面的练习。 

L 找出一手5张扑克牌的各种类型的概率并且根据它们的槪率排列这些类型 6 

% 找出在新淖西六合彩中买1美元奖栗有大于1美元的中奖期望值的条件^为了贏奖，不管数的次序 * 你 
必须从1到48的 IE 整数中（含]和48在内）选中被抽出的 S 个数，奖金在中奖的人中是平均分配的•必 
须考虑抽奖的奖金总额和买奖票的人数。 

3+由测试大背随机选择的整数对来估计随机选择的2个整数是互素的这一事件的概率。査找给出这个概率 
的定理并将你的结果与正确的概韦作比较。 

4.确定需要多少人，才能保证其中至少2个人的生日在毎年的同一天的槪率至少是70%* 80%，90%, 


95%，98%和99% 


4 


5,生成前〗00 个 正整数 集合的100个随机选择的排列表（参见 4. 5节练习 16). 

6* 模拟 w 个人的单人出局过程（在补充练4的练习1〗中描述的），其中对每个/!值做大量试验 
并且用这些结果估计为找到这个出局的单人预期需要掷硬币的次数。你的结果与 5. 2节练习29的结果 
相符吗？假设恰好一个人有一个不均勾的硬币，其头像出现 概率/ >#0. 5,那么结果又是怎样呢？ 

7,给定 IE 整数〜 模拟一个_子寄存员随机把帽子发给寄存人的过稃。确定得到自己帽子的人想 U 

穹 作题目 

用本书以外的资料，按下列要求写成短文 P 
L 描述概率论 的起源 和它的早期应用 3 

2, 描述玩轮盘赌时你可能卜的不同的赌注。找出这些赌注在美国玩法（即轮盘包含数 0 和⑽在内）的概率 B 
对你来说什么是最好的赌注？什么是 M 坏的赌注？ 
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3-讨论当你玩21点的纸牌游戏和卡西诺纸牌游戏时嶔的櫬率。对于在赌场下注的人是否存在一种贏的 

策略？ 

4. 调査双骰子赌博游戏并 a 讨论投手 踩的 概宰.这个游戏和一个公平的游戏有多接近？ 

5, 讨论著名的牛顿-佩皮斯问题的历史和解答，这个问题问下述悄况中哪种摄可能出现 s 当6个骰子被掷 
时至少出现一个6点，当12个骰子被掷时至少出规2个6点，或者当18个骰子被掷时至少出现3个 
6点？ 

S , 解释厄多斯和任伊是怎样首先使用概率方法的，并且描述这个方法的一些其他应用 . 

7. 讨论概率算法的不同类型并且描述每种类型的某些实例 . 




第 6 章高级计数技术 


许多计数问题用第4章讨论的方法是不容易求解的。一个这样的问题就是：有多少个 n 位二 
进位串不包含两个连续的0?为求解这个问题，令^是这种《位二进位串数，可以证明~ +1 = 
〜 + 〜 — b 这个等式叫做递推关系，它和初姶条件旬=2和似=3确定了序列彳心 h 此外，从这 
个与序列的项有关的等式可以 找到& 的显式公式，正如我们将要看到的，可以用一种类似的技 
术来求解许多不同的计数问题. 

我们也将看到，可以用形式幕级数(也叫做生成函数)来求解许多计数问题，其 中工的 幂的系 
数代表我们感兴趣的序列的项 s 除了求解计数问题，生成函数还可用于求解递推关系以及证明 
组合恒等式 

许多其他类型的计数问题不能使用第 4 章所讨讼的技术求解》 例如： 有多少种方式把7项 ：r 
作分给3个雇员而使得每个雇员至少得到一项工作？有多少个素数小于〗000?可以用计数集合 
并集中的元素数来求解这两个问题 p 我们将开发一种叫做容斥原理的技术来计数在集合并集中 
的元素个数，并且将说明怎样用这种技术求解计数问题。 

可以用本章学到的技术与第4章的基本技术一起求解许多计数问题^ 

6,1递推关系 


6,1 


引言 


一群细菌的数目每小时增加一倍。如果开始有5个细菌，在〃小时末将有多少个细菌？为求 
解这个问题，令〜是^小时末的细菌数，因为细菌数每小时增加一倍，只要〃是正整数，关系 
〜= 2^^就成立0对所有的非负整数〜这个关系和初始条件咖二5—起唯一地确 定了如 •利 
用这一信息 可找涅关于〜 的公式 a 

某些计数问题不能用第4章给出的技术求解，但可以通过找到序列的项之间的关系，如在涉 
及细菌的问题屮的关系，即递推关系来求解我们将研究各种能用递推关系构造模型的计数问 
题。我们也将在本节和下一节建立一些方法*针对满足某类递推关系的序列，求出序列的项的显 
式公式， 


6. 1,2递推关系 


第3章介绍了怎样递归定义一个序列,一个序列的递归定义指定了一个或多个初始的项以及 
一个由前项确定后项的规则 d 可以用递归定义来求解计数问题 & 对于递归定义，这个从某些前项 
求后项的规则就叫 做递推 关系， 

关于序列彳的速推关系是一个等式，它把知用序列 中在〜 前面的一项或多项即 
利，則，…，来表亲，这里〃>耶，吻是一个非负整数， 如果一 个序列的项满足递推关系， 


定义1 


这个序列就叫做递推关系的解。 

在递归和递推戈系之间存在重要的联系，关于这一点我们在本章的后边再做研究.递归算 
法依据较小规模的同一问题的一个或者多个实例的解得到规模为 n 的问题的解。因此，当我们分 
析，个递归算法的复杂性时，我们得到一个递推关系，它把求解规模为 n 的问题需要的运艽次数 
用求解一个或多个小规模实例的同一问题所需要的运算次数来表示， 
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例1令是一个序列，它满 iti 递推关系 a n = — 1 — n = 3* 4，且 gd "^3» 

aj = 5,那么似和是什么？ 

解从递推关系可以看出，如 = 5 _ 3 = 2且幻 = 心一 = 2 _5 ™ ~ 3 □ ■ 

例2确定序列是否为递推关系〜=2知_!_〜 - g ， 0二2， 3 f 4，…， 的解。 这里知= 
3/1，^是非负整数 a 对 a n = 2” 和“ = 5也回 答同一 个问题# 

解假设对每一个非负整数〜 a n = 3 n ， 那么对于 n 会 2 f 可以看出 2 fi rt -i 一= 
2[3( tt — 1)] — 3(«一 2 ) = 3 n = a it ^ 于是，彳〜 } 是攘递推关系的解 t 其中 a n = 3 w a 

假设对 M _^个作负整数 a ， a n = 2 n a 注意到 ao = 1 ， ai = 2 t as = 4 □ 因为2幻 一 — 2 * 2 — 1 = 

不难看出序列不是该递推关系的解.其中& = 2"。 

假设对每一个非负整数 n , a rt = 5, 那么对于 有％ = 2仏 - i = 2 * 5 — S = 5 = h 。 
因此， ia n }, a , = 5 是该递推关系的解。 _ 

序列的初始条件说明了在递推关系起作用的首项之前的那些项 。 例如，例1中的如-=3和 
^=5是初始条件。递推关系和初始条件唯一地确定了一个序列，这是由于一个递推关系和初始 
条件一起提供了这个序列的递归定义。只要使用足够多次，序列的任何一项都可以从初始条件 
开始通过递推关系求出 6 但是对于某些特定类型的序列，可以有更好的方法通过它的递推关系 
和初始条件来计算它的项。我扪将在本节和& 2节讨论这些方法。 

6. 1.3 用递推关系构造模型 

我们可以使用递推关系构造各种问题的模型，例如找复利，计数岛上的兔子，确定汉诺塔难 
题的移动次数，以及计数具有确定性质的二进位串， 

例 3 氩利 假设一个人在银行的储蓄账户上存了 10 000美元，年笈利是11%。那么在30 

年后账上将有多少钱？ 

解为求解这个问题，令 P n 表示 rt 年后账上的钱数,因为 n 年后账上的钱等于在界 
* 一 1年后账上的钱加上第〃年的利息，易见序列 （ Pd 满足递推关系. 

Fn = h -1 +0. IlP n -i - CL IDP^i 

初始条件是 P ^ IOOOO , 

我们可以使用迭代法找到关于 h 的公式.注意 
' Pi =(1- IDFo 

P 2 g(l. IDFi = a. ll) 2 Po 
=(L U)P 2 = (K ll) 3 Fo 

m ■■ 

m 

P n =( 丄 ll > P n — 1 = (h 11) W P 0 

当代入初始条件 h = 10000, 就得到公式 P n = <L llPlOOOCL 我们可以使用数学归纳法验证它 
的正确 桂，公式对是正确的,这是初始条件的直接 结果。 假定= 11户 1 O 0 G 0, 那么由 

递推关系和归纳假设， 

JVh = <L 1DP,, = (]- Il)(h 11)^10 000 = <1. 11 ” 十 1 10 000 

这证明了对 n 的艮式公式是正确的 D 

将71 = 30代入公式代=(1. 11) H 10000 就证明了在30年后账上包含 

Pso = CL U ) ao 10 000 = 228 922.97 美元 ■ 

例4说明了怎样用递推关系建立关于岛上兔子数的模型。 
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°*^ ; 例 4 兔子和斐波那契数考虑下面的问题，它是由里奥那多■底•比萨，也就是斐 
^ 波那契，于〗3世纪在 I 算书 KLiber abaci ) —书中提出来的.一对刚出生的兔子 （一公 

一母）被放到岛上。每对兔子出生后两个月才开始繁殖后代。如图 6-1 所示，在出生两个月以后, 
每对兔子在每个月都将繁殖一对新的兔子 s 假定兔子不会死去，找出 ”个月 后关于岛上兔子对数 
的递推关系 6 


麝輪麝瓠癡瓠 


新生的对餃 
(至少两个月大) 


麝瓠 

•輪參锄 
參叙參輪嫌姗 

已有的对数 
(比两个月小） 

m 6-1 


月 

新生的对数 

已有的对数 

总对数 

1 

0 

1 

1 ■ 

2 

0 

1 

1 

3 

I 

1 

2 : 

; 4 

1 

2 

3 

5 

2 

3 

5 

6 

3 

S 

8 


岛上的兔子 


解用九表示 n 个月后的兔子对数 s 我们将证明/〃 2，3，…是斐波那契序列的项， 

可以用递推关系建立兔子数的模型。在第1个月末，岛上的兔子对数是 /!= u 由于这对兔 
子在第2个月没有繁殖， 因此乃 =1。为找到”个月后的兔子对数，要把前一个月岛上的对数 
/»-1 加上新生的对数，而这个数等于/„-2,因为每对两个月大的兔子都生出一对新兔子 4 
因此,序列 f / fl } 满足递推关系 


f n _/ n ~1 ~ f - f n —2 1 ^ 3 

和初始条件 / i =〗 和 A = l 。 由于这个递推关系和初始条件唯一地确定了这个序列， 
后岛上的兔子对数由第〃个斐波那契数给出。 



例5涉及一个著名的难题。 


因此？!个月 

_ 


例 S 汉诺塔 19 世纪后期由法国数学家埃德沃德 * 卢卡斯发明的一个流行的游戏叫 
做汉诺塔，它由安装在一个板上的3根柱子和若干大小不同的盘子构成。开始时，这 
些盘子按照大小的次序放在第一根柱子上，使得大盘子在底下（如圈 6-2 所示）。游戏的规则是: 
每一次把1个盘子从一根柱子移动到另一根柱子，但是不允许这个盘子放在比它小的盘子上面„ 
游戏的目标是把所有的盘子按照大小的次序都放到第二根柱子上，并且将最大的盘子放在底部 s 



m 


拄1 


m 6 - 2 汉诺塔的初始位界 


往3 
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令表示解 ”个盘 子的汉诺塔问题所需要的移动次数$建立一个关于序列的递推 
关系， 

解开始玲个盘子在柱 U 按照游戏规则我们可以用 i 次移动将上边的《~1个盘子移到 
柱 3( 图 6-3 说明了此刻的柱子和盘子）。在这些移动中保留最大的盘子不动。然后，我们用一次 
移动将最大的盘子移到第二根柱子上> 我们可以再使用次移动将柱3上的 n - l 个盘子移 
到柱2,把它们放到最 大的盘 子上面 * 这个最大的盘子一直放在柱2的底部。容易看出，使用更 

少的步数是不可能求解这个难题的。这就证明了 

H „ = + 1 

初始条件是因为依照规则一个盘子可以用 I 次移动从柱1移到柱 2 b 


◦ 



柱1 

图 6-3 






m 柱 3 

汉诺塔的一个中间位罝 


我们呵以使用迭代方法求解这个递推关系。 

2U1 

= 2(2 H 9i -2 + 1 ) + 1 = 2 2 H n -z 12+1 
= 2 2 (2 H『s + ]> + 2 十 1 = Z 3 H n ~ 3 + 2 Z + 2 + 1 

V 

■ 

= 2 n ^ 1 Hi + 2 n_2 + 2 n _ 3 + + 2 + 1 

= 2 n — + + … + 2 + 1 


= 2^ - 1 

为了用序列前面的项表示我们重复地用到这个递推关系。在倒数第二个等式中用丫初始条 
件^^ = 1，最后一个等式是基于等比序列的求和公式得出的，这个公式可以在 3 .2节的定理1中 


找到 


□ 


用迭代方法找出了具有初始条件 Hi -1 的递推关系 H h = 2 H rt 
数学归纳法证明。证明留给读者作为节后的练习。 


1的解。这个公式可以用 


关于这个难题有一个古老的传说，在汉诺有一座塔，那里的僧侣按照这个游戏的规则从— 
个柱子到另一个柱子移动 a 个金盘子，据说当他们结束游戏时世界就到了末口。如果这些僧侣 
] 秒钟移动1个盘子，这个世界将在他们开始多久以后终结？ 

根据这个显式公式，僧侣需要 


2^ - I = 18 446 744 073 709 551 615 

次移动来搬这些盘子《每次移动需要1秒钟 * 他们将用5000亿年来求解这个难题，因此这个世 
界的寿命应该相当长。 B 
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注意许多人研究了源自例 5 所述汉诺塔难题的各种问題 & 某些问题用到更多的 
柱子，某些问题允许同样大小的盘子，某呰问题对盘子的移动类型加以眼制。一 
个最古老和最有趣的问题是甫 夫难题 ㊀ ，它是 1907 年由亨利_杜德尼在他的《坎特伯雷 
迷 Canterbury Puzzle ) 一书中提出来的。这个难题是雪夫出的，他让一个朝圣者把 
一堆各种大小的奶酪从 4 个凳子中的一个移到另一个，移动令不允许把直径较大的奶酪 
放在较小的奶醅上面，如果用柱子和盘子的概念来表述雷夫难趙，除了使用 4 根柱子之 
夕卜，其他和汉诺塔的规则一样。你可能会奇怪没有人能够确定求解《个盘子的雷夫难题 
所需要的最少移动次数。 但是, 存在一个猜想，至今已经超过 50 年了。这个猜想认为 
所需移动的最少次教等于由弗雷姆 （ Frame ) 和斯图尔特 （ Stewart ) 在 1939 年发明的算法 
所使用的移动次教， （I 详细的信息参见节末的练习 54〜61 和 [ St 94]) 


例6说明了怎样用递推关系计数具有指定长度和某种性质的二进 位串。 

例6对于不含2个连续0的 n 位二进位串的个数找出递推关系和初始条件。有多少个这样 
的5位二进位串？ 

解 设知表 示不含2个连续0的〃位二进位串数 B 为得到一个关于 U n } 的递推关系，由求 
和法则，不含2个连续0的位二进位串的个数等于以0结尾的这种二进位串数加上以1结尾的 
这种二进位串数。我们将假定使得二进位串至少有3位。 

精确地说，不含2个连续0并以1结尾的 a 位二进位串就是在不含2个连续0的位二进 
位串的尾部加上-个1。因此存在 个这 样的二进位串 a 

不含2个连续0并以6结尾的〃位二进位串在它们的《_1位必须 是〗； 否则它们就将以2个 
0结尾。因而，精确地说，不含2个连续0并以0结尾的71位二进位串就是在不含2个连续0的 
n — 2位二进位串的尾部加上10,闶此存在知 - g 个这样的二进位串。 

如图 6-4 所示，可以断言 对于朽 >3有 

认 n _1 ~2 


以—个1结尾; 


任何不含2个连续的0的 
位二进位串 


不含2个连续0的 w 
位二逬位申个数: 



以一个0结尾: 


任何不含2个连续的0的 
位二进位串 


0 ^2 
总共： 〜 


m 6-4 计数不含2个连续的0的 n 位二进位串 


初始条件是^=2，因为1位的二进位串是0和 I ,没有连续的2个0。而^ = 3,因为2位 
的二进位串中满足条件的是 0 U 10和 1 U 使用3次递推关系就可得到％, 


^3 

~ £12 "h : 

= 3 -f 2 = 

5 

a 4 

=+ U2 : 

= 5 + 3 = 

g 

as 

=^4 ■ ^3 - 

= 8 + 5 = 

13 



注童 {a n } 和斐波那契序列满足同样的递推关系 。因为 = / 3 JL = / 4 ,从而有 


© 雷夫， Reve ， 更常见的是拼写方 reeve ， 这个词在古代是椹地方长官 （goveirnorh 
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泣71 ~~ jfn ^2 n 

例 7 说明怎样用递推关系建立编码字数的模型，这种编码宇是通过确定的正确性检测所允 
许的 A 

例7编码字的枚举一个计算机系统把一个十进制数字串作为一个编码字，如果它包含偶 
数个0,就是有效的。例如，1 230 407 8印是有效的，而120 987 045 608不是有效的，设如是 

有效的《位编码字的个数 3 找出一个关于〜的递推关系 a 

解注意到^=9,因为存在10个1位十进制数宇串，并且只有一个，即串0是无效的。通 
过考虑怎样由〃一 1位的数宇串构成一个〃位有效数字串，就可以推导出关于这个序列的递推关 
系。从少1位数字的串构成》位有效数字串有两种方式 & 

第一种，在一个位的有效数字串后面加上一个非0的数字就可以得到-个 n 位的有效 
数 宇串， 加这个数字的方式有9种 u 因此用这种方法构成《位有效数字串的方式有9^^种。 

第二种，在一个无效的 rt — 1位数字串后面加上一个0就可以得到位有效的数字串。（这将 
产生具有偶数个0的串，因为无效的 ^-1 位数字串有奇数个0。）这样做的方式数等于无效的 n~l 
位数字串的个数。因为存在个 n — 1位数字串，其中有个是有效的，通过在无效的 
« — 1位数宇串后面加上一个0就得到10"_+〜^个〃位的有效数字串。 

因为所有的《位有效数字串都用这两种方式之一产生，从而存在 

a n = 9a n -i + ( \0 n ~ } ― a n -i ) 

= 8 a „^\ 4 - I 0 n ~ l 

个《位有效数字串 „ _ 

例8中的递推关系在许多不同的场合都可以见到。 

例8求关〒 G 的递推关系，其中是通过对?1+ 1个数 n ，…，：的乘积中加 
括号来规定乘法的次序的方式数 a 例如，0=5,闶为对別 • ❸ * 心 • 幻有 5 种加括号的方式 
来确定乘法的 次序： 

((xo * X %} * X 2 ^> . 〈工 0 • (工 1 ■工。 ）） .幻 （工0 _ II ) _ (工2 * ^3 ) 

_ 

JC 0 * i ( jc \ * ^：2 ) • 工3) 工0 • <工1 * ( X 2 ，工 3)) 

解为求得关于 G 的递椎关系 ， 我们注意到无论怎样在 XO . A 中插人括号 

总有一个“”运筲符留在所有括号的外边，即执行最后一次乘法的运算符。[例如，在（工0 • 
(XI ■ : C £)) ， xa 中的最后一个运算符，在（邱 * xi ) * ixi * xa >中的第二个运算符 e I 这个 iti 后的运 
算符出现在 n +1 个数中的两个数之间，比如说 A 和 U + 1 之间 d 当最后的运算符出现在 A 和 
+ 1 之间时，存在方式插人括号来确定个数被乘的次序，因为有“种方式在 

乘积 .. jet 中插人括号来确定这 * + 1 个数的乘法次序，且有种方式在乘积 

^ + 1 - - h 中插人括号来确定这11 一 A 个数的乘法次序，由于这个最后的运算符可能 

出 现在？ 1+1个数的任两个数之间，所以 

Cpi — CoC n -i 4" CiC^—a + … + C"—zCi + C n -i Co 

b— J 

注意到初始条件是 a = i 和 c ! 这个递推关系可以用生成函数的方法求解，这种方法将在 

14节讨论。可以证明匕^(：(271, ； I )/ U 十 1), (见节末的练习 4 U ) ■ 

出 序列{<^}是卡塔兰 ( Catalan ) 数的序列 4 这个序列是除上例之外的许多不同计数问题 
^ 的解（细节见 [ MiRo 91] 或 [ Ro 84 a ] 中有关卡塔兰数的一章） 。 
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练习 


1- 求给定序列的前5项，每个序列由下面的递推关系和初始条件定义。 


a)a n = Ga„ 一 s ， — 2 

— a„-i "1^ 3 a n - 21 Qfl ~ 1 ^ u \ = 2 
^) a „ ™ flu i " ha^-j T = I ， a L ~ 2 t a^ = Q 


h ) a „ — al . 

d = Tl£l 


a L 


^ ^ w -2 * fl <> = 1 n fli 


2+ 求出由下列每个递推关系和初始条件所定义序列的前 S 项 




a ) a , 


2 a rt - 1 « = 一 1 


^ Ct 




a. 




21 aj = _ 1 


c ) u ra ^ t n _ ■ 




d)a rt 孟加 4 一 1 + 心 ” d 0 — ~ 1 1 a, =0 


<a fl ■ z ■■—-3 ， ag = 〗， a 】 =l ， £i£ = 2 


3, 令 = 2"+5 * 3% 户 0- 
a ) 求 a f a z ， a 3 和 a * 


2 , 




!■：■ 


b)U ^ = Gcfi — ? — 5 a ? —6 ^ s n — Sa 3 — 6 a 2 




c ) 证明对一切整数《， fi >2, 心 =5 d 




61 


Z o 


+ 证明序列 UJ 是递推关系 a 




3 a „ 的解，如果 


a) a M = 0 


b)a 


re 




Ei 


d)a n = 2( 〜 4r+3 


5. 序列是递推关系 


16~- 3 的解吗？如果 


a)^ H =0 
^ ) ci „ — n 4 




b)a rt 

0 ^ 


* 


4，+ 3 n 


* 




c)a rt = 2 ff 
g>a B = ( —4J 


d ) a _ = 4 ri 




h ) 


a 


m 


n z i n 


6, 对下面每一个序列求出满足这个序列的递推关系 d (答案不是唯一的，因为任何序列满足的递推关系有 


无数多个 B ) 
a ) a w = 3 


b)ia n —2n 


c ) a n = 2? i + 3 


e)A = M 2 i)a„ = n z +« g)a m — jj™h< — l) m 

7,证明序列是递推关系〜的解，如果 


d ) a ^ 

h ) fl „ 


5 

n 


n 


a)a B 


rt + 2 


c) flH = 3<- l )^+2 fl - tt +2 


b > a w ™ 5 ( 1) ^ — n H ~ 2 

d ) a _ —7 p g 11 —7 i + 2 


8. 使用例 5 中用到的选代方法求下述每个递推关系在给定初始条件下的解 


a ) a ffl — - 
c ) a „ = a , 


a, 


<2(j 




b ) fl „, = <2 j * -1 + 3 t flg 


4 


d ) a B = 2 a , 

O ^ h , — 2 fla rf 


3，< 2 。 = _ 1 




e )^ = (, n + l ) a K -i ^ — 2 

R 

g)a_ 兰 +n 一 1， = 7 

9, 用例 5 中用到的迭代方法求下面每个递推关系和初始条件的解。 

a)a Je = 3a re - l t a 0 = 2 b)^ 十 2 ， a Q =3 


c ) a n 


n t a 0 ^ 


dja ,, — Ztt- h 31 


4 


e ) a * t ~2 a n -j ^ 11 a * i > 


f)n re = 3^(, 


1. % = 1 


" Gq — 1 


g)a m = na^-i f ao — 5 hja ，： 

10- —个人在账上存人 1000 美元，每年的复利是 EJ % * 
a > 对于〃年后账上的钱数建立一个递推 关系. 

b) 对于 n 年后账上的钱数求出一个显式公式 s 

c ) 在100年以后账上将有多少钱？ 

11. 假设一群细菌的数目每小时增松为3偌。 
a ) 建立关于^!小时后细菌数的递推关系 

b > 如果初始的群体有100个细菌，那么10小时后将有多少个细菌？ 
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mm ^ 假设世界人口在2002年是62亿，每年的增长率 L 3%, 

eO 对于2002年后 / I 年的世界人口建立一个递推关系 & 

b ) 求出 2002 年后 n 年的曲界人口的显式公式， 

c ) 在2022年世界的人 口将是 多少？ 

13, 一个工厂逐月增氏地定做体育赛车。在第1个月只做了 1辆，在第2个月做了 2辆，照此下去，到第 n 
个月做了〃辆， 

a ) 对这个工厂前 n 个月生产的赛车数构造一个递推关系。 

b) 在 第一年 生产了多少辆 赛车？ 

c ) 求出这个工厂在前 n 个月生产赛车数的显式公式 

14, 一个麻©在1999年进人一个公司，初始的年薪是50 000美元 g 每年这个雇员的收人增加 1 W 0 美元外 
加前一年工资的 

a ) 对这个 雇员在 1999年后 n 年的工资建立一个递推关系， 

1>)这个雇员在2007年的工资是多少？ 

c ) 求出这个雇员在1999年后年工资的显式公式 n 

15, 借5000美元，利宰-7%.如果每个月还款100美元，找出关于第 A 个月末欠款余额 BU ) 的递推关系 • 
[提示 s 将用 13 U —1>琐表示 • 月息是 (0.07/12) BGfe ™ l )。] 

16, a ) 借款利率 r , 每个月还款 P ， 找出关于第 A 个月末欠款余额的递推关系•[提示：将 
用 BOfe —1) 项表示,月息是 i 7 l 2 fl ] 
tO 确定月还款 P 应该是多少才能使得这笔贷款在丁个月后还完？ 

17. 用数学归纳法验证在例5导出的求解汉诺塔难趟所需移动次数的公式. 

18. a ) 找到个关于 tt 元素集合的排判数的递推关系。 

b ) 通过迭代用这个递推关系求 n 元素集合的排 列数。 

19. 一台出售邮票簿的售货机只接受1美元硬币、1荧元纸币以及5美元纸币. 

a ) 找出与放 n 美元到这台售货机的方式数有关的递推关系了这里要考虑硬币和纸币放入的次序， 

b ) 初始条件是什么？ 

c ) — 本邮票簿需10美元，有多少种方式付款？ 

20- —个国家使用的硬帀价值为1比索、2比索 I 5比索和10 比索. 纸币的价值为5比索、10比索 1 20比索 、 
50比索和100比索。如果考虑付硬币和纸币的次序_求一个与付 n 比索账单的方式数有关的递推关系 。 
21. 如果考虑付硬币和纸币的次序，那么使用练习20描述的货币系统付17比索的账单有多少种方式? 

*22 - a ) 设?!是正整数，求一个与下述 IE 整数序列的个数有关的递推关系，这种序列要以1作为首项* 以抒作 
为末项并且是严格递增的，即序列❼，…，其中山=1，如且对 i = l ， 2，…， k - l , 

3 口 

h ) 初始条件是什么？ 

e ) 当打是大于等 T 2的正整数时，有多少个 U ) 中所描述的序列？ 

23. a ) 求与包含2个连续0的 m 位二进位串的个数有关的递推龙系 R 
Ij ) 初始条件是什么？ 

c ) 包含2个连续0的7位二进位串有多少个？ 

24. a ) 求与包含3个连续0的 7 Z 位二进位串的个数有关的递推关系。 

b ) 初始条件是什么？ 

c ) 包含3个连续0的7位二进位串有多少个？ 

25. a ) 求与不包含3个连续 U 的 n 位二进位串的个数有关的递推关系。 

b ) 初始条件是什么？ 

c ) 不包含3个连续0的7位二进位串有多少个？ 

^26, a ) 求与包含01的？1位二进位串的个数有关的递推关系。 
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b ) 初始条件是什么？ 

C ) 包含01的7位二进位串有多少个？ 

27. a ) ■个人爬阶梯，如果每次可以上1或2阶，求与爬 ri 步阶梯的方式数有关的递推关系 

b ) 初始条件是什么？ 

c ) 这个人爬8步阶梯上飞机有多少种方式？ 

28. a ) 如果一个人爬阶梯每次可以上1，2或3阶，求与爬步阶梯的方式数有关的递推关系， 

b ) 初始条件是什么？ 

c ) 这个人爬8步阶梯上飞机有多少种方式？ 

一个只包含0, 1和2的串叫做三进位車， 

29. a ) 求与不包含2个连续0的 n 位三进位串的个数有关的递推关系 
M 初始条件是什么？ 

c ) 不包含2个连续0的 S 位三进位串有多少个？ 

30. a ) 求与包含2个连续0的 n 位 H 进位串的个数有关的递推关系 & 

b ) 初始条件是什么？ 

c ) 包含2 +连续0的6位三进位中有多少个？ 

*31, a ) 求与不包含2个连续0或2个连续1的 n 位三进位串的个数有关的递推关系， 
b ) 初始条件是什么？ 

c > 不包含2个连续0或2个连续]的6位三进位串有多少个？ 

*32* U 求与包含2个连续0或2个连续1的打位三进位串的个数有关的递推关系。 

b ) 初始条件是什么？ 

c ) 包含2个连续0或2个连续 I 的6位三进位串有多少个？ 

*33. a ) 求与不包含迕续的相同符号的 n 位三进位串的个数有关的递推关系 . 

b ) 初始条件是什么？ 

c ) 不包含连续的相同符号的6位三进位串有多少个？ 

**34, a ) 求包含2个连续的相同符号的^位三进位申的个数的递推关系6 

b ) 初姶条件是什么？ 

C ) 包含2个连续的相同符号的6位三进位串有多少个？ 

35. 信息通过信道传送要使用两个信号 d —个信号的传送需要1微秒，而另一个信号的传送需要2徽秒 . 

a ) 求与在71微秒内发送的不同信息数有关的递推关系，其中信息由这两个信号的序列构成 * 并且信息 
中的每个信号后面都紧跟着下一个信号。 

W 切始条件是什么？ _ 

c ) 用这两个信号在10礅秒内可以发送多少条不同的信息？ 

36. —个汽车_机只用5美分和10美分硬币付过桥费，每次向收费机投一个硬1!5。 

a ) 求与这个汽车司机付费 n 美分的不同方式数有关的递推关系（考虑使用硬币的次序 >* 
b 》 这个司机付费45美分有多少种 PJ 能的方式？ 

37. a ) 如果艮是一个平面被1条直线划分出的区域个数，其中没有两条直线是平行的也没有3条直线交于 

一点，找出由艮满足 的递推 关系. 

b ) 使用迭代求出 

^38- a ) 找出由扎满足的递推关系，其中艮是一个球面被 n 个大圆（球面与通过球心的平面的交线）划分的 
区域个数，如杲没有3 个大圆 交于一点^ 

W 使用迭代求出 

*39. a ) 找出由艮满足的递推关系. 其中& 是三维空间被 n 个平面分成的区域数*如果每3个平面交于一 
点，但没有4个平面 交于- 点， 
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40, 求出与具有偶数个 0的^ 位二进位串个数有关的递推关系 ， 

4 L 包含偶数个0的7位二进位串有多少个？ 

42. a ) 找到与用 1 X 2 的多米诺牌完全理盖 2 X / i 的棋盘的方式数有关的递推关系 . [提示：分别考虑对棋盘 

右上角的位罝用一张多米诺牌水平放置和垂直放置的覆盖方式。] 

b ) 关于 U ) 中递推关系的初始条件是什么？ 

c ) 用 1 X 2 的多米诺牌完全覆盖 2 X 17 的棋盘有多少种方式？ 

43, W 用地砖铺一条人行道，地砖是红色、绿色或灰色的。如果没有两块红砖相邻且同色的地砖是不加区 

别的，找出与用 n 块砖铺一条路的方式数有关的递推关系。 

b ) 对于 U ) 屮的递推关系有什么初始条件？ 

c ) 用7块砖铺一条在 U ) 中所描述的路有多少种方式？ 

44* 证明斐波那契数满足递推关系爲= 6, 其中递推关系具有初始条件八一 

0, /l = 1 , f 产 U / 3 =2 t /, = 3. 用这个递推关系证明可被5整除，2, 3, 

*45. 设 S ( m , n ) 表示从 m 元素集合到 n 元素集合的映上函数个数 • 证明 S ( t ^ W 满足递推关系 

SC wi t n) = n m 一 Cinik)Sim *k} 

A - 1 

其中且初始条件是 S ( m . l ) = l fl 

46, a ) 写出为确定相乘次序而在乘积 a * j：i • A ， A _ X | 中加括号的所有方式 s 

b > 便用在例 S 所建立的递推关系计算 C 4 ， 即为确定相乘的次序在5个数的乘积中加括号的方式数。验 

证你在 U ) 列出的方式数是疋确的 „ 

c ) 使用在例 S 的解答中所提到的关于 G 的封闭公式*通过求出 C + 检验你在 ( b ) 得到的结杲 

47, a ) 使用在例 S 所建立的递推关系确定 C s , 即为确定相乘的次序在 S 个数的乘积中加栝号的方式数* 
b ) 使用在例 S 的解答中所提到的关于 C 5 的封闭公式检验你在 （ b ) 得到的结果 • 

*48, 在汉诺塔雉題中，瑕设我们的目标是把所有的《个盘子从柱1移到柱3,但我们不能直接在柱1和柱3 
之间移动盘子 。 每次移动盘子必须通过柱2,并且，我们不能把较大的盘子放在较小的盘子上 i ®、 

a ) 找出与求解这个具有附加限制条件的《个盘子的难題所需移动次数有关的 递推关 系命 

b ) 解这个递推关系来确定求解这个 n 个盘子难題所需移动次数的公式 . 

e ) 有多少种不同的方法把? | 个盘子安排在3个柱子上使得没有一个较大的盘子放在较小的盘子上面？ 

d ) 显示在这个变形难题的解中得到的对《个盘子的各种可能的安排 a 

练习 49〜53是格雷厄姆 • 克努斯 （Graham Knuth ) 和帕塔什尼克 （ Patashnik ) 在 [ GrKnPa 94] 所推述的 
约瑟夫问题 （Jcsephus P 『 0 bl e m > 的一种变形 . 这个问题来源于历史学家弗拉维乌斯 * 约瑟夫的一本 
账，41个犹太叛民在一世纪犹太-罗马战争期间被罗马人追赶逃人山洞，约瑟夫是这群人中的一个，这些 
叛民宁應死也不愿被俘。他们决定围成一个圆闋并且围着这个圆网重复数数，每数到 3 就杀掉这个位置的 
人而留下其他的人 • 但是约瑟夫和另一个叛民不愿意这样被杀棹。他们确定了应该站的位茛是最后两个活 
下来的叛民的位 1 L 我们考虑的问题开始时有 n 个人，记为1到〜站成一个圆圈 。 每一步，每第2个仍旧 
活着的人将被排除，直到只剩 F - 个人 为止。 我们把生还的人数记作 

49. 对每个正整数 n 的值. 确定 /( n ) 的值 a 

50 . 使用你在练习 49 找到的值猜想一个关于 /(«) 的公式 # [提示：写 n = 其中 m 是非负整数 * * 是 

小于 2* 的非负整败 J 

SL 对于证明 JU ) 满足递推关系 J (2 n )=-2/( n ) — l 和 J (2 n + l ) = 2 JU ) + l t 且 
52. 用练月51的递推关系根裾数学归纳法证明你在练习50所猜想的公式 • 

53 - 根据你关于 JU ) 的公式确定 /(100), /(1000)和 7(10 000), 

练习54〜61涉及雷夫难题，即具有4个柱和 ”个盘子 的汉诺塔的变形问题 . 在给出这些练习之前，我 
们描述—个弗雷姆-斯图尔特 （ FrameStewart ) 算法，它把盘子从柱1移到柱4并且没有较大的盘子放在较 
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小的盘子上面。给定盘子数 d 作为输人，这个算法依赖于一个整数&的选择，当只有一个盘子 
时，把它从柱1移到柱4,然后算法停止。对于〃>1,算法递归地使用下面的3步 & 首先使用所有的4根 
柱递归地把最小的||一*个盘子从柱1移到柱2,下一步使用汉诺塔问题的三根柱算法，不使用放个最 
小盘子的柱 t 把 A 个最大的盘子递归地从柱1移到柱 t 最后，使用所有4根柱递归地将 K 一 i 个最小的盘 
子移到柱 L 弗雷姆和斯阁尔特证明，使用他们的算法，为了达到最少的移动次数，应该选择 A 使得《是 
不超过第 A 个三角形数匕=奴走十 1)/2 的最小的正整数，即有一个未被证实的猜想，称为弗 
富姆猜想，就是不管盘子怎样移动，该算法对于求解这个难题所需要的移动次数最少 . 

54-证明具有3个盘子的雷夫难题最少可以使用5次移动求解 & 

55. 证明具有4个盘子的雷夫难题最少可以使用9次移动求解 

56, 描述 弗雷姆 -斯图尔特箅法所做的移动，并选择 A 使得在下面每种情况下所需要的移动次数最少 

a >5 个盘子 b ) S 个盘子 c )7 个盘子 d ) S 个盘子 

*57, 证明如果 KU ) 是由弗雷姆-斯阁尔特算法求解具有 n 个盘子的霄夫难题所使用的移动次数，这里选抒是 
是满足 1)/2 的最小的整数，那么 i ?( n ) 满足递推关系 — U + P — l 和 i ?<0)=0, 
尺⑴ = l a 


证明如果 A 如练习57所选，那么尺 (《)— J ? U — 


^59. 

*60, 


证明如果 A 如练习57所选 T 那么趴 n )= 


2以 1 _ ( t k - n )2 k ~ l 


a 


用练习 59 给出对所有的整数 n ( l <^25), 求解雷 夫难题 所需移动次数的上界 


# 6 h 证明 是 0( V ^2 /Lfi ) , 


设是实数序列，这个序列的后向盖分递归地定义如下 5 
第一差分是 

▽汉 n — 1 

从7\|,得到第♦十1差分铲 + ^^即 

62. 求关于序列彳的 V ~， 其中 

a)a m = 4 = Zn c>a = h 2 d)<i rt =^2* 

63, 对于在练习 62 中的序列求 
S 4 -证明 ad 

SSu 证明 dd =£1-—2 ▽ a , + V 2 a n b 
*66 -证明可以用 a H ， Va n ， ▽〜，*“， 的项表示、 

67+ 用〜， Va n: t V J a B 的项表示递推 关系心 一 

68 -证明关于序列的任何递推关系都可以用 V £ t , …的项表示 D 涉及这个序列和它的差分的 
等式叫做差分方程。 


6.2 求解递推关系 

62 . 1 引言 

各种各样的递推关系出现在模型里。某些递推关系可以用迭代或者其他的特别技术求解》 
但是，有一类重要的递推关系可以用一种系统的方法明确地求解^在这种递推关系中，序列的项 
由它的前项的线性组合来表示。 

mmi 一个常系数的 a 阶线性齐次递推关系是形如 

— C] + C2Ctjt^2 + *“ + Qait—jj. 

的递推关系，其中 £ T |， ^，…，是实数， Cjt ^ o * 

这个定义中的递推关系是线性的，因为它的右边是序列前项的倍数之和 d 这个递推关系是 



340 


第 6 t 


齐 次的，因为所出现的各项都是&的 倍数， 序列各项的系数都 是常数 而不是依赖于《的函数， 
阶为&是因为由序列前面的 A 项来表示^> 

根据数学归纳法第二原理，满足这个定义的递推关系的序列由这个递推关系和纟个初始条件 

flt > & Co TfOrJ — C ! 1 = Cfe — 1 

唯一地确定 t 

例1递推关系 P ,- a . 11)^4 是1阶的线性齐次递推关系。递推关系 fn=fn^l +八-2是 
2阶的线性齐次递推 关系。 递推关系 a n = fln -3 是5阶的线性齐次递推关系。 _ 

下面是一些常系数的但不是线性齐次递推关系的例子。 

例2递推关系〜= 〜叫 +4— 2 不是线性的。递推关系 H rt = 2 H , 叫 +1不是齐次的，递推 
关系不是常系数的。 ■ 

研究线性齐次递推关系有两个理由 。 第一，在建立问题的模型时经常出现这种递推关系。第 
二，它们可以用系统的方法求解。 

6-2.2 求解常系数线性齐次递推关系 

求解常系数线性齐次递推关系的基本方法是寻找 形如〜 的解，其中 r 是常数 * 注意 
屯! =尸是递推关系 a n ^ cta n -i + Qa n -s +… + CKj n -* 的解，当且仅当 

JT 神 广 11 ■ 2 — |— ■ . ■ —|— ^-^|r Tl —— k 

当等式的两边除以并且从左边减去右边时_我们得到等价的方程 

— 一 c \ _ C2 ^ _ *“ ~ Cjfc— 1 r 一 “ = 0 

丙此，序列 U n > 以〜作为解，当且仅当 r 是这后一个方程的解。这个方程叫做该递推关系 
的特 征方程 方程的解叫做该递推关系的 特征根 D 正如我们将要看到的，可以用这些特征根给出 
这 种递推关系的所有解的显式公式。 

我们首先看一个2阶常系数线性齐次递推关系的处理 结果。 然后，叙述相应的阶可能大于2 
的一般性结果。由于得到一般性结果所需要的证明比较复杂，本书不再赘述 • 

我们现在回到2阶线性齐次递推关系^首先，考虑存在两个不等的特征根的 情况。 

设€ 1 和0是实数 s 假设 — Q = o 有两个不等的根 n 和 n ，那么序列彳 〜} 是 

递推 关系如 〜 - i + Q ^-2 的解，当且仅当 w = ” = 1，2，…，其中 w 和 a2 

是常数 B 

证证明这个定理必须做两件事。首先，必须证明如果 n 和^是特征方程的根，并且 w 和 
们是常数，那么序列 = md + 似 4) 是递推关系 的解。 第二，必须证明如果序列 Ud 是 

解，那么对某个常数⑴和 有〜 

现在我们将证明如果那么序列彳是递推关系的解，因为 n 和^是# — 
一 c 2= o 的根，从而 rf ^ nn + Q ，4 = + 

从这些等式可以看出 

C] a"-i + cz^n-2 =(i (ai 1 + qz 4 1 ) + O (ai rf 2 + ajrf ~ 2 ) 

=a\ r^~ z (ci ri eg) + 02^ -2 (c\ n + a) 

=m rp 2 rf 

— CF 1 r ? + a 2 r 2 
= cin 

这证明了序列 以〜 4 作为递推关系的解 s 
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为证明递推 关系 〜 i + Q 〜 — 的每一个解 Ud 都有形式％ =们4+奶 r ?，.1-0, U 
2,…， m 和的为 某个常数 8 假设 U ,) 是递推关系的解,初始条件是如 = Co , a ,= C lt 下面证 
明存在 常数们 和郎使得具有〜 = 十 的序列 U rt 丨满足 同样的初始条件，这要求 

CL \) —Ci) = cn + acs 


gi = Ci = ai n 4" as rz 

我们 可以求 解这两 个关于 cu 和町的 方程， 从第一 个方程得到的 =Co — ai 。 把它代入第 二个方 


程得 

因此， 

这说明了 


Ci 


Ci 


= a] n + (Co — a\ )rs 
= ai Cn — ^2) + Co r2 

(Ci _ Cq r*2 ) 


_ 一 ^ 

n — r 2 


和 

r ^ < Ci — Cs r£) Co n ^ Ci 

a £ = a -,! = Ca - rt _ r2 = TT^TT 

这里 关于則 和扣的表达式依赖于 n 参的事实。 C 当 n = n 时，这个定理不成立因此，由于 
这两个 m 和幻 的值，具有 tnd + ^ rl 的序列 Ud 满足这两个初始条件。因为这个递推关系和这 

些初始条件唯一地确定了这个序列，从而得出〜⑽ □ 
常系数线性齐次递推关系的特征根可能是复数.定理 U 和本节后面的定理）在这种情况下仍 
旧适用 • 具有复数恃征根的递推关系在本书中不进行讨论。熟悉复数的读者可以做节末的练习 


38 和 39 s 

例 3 和例 4 说明怎样用定理 1 求解递推关系， 

例 3 什么是如下递推关系的解？ 

a n = a n —1 + 2a n ~2 


其中 Go = 2和 ai ®7* 

■ 解可用定理]求解这个问题。递推关系的特征方程是 〆 一 r _2 = 0 4 它的根是 r =2 

和 r ==_ U 因此，序列 Ud 是递推关系的解当且仅当 

a n = ffi 2 n + as l) 71 


ai 和 cr 2 是常数 t 由初始条件，得 


ao —2 = a] H - d2 

ai =7 = * 2 + a2 * (— 1) 

求解这两个等式得 m =3 和们 =_ U 因此，关于这个递推关系和初始条件的解是序列 Ud , 
其中 

a n = 3 « 2 H - (— l) n ■ 


例 4 找一个关于斐波那契数的显式公式 B 

解斐波那契数的序列满足递推关系 = + 和初始条件 / q =0 及 / i = U 特证方 

程 4-^ = 0 的根是 ri = ( lfy ^)/2 和 n = 因此，从定理1得到斐波那契数由 


/n ~ a L 



给出，其中 m 和 m 为常数。可用初始条件/。=0和/|=1确定这些常数 • 我们有 
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/o = m + az = 0 



对这些关于 ai 和 az 的联立方程的解是 


a \ — 1 / ai = — 1/ 

于是，斐波那契数由下面的式子给出： 


/, 




当存在二重特征根时定理1不再适用。如果发生这种情况，当是特征方程的一个二重根 


时那么 a fl = 7 ir ^ 是递推关系的另一 个解。 定理2说明了怎样处理这种情况 & 

设 O 和 Q 是实数， C 2 ^ O a 假设 r 2 — 0 r — q =0只有一个根 rn 


定理2 


系 a n ^ cia „- 1 + (：2知-2的解，当且 仅当〜 = a !4 +即?^，，0，1， 


a 


序列 Ud 是递推关 
，其中和是 


常数。 

定理2的证明留作节末的练习，例5说明了这个定理的应用 0 
例5具有初始条件 = l 和 a 〗 =6的递推关系 

a n = — 9 a n -2 


的解是什么？ 

解 P ~ Sr +9 = 0 唯一的根是因此，这个递推关系的 解是: 

= tJi 3 fl + a 2 


其中⑴和如是常数 p 使用初姶条件得 

ao 



— an 


fil — 6 — ai * 3 + as * 3 

求解这两个方程得 = l 和即 = U 从而，这个具有给定初始条件的递推关系的解是 

a n ! 3 R 十作 3 rt _ 

我们现在叙述这个关于常系数线性齐次递推关系的解的一般性结果，这里的阶可以大于2且 
假定特征方程有不等的根，这个结果的证明留给读者作为练习. 

EgiM 设 a , q 是实数。假设特征方程 

^ — d — —… —= Q 

有是个不等的根 nn t … D 那么序列彳 } 是递推关系 

a n = ci a n —1 + C2 < in-2 + *** + c ^ a^-k 

的解 t 当且仅当 

a n = ai ^ 4 - 

n = 0， 1，2，…，其中 a !，£ Z 2， …. ㈣ 是常数。 

我们用例 6 说明定理的使用。 

例6求出具有初始条件則= 2,叫=5和《 2 =15的递推关系 

— — lla rt -2 + 6a„-3 

的解。 

解这个递推关系的特征多项式是 

_ 6r^ HH J 1 r ~ 6 

闶为#-6^ + 11|—6 =纱一1)&_2>(1— 3), 所以特征根是 r=K r =2 和 r =3 a 因此，递推关 
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系的解的形式是 


a n = ai • 1 H + 4- dr3 1 3" 

为找到常数 m 以及 w ， 使用初始条件得 


ctt ^ =2 — a \ Hh aa + 






ai + a 2 


2 十 


m 


■ 


3 


— 15 = a i + a 2 * 4 十 d 3 * 9 
当求解这 5 个关于 ㈤ ，⑽和的联立方程时，得到 cn = l , ff2 
关系和给定初始条件的唯一解是满足 




一 1且的 =2 a 于是，这个递推 


a 


n 


1 —2 R + 2 * 3 N 


的序列 ■ 
我们现在叙述关于常系数线性齐次递推关系的 M —般化的结果，这里允许特征方程有重根。 
要点是对于特征方程的每个根 r ， 通解是形如 PU ) 尸的项之和，其中 Ph ) 是 m — 1次多项式, 
而 m 是这个根的重数.我们把证明作为一个挑战性的练习留给读者。 


定理4 


设 


Cl » t 


， € k 是实数，假设特征方程 

〆 一 c \ … — c,t = 0 


有 ，个不 等的根 ri , rs ，其重数分 别为叫 ， m2 1 叫 ， 满足 乳>1 ， i = 1 » 2 , 
“且 mi +叫+…+叫=匕那么序列 Ud 是递推关系 


■ r # 


a n = —i 十 q + …十 


的解，当且仅当 


a n — 


(ai 


til.i n + … -r dri,. m 


+ ( a 2 ,o + an ?i + … + a 2. m 3 -i ) r ^ 

+，*，+ ( ar , o 十 < if，i 打 + *，，+ n m i ^ 1 ) r " 

技二0，1，2，…*其中 d 是常数，且广1 o 

例？说明在特征方程有重裉时怎样用定理4求一个线性齐次递推关系的通解形式。 

例 7 假设线性齐次递推关系的特征方程的根是2, 2, 2, 5, 5和 9( 即有3个根，根2的重 
数为3,根5的重数为2,根9的重数为1>。那么通解形式是什么？ 

解由定理4,解的一般形式是 

(ai ,0 十 + end 抒 2 >2 n + (a2,o + az + j n)5 n + a3,o9 ra ■ 

我们现在说明在特征方程有 3 重根时如何用定理4求解常系数线性齐次递推关系。 

例 8 找出具有初始条件如 = 1 , 以= 一2和一 1 的递推关系 

a n = — 3a^-i — 3ati-z — a fl -3 

的解. 

解这个递推关系的特征方程是 

〆 +3# + 3 r + 1 = 0 

因为#+3『 2 + 3『+1 = &+1) 3 ，特征方程只有一个3重根 r =_ l 。 由定理4,这个递推关系的解 
是下述形式 ' 

Un = ai + o C _ 1 )" 十 ai , 1 打 （ _ 1 ) n + ai j d ( _ 1 ) rt 

为求出常数^ +1 和^^ 2 ,使用初始条件，得到 

m —1 = ^ i,o 

«I =— 2 =— ffi t o — ai，i — a u2 






344 


a 2 =— 1 = aj + o + 2ai a + 4^^ 


第 6 幸 


这 3 个方程的联立解是 = U ^1 + 1 = 3, m . 2 = _2。 于是，这个递推关系和给定初始条件的唯 
一解是序列其中 

a n — (1 十 3n — ) (— 1)" ■ 

6.2.3 常系数线性非齐次的递推关系 


我们已经知道如何求解常系数线性齐次的递推关系。是否有一种相对简单的技术来求解如 
像心= 3^^+^的常系数线性但是非齐次的递推关系呢？我们将看到，仅仅对某些特定类型 
的递推关系存在肯定的回答。 

递推关系 知 = 3 心 -1+2^1 是 一个常系數线枝非齐次递推关系， 即形如 

a n = H- C2a n -2 + + Cka n -k + F(ti) 


的递推关系的例子 * 其中 Q ， 
系 


C2 


Q 是实数， F (7 I ) 是只依赖于 II 且不恒为0的函数。递推关 


a n = cian-i + C2a n -2 + "* + 

叫做相伴的齐次递推关系 ， 它在非齐次递推关系的解中起了重要的作用。 

例9 递推关系 〜 -1 + 2 n ， = W-i + 十 十 n + 1， a n = 3 a ri + n 3 n 和 爾 
+ + M 是常系数线性非齐次递推关系。相伴的线性齐次递推关系分别是〜= 


£t_n — 1~~ ajj ■ 1 卜 ^ ™ 2 ^ Ojf 3d■ 1 ■■ ^ 1 ^ ^ a 叮 一 3 u 

关于常系数线性非齐次递推关系的一个关键事实是，每个解都是一个特解与相伴的线性齐 
次递推关系的一个解之和，正如定理5所述。 

如果>是常系数非齐次线性递推关系 


#^■1 tMJ f b 


a 




Cia n ^\ + Q ^ n-z + PftP + Cft ^ rt^k + F ( n ) 


的一个特解.那么每个解都是 UP afM 的形式，其中是相伴的齐次递推关系 

™ + cza,i~2 + + n-k 


的一个解。 

证由于 } 是非齐次递推关系的特解，我们知道 

ai p) ~ ci + C2 + ■** + Qai-t + Fin) 
现在假设彳心 > 是常系数非齐次递推关系的第二个解，使得 

bn = Cl ^n -i + …+ Ckb n ~k +■ F ( n ) 


从第二个等式减去第一个等式得 

b n — ai p ^ = Cl ( bn -\ — ) 十 Q (〜一 2 — ^ H -2 > 十… I Ck ( hn-k — 


从而得到 — 是相伴的线性齐次递推关系的一个解，比如说是因此，对所有的《 

有 6» = ai p> + a 。) 。 

由定理5,我们看到求解常系数非齐次递推关系的关键是找 个 特解，然后每个解都是这个 
特解与相伴的齐次递推关系的一个解之和。尽管不存在对每个函数都有效的一般性方法来 
求这种解，但有某些技术对特定的函数类型 F («)， 例如多项式函数与常数的幂函数有效。例10 


和例11就说明了这一点。 

例10 求递推关系〜 = 3的所有的解*具有 w =3 的解是 什么？ 

解为求解这个常系数线性非齐次递推关系，我们需要求解与它相伴的线性齐次方程并且 
找到一个关于给定非齐次方程的特解。相伴的线性齐次方程是^ = 3^-】，它的解是 
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其中 a 是常数。 

我们现在找一个特解。因为 F («) = 2 n 是 n 的1次多项式，解的一个合理的尝试就是^的线 
性函数，比如说/= ^ + 1其中 c 和 d 是常数。为确定是否存在这种形式的解， 假设 fi 产 cn + 
d 是一个这样的解 5 那么方程〜= 3〜 - i +2 n 就变成 cn + rf =3( c(rt — l ) + J ) + 2/ u 化简和归并同 
类项得 （2 + 2 ch +(2 d — 3 c )=0。 从而， m + d 是一个解，当且仅当2 + 2^ = 0和 W —3 c = 0 d 这说 
明 m + d 是一个解当且仅当 e = — 1和— 3/2。因而，<0 = —打~3/2是一个特解， 

拫据定理5,所有的解都是下述形式 

a n = a ( / } + a ( n h) =一 «-3/2 + ^ * 


其中 a 是常数 g 

为找出具有 W -=3 的解，在得到的通解公式 中令？ |=1 6 我们有3= — 1一 3/2 + 3心这就推出 
a = ll /6 a 我们要找的解是 a n = _ n _3/2+( ll /6)3 H D ■ 

例11求出下述递推关系 



的所有的解 


aj , = po. n ^i — 6 a M -^ + 7 n 


解 


这是一个线性非齐次递推关系。它的相伴的齐次递推关系 


a*# = 5a rt -i — 6a rt -K 


的解是 =ai * 3〃 +们 • 2%其中 ai 和颼是常数*因为 FU ) = 7"，一个合理的解是 

7%其中 C 是常数，把这些项代人递推关系得 O 7〃 = 5 C . 7^—60 7”-2 + 7% 提 
出公因式7"_ 2 ,这个等式变成 49 C =35 C — 6 C + 4 9, 从而推出 20 C= 49 或 C = W /20。 于是，= 

(49/20)7" 是特解。由定理5,所有的解都有下述形式 

= m * 3 rt + 犯 • 2 11 + (49/20)7” ■ 


在例 10 和例 11 中，我们凭经验猜想了一个特定形式的解在两种情况下，我们都能找到特 
解，这并不是偶 然的。 每当 FU ) 是 n 的多项式和一个常数的《次幂之积时，我们就能知道一个 
特解恰好是什么形式，正如定理6所述 s 定理6的证明作为-个挑战性的练习留给读者。 

— 假设彳&丨满足线性非齐次递推关系 


定理 6 




-]- Cian-Z + " Pfc + Cka ti -k + F(n) 


其中 Cl ， …， Q 是实数，且 

Fin) — (h t n l + —… + 以 《 + 知 ） 

其中如 ，6, ，…， 匕和 s 是实数。当 s 不是相伴的线性齐次递推关系的特征方程的根时，存在一 
个下述形式的特解 

(ptri 1 \ pi—i f H - pi « H - />o ) s n 

当 s 是特征方程的根且它的重数是 m 时，存在一个下述形式的特解 

« 坊（户 j/i f + 户 |-1 n { ~ 1 + *“ + #1 po ) s n 

注意当$是相伴的线性齐次递椎关系的特征方程的初重根时， 因式心 保证给出的特解不是 
相伴的线性齐次递推关系的一个解 Q 我们下面给出_个例子说明定理6所提供的特解形式 • 

例12 当 FU ) = 3 H ， F ( n ) = «3% F (») = V P 和 F ( n ) = (¥ +1 ) 沪时，线性非齐次递推关 

系 a n = 6 a H - 1 — —z + F ( n ) 的特解有什么形式？ 

解相伴的线性齐次递推关系是 a R - e ^^ i -9 a H - 2 . 它的特征方程 P — — 3) 2 =0 

有一个2重的单根 F ( n ) 的形式为 FU ) P ， 其中 P ( n > 是一个多项式，： s 是一个常数，为应用定 

理6,我们需要知道 s 是否是这个特征方程的根。 

由于 s =3 是重数 m = 2 的根而 s = 2 不是根，定理 S 告诉我们如果特解的形式是 
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i 如果 F (? i ) = ? j 3 h ，特解的形式是 7 i 2 ( 如 ）3" ;如果 F ( u ) = /2 rt ，特解的形式是 
( p 2 ft 2 p \ )2 n ； 如果 F (打 > =( n 2 + I )3 fl ，特解的形式是 V ( 户 2 #+ Piw + po )3 11 。 ■ 

在求解定理 6 所谈的那种类型的递推关系时，若—定要小心处理。特别是把定理用于 
F ( n > = +匕 - 1 M _ 1 +…+ n ，参数 s 取值 s = 1 ( 尽管琐 1 没泊明 确地出现）的情况 & 

根据这个定埋，解的形式就依赖于是否1是相伴的线性齐次递推关系的特征方程的根。这将在例 
13屮说明，它说明了怎样用定理 S 找出前《个正整数之和的公式。 

例13 设〜是前 n 个正整数的和 ，即 

★ ■] 

注意 4 &满足线性非齐次递淮关系 

= _ 1 + 

C 为从前个正整数的和〜 -! 得到前 n 个正整数的和只需加上12即可），注意初始条件是 
aj =u 

对于〜，相伴的线性齐次递推关系是 

^ n — 1 

这个齐次递推关系的解是 4 u = c ( r ) n = G 其中 〔是一 个常数为找到的所有的解， 
我们仅需要找一个特解 。 由定理6，由于且 s = l 是相伴的线性齐次递推关系的 
特征方程的1阶根，存在一个形如 + 加） = + pnn 的特解 。 

把它代人递推关系得到 Pi + Po ^= p \ (« — l ) 2 + po ( n _ l ) + n , 化简得 ? i (2 ^i — l ) + <po — 
户 i >=0, 这意味着2灼一1 = 0和扣 一 ^=0，即如 = Pi = l /2。 因此 

(*) 打 2 I n 7i ( 71 + 1) 

^ y + y = ~ 

是一个特解❹所以，原递椎关系的所有的解由 a n =<w =c + n ( f | i 1)/2 给 

出。 由 丁 - ⑴=1，我们有 l = ai = r + l ，2/2 = c + I t 故(: = 0 D 从而 〜 = »(?!+1)/2 P (这和 3. 2节 
表 3-2 给出的以及前面导出的公式一样 ，） ■ 


练习 


1. 确定下面哪些是常系数线性齐次递推关系，如果是，求它们的阶 . 


a)d rt = 

- ■■ 3a n 

-l + 4_ 2 -hSa—^s 

b)a^ £ 


c)a n = 


t + A- H 

d)an 2 

=m +2 

e)a n = 

=a 2 

w rr 一 

1 +“--3 

()n n = 

-^>1 -2 


-a n - 

L +n 




2,确定下面哪些是常系数线性齐次递推关系，如果是，求它们的阶 a 

a)^ = 3a fl - z 5)^ = 3 d)a n = a n ‘ ！ + 2a 

e)a K =u tl -' l /fi 〜一 ， + a n -2 十 n+3 g)a M ~4a H -t +5a n _ ( +9^-? 


3. 求解下述具有绐定初始条件的递推关系 

~ 2 a n ~ \ 1 T = 3 
c)a s = Sa M -1 —6a ,,-2 f n 為 2 ， a。= I ， ^ 0 

e ) a 对 = 一一 1 ao = 0 1 a } — 1 

g)a B — ^_^/4 ^ ?!>2 ， a 0 = I 1 ai 主 0 

4. 求解下述具有给定初始彔件的递推关系 

a)ti R — ta re - | + 6 a„ . 3 > n ^2 f a & = 3 ， a } '■= rl 


b)a B — a ff -i 1 1 1 Uq = 2 

d )^ i ri — 4^-] — ia ^-2 * n 為 2 - —8 

f ) a „ ~t ' n ^2 * Hq — O ^ iij — 4 

b)a„ = 7a n . , — 10a„ , n^2 y a 0 =2 ， 屮 = 1 
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c ) a m — 6a ff -i 一 -2 1 n ^2 p . ao ^ 4 ^ ai — 10 d ) Q B = Za^-j ^ a m ~^ , ? i ^2 « a^—Af = 1 

n^2 1 a n = hf a^ = — l l)a„ — ^6a ra -i ~9a n ^2 1 n^2i = 3 1 (i|=^=—3 

g ) ci ft Q 兰 —4 a _ + i 丄 5^ , n 為 Ch a ^ = 2 , ^1 =8 

5. 使用 S . 1 节练习 35 描述的两个信号在 n 微秒内可以传送多少不同的信息？ 

6 . 如果传送 1 个信号要 1 微秒，传送另外 2 个信号中的每一个都需要£微秒,且在信息中一个信号紧接着 

下一个信号，使用这3个不同的信号在 a 微秒内可以传送多少个不同的信息？ 1 

7. 使用 1 X 2 和 2 X 2 的块铺满一块 2 Xh 的长方形板，有多少种方式? 

8 . —个关于每年捕龙虾数的模型基干如下的假设 s 1 年捕捞的龙虾数是前 2 年補捞龙虾数的平均值^ 

a ) 找出■-个关于彳的递推关系，其中 L 是在这个模型的假设下第 n 年捕捞的龙虾数 . 

b ) 如果在第1年捕捞了 100 000只龙虾且第2年捕捞了 300 000只龙虾，求 

9 . 年初把一笔 100 000 美元的钱存人 一个投 资基金#在每年的最后一天得到两份红利 . 第一份红利是当年 
账上钱数的 20 %,第二份红利是前一年账上钱数的 45 K , 

a ) 如果不允许取钱，找出一个关于{匕}的递推关系，其中代是第 ri 年末账上的钱数， 

b ) 如果不允许取钱. ri 年以后账上有多少钱？ 

M0 . 证明定理 2 。 

1L 户卡斯數满足递推关系 . 

U = L s _, + L_ s 

和初始条件 U = 2 和 L l = U 

3>证明“=/；- 3 十/, + 1 , 3,…，其中 / n 是第?！个斐波那 契数， 

b ) 求出卢卡斯数的显式公式 s 

12 + 求解 - s + A- 2 — 2 d ， ■:” = 4 t 5，且 ％=3 f a ! = 6 - a ? s 0 & 

13* 求解 a _ = 了〜™; + 6 a rt 、 a & — 91 ^2 =32^, 

)4. 求解 〜 = 5a 开一广 ia„“” a^^=3r a] =2 ， a 2 ~S t = 8 fl 

15. 求解 ^= 2 ^ 3 H - Sci,,^2 — t — 7, a { = —4 f aa 
*16 - 证明定理 3 d 

17. ME 明下述涉及斐波那契数和二项式系数的恒等式 1 

/„+.| = C ( n T 0) + C (打 一 1]) +…十 C(n — 

其中打是正整数且 々= fV 2 H 。 [提 示： 设〜 = C ( n ， 0 )+ C ( n-U 1 ) + - \ Cin - k , h ) ^ 证明序列 U „} 

和斐波那契序列满足的递推关系和初始 条件一 样。] 

18- 求解递推关系 A = s _ + 8 ^- 3 ， flo = = 4 i a z = 88 ^ 

19- 求解递推关系 = _3 d _-2 — a ，- i ， a Q = fi f a ] =—9， a 2 = 1 f > D 

20, 找出递推关系〜 =8 知^ 一 的解的一般形式。 

21 - 如果线性齐次递椎关系的特征方程的根是1，1，1, I -2, —2, -2, 3, 3, - 4 ,那么它的 解的一 
般形式是什么？ 

22. 如果线性齐次递推关系的特征方程的根是一 U — 1, 一1, 2, 2, 5_ 5, 7,那么它的解的一般形式是 
什么？ 

23 - 考虑非卉次线性递推 关系〜 =3 ad +2' 

a ) 证明~=一 2 _〜是这个递推关系的一个 

b ) 使用定理5找出这个递推关系的所有的解. 
e ) 找出 其有办 = 1 的解， 

24. 考虑非齐次线性递推关蒗= 2 〜 ^+ 2 ' 

a ) 证明 = 是这个递推关系的一个解， 

b ) 使用定理5找出这个递推关系的所有的解 4 
C ) 找出具有〜=2的解 g 



348 


第 6 幸 


25. 3 )确定常数 A 和 B 的值，使得 心^如 + B 是递推关系 〜 = 2 a n — ,+^1 + 5 的一个 解， 

b ) 使用定理5找出这个递推关系的所有的解， 

c) 找出这个递推关系 ft 有心=4的解， 

26. 什么是线性非齐次递推关系〜二6^^ —12 〜 y + Sn + FG ) 的特解的一般肜式？如果 

a ) F(n) = n 2 b^FCjty^Z^ c)F(>i)^«2" d)F(rt) = (-2) M 

^}F(n) = n 2 2 n f)F<n> = ^ C-2) B g)F(n) -3 

27. 什么是线性非齐次递推关系 a = —16 a ^+ F ( d 的特解的一般形式？如果 

&) FCn )^ n ^ h ) F ( n )^{ — 2 y c ) F ( n )^ n 2 n d ) F ( n )^ nH n 

OF ( n }=^(^-2)(-2 r l ) F ( n )=^2 ri g ) F ( n > = 2 

28 - a ) 找出递推关系 A = 2 a _,+2/ 的所有的解 

b ) 找出 U ) 中的递推关系具有初始条件^=4的 _ g 

29. a ) 找出递推关系〜的所有的解， 

b ) 找出 （ a ) 中的递推关系具有初姶条件^=5的解。 

30. a ) 找出递推关系 c i , = -5 fln - 1 -6 fl ^ a +42 * 4" 的所有 的解， 
b ) 找出这个递推关系具有初始条件 A =56和 a 2 =278 的解 s 

3 L 找出递推关系 _“ n +2_+3 n 的所有的解 。 [提示：找形如 R 打十&的特解，其中^ 

P '， P 2 是常数 J ^ 

32. 找出递推关系 A 二21^+3 • 2_的解。 

33. 找出递推关系一 4 n + U + l )2" 的所有的解 6 

34. 找出递 推关系 ― 7 a n -] 一 lSfl n -u 十 1 2 a *— a +”4— 的具有知 = — 3， — 0 1 c ^ = 5 的所有的解 
35 - 找出递推关系的具有 h = l ， a 〖=4 的解。 

ii 

36.设屯是前 m 个完全平方的和，即 a n = $ 证明序列 U B ) 满足线性非齐次递推关系〜=心：+^和 

k ■»' i 

初始条件使用定理6求解这个递推关系以确定关于〜的公式 ， 

rt 

37 i 设 I 楚前 n 个三角形数的和 + 即 I = ~ ,其中 h ^ k ( k +\)/ 2 , 证明彳 a .} 满足线性非齐次递椎关系 

卜1 

a , + n («+ 13/2和初始条件〜使用定理 S 求解这个递推关系以确定关于 I 的公式 a 

38, a ) 求线性齐次递推关系〜 = 2« n _ t — 的特征根* (> x ： 这些根 是复数 .） 
b ) 求 （ a ) 的递推关系具有 〜=1 和 a =2的解。 
ns . a ) 求线性齐次递推关系的特征根。（注：这些根包含复数。） 

1>>求（&)的递推关系具有 a 0 -K a !- O t 化=_1和 “ 3 -=1的解， 

*40* 求解联立递推关系 

= 3^,-1 +2 b ^^\ ■ 

K = +2 h n ~x 
初始条件叫和 ~ = l 

*ib W 用例4找到的关干第《个斐波那契数 A 的公式 iiE 明 A 是最接近 


古 m 


的整数 . 

b > 确定对哪些；!有八大于 


对哪些， i 有 / T 小于 
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42. 证明如果= 5 和 h = f f 其中 s 和 Z 是常数 t 那么对所有的止整数 n 有 L = 

43■用斐波那契数的项表示线性非齐次递推关系 + 1 的解， 其中？ i >2, [提 

守” 令1 =〜+ 1并对序列心应用练习 42 n ] 

*44. (要求线性代数） 令疋是 nXn 矩阵，它的主对角线上都是2,对角线元萦旁边的所有位置是1,其余的 
全是 0 t 找_个关于九的行列式心的递推关系 * 求解这个递推关系并找到一个 关于么 的公式 

45. 假设留在岛上的毎对遗传工程培育的兔子在一个月大时生出2对新兔子，在两个月大和以后的每个月 
都生出6对新兔子。没有兔子死去 T 也没有兔子从岛上离开。 

W —对新生的兔子留在岛上，求出与?1个月后岛上兔子对数有关的递推关系。 

b ) 通过求解 U ) 中的递推关系确定一对新生的兔子留在岛上 n 个月以后岛上的兔子对数 。 

46, 假设初始在一个岛上有2只山羊 。 由于自然繁殖， 岛上 的山羊数每年加倍，并且每年有些山羊被带来 
或带走。 

a ) 假定每年另有100只山羊被放到岛上，构造一个关于第 n 年初岛 h 山羊数的递推关系 
b > 求解 （ a ) 的递推关系来找出第 n 年初岛上的山 羊数， 

c ) 假定对于每个^>3,在第 n 年有 ri 只山羊被从岛上带走，构造一个关于第”年初岛上山羊数的递推 
关系<1 

d ) 求解 （ e > 的关于第7!年初岛上山羊数的递推关系。 

47* 在一个充满活力的新软件公司，一个新女雇员的初始 T . 资为50 000美元，公司允诺每年底她的工资将 
是她前一年工资的2倍.并且她在公司的每年都将额外增加10000美元， 

a ) 构造一个与被雇用的第 n 年她的工资数有关的递推关系。 

b ) 求解这个递推关系找出她被遙用的第 n 年的工资。 

某些线性递椎关系没有常系数*但也可以被系统地 求解。 这就是形如 / U ) 〜的递推 
关系的情況^练习 4 S 〜50说明了这一点^ 

M 8+ a > 证明递推关系 

f(n)a M = + A( w) 

其中《会1, &= C ， 可以转变成如下形式的递推关系 

= 匕一，十 Q(n)hin) 

其中 &，= g(n +1 ) Q(n +1 ，碱足 

Q(n) ™ (/(l>/(2) … /(n — 1)>/(1) 足 (2) … 度 （ n)) 

b ) 使用 （ a ) 求解雎来的递推关系以得到 

m 

C + 2 Q(*)ACn 

一 _i = 1 

〜 = g{v+ 1)QU 十 1) 

*49 -使用练习 48 求解递推关系 U + l >〜 = ( 打 +3)^4 十⑴”>1，办=“ 

50. 可以证明当以随机的顺序排序《个元素时，快速排序算法（在 3 -5节练习中描述）所做的平均比较次数 
满足递推关系 

C _ = re + 1 + — ^ Q 

n ~ l , 2, &初始条件 

a ) 证明 { C ,} 也满足递推关系 + 2, 
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b ) 使用练习 4 S 求解的递推关系以找到关于 C , 的显示公式, 

^5 L 证明定理 
**52, 证明定理6, 

53,求解具有初始条件丁 (1) = 6 的递推关系： ru ) = n ru /2)。 [提示： 今 然后做 替换〜 = k > gT (2 M 
以得到 一个线 性非齐次的递推关系 

6.3 分治算法和递推关系 

6. 3. 1引言 

许 多递归算法把一个给定输人的问题划分成一个或多个小问题，连续施用这种划分 
J 直到可以很快地找到这些较小问题的解 & 例如，在执行一个二分检索时把对一个元 

素在表中的搜索归约为对该元素在长度减半的表中的搜索。我们继续施用这种分解直到只剩下 
一个元素，当我们使用归并排序算法排序一个整数的数表时，我们将这个表划分成相等大小的 
两半并且分别排序每一半9然后将两个排好序的半个数表归并。这种类型的递归算法的另一个 
例子就是整数乘法的过程，它将两个整数相乘的问题分解成三组位数减半的整数相乘，这种分 
解连续施用直到只剩下一位的整数为止。这些过程叫做分治算法^这是因为它们将一个问题划 
分成较小规模的同一问题的一个或多个实例，然后用这些小问题的解来处理这个问题以找到初 
始问题的解，这当中也许会需要一些额外的工作。 

这一节将说明怎样用递推关系分析分治算法的计算复杂性6我们将用这些递推关系佔计许 
多不同的分治算法（包括我们在本节引入的算法）所使用的运算次数。 

6.3.2 分治递推关系 

假设一个递归算法把-个规模为《的问题分成 a 个子问魉 > 其中每个子问题的规模是 舰％ 
简单起见，假设《是 A 的倍数；实际上，较小的问题的规模常常是小于等于或者大于等于 rt / fc 的 
最近的整数）。此外，假设在把子问题的解组合成原来问题的解的算法处理步中需要总 M 为 
的额外的运算。那么，如果/(〃>表示求解规模为《的问题所需的运算数，则得出/满足递推 
关系 

fin ) = afin / b ) - g ( n ) 

这就叫做分治递推关系^ 

首先我们将建立一些可用于研究某些重要算法的复杂性的分治递推关系6然后将说明怎样 
用这些分治递推关系估计这些算法的复杂性= 

例1二分捜索在 2.1 节我们引入了二分检索算法 6 当？ I 是偶数时 t 二分检索算法 
: 把对某个元素在长度为《的搜索序列中的捜索转变成对同一元素在长度为 n /2 的搜索 

序列中的二分检索 & (因此，规模为 n 的问题已经被分解成规模为的问题为执行这个分解 
需要2次比较（一次是为了确定要用到表的哪一半，另一次是为了确定表是否还有项留下来）。所 
以，如果 / U ) 是在规模为 n 的搜索序列中搜索一个元素所需要的比较次数 * 那么当^是偶数时 
/<^)-/(«/ 2 ) + 2 , ■ 

例2找一个序列 的嚴大 和最小考虑下面的查找序列 A ,叱，〜中最小和最大元素的 
算法 。 如果那么^就是最大和最小的元素。如果〃>1,把这个序列分成两个序列，或者 
两者有同样多的元素，或者一个集合比另一个集合多一个元素。问题就归约成査找两个较小序 
列的最大和最小元素 & 比较两个较小集合的最大和最小元素，从而得到全体的最大和最小元素, 
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原问题的解就得到了。 

设 / U ) 是找〃元素集合的最小和最大元素所需要的总的比较次数。我们已经说明了当 u 是 
偶数时一个规模为 n 的问题4以归约成两个规模为《/2的问题，这里要使用2次比较，一次是比 
较两个集合的最小元素，而另一次是比较兩个集合的最大元素，当 n 是偶数时就得到递推关系 
/“）= 2/ U /2) + 2。 , ■ 

例3 归并排序在 3. 5节介绍的归并徘序算法把一个具有〃个项（其中《为偶数）的待排序 
的表划分成两个表，每个表〃/2个元素，并且用少于〃次的比较将两个排好序的表归并成一个排 
好序的表 u 因此，通过归并排序算法排序〃个元素的表用到的比较次数小于其中函数 
满足分治递推关系 

M ( n ) =2 M ( fi /2) +rr ■ 

例 4 整 数的快速乘法令人惊讶的是存在许多比整数乘法的传统舴法（在 2. 5节描 
：l 述过）更有效的算法。这里描述的一个有效的算法就用到了分治技术。这个快速的乘 

法箅法开始把每个2/1位的二进制整数分成两块，每块 n 位。 然后- 原来位的二进制整数的乘 
法被分解成3个 n 位二进制数的乘法，还要加上移位和加法. 

假设 a 和是两个整数的2〃 位的二进制表达式(为了使得它们等长，如果需要的话，可在这 
些表达式前面加上若干个0>。令 

a = aZn-2 … ai ay )z 和 6 = (^2ir 1 ^Zrr-2 …办 1 办 0 ) 之 

令 

a = 2 n Ai + Aq , h = 2 n iJi ~h . B & 


其屮 

A \ = { atn^i *** a w +i < in )2 * Ao = ( a n ~\ "-ai ao )s 

B \ — …心 + i & ii )2 ， B 0 = d —、 … b ] M)z 

快速整数乘法算法是基于恒等式 . 

ah = (2^ + 2 W ) Ai Ui -h 2^ ( A| — ) { Bo - B|) + C2* 3 + 1) Ao 

关于这个恒等式的一个_®:要的事实就是，它证明了两个2»位整数的乘法可以用3个 n 位整数的 
乘法加上加法1减法以及移位来实现 • 这证明了如果 /( 幻是两个”位整数相乘所需的按位运算 

的总数，那么 

f (2 n ) = 3 /(”）+Oi 

这个等式成立的理由如下： 3次 n 位整数的乘法可以使用 3 /( W 次按位运算实现。每次加法' 减法 
和移位使用的运算次数是〃位运算的常数倍，而 Oi 表示由这些运算用到的总的按位运算数 D ■ 

例 5 快速矩 阵乘法在 2.7 节例5中我们证明了使用矩阵乘法的定义进行两个 rtX/i 
矩阵相乘需要 rt 3 次乘法和 VU —1) 次加法 . 因此， 按照这种方法计算两个 nXw 矩阵 
之积需要次运算【乘法和加法）。令人惊讶的是，对于两个矩阵相乘存在更有效的分 
治算法，这个由 V ,斯特拉森于1%9年提出的箅法当《是偶数时将两个矩阵的相乘归约为 
两个 ( V 2) X (7 i /2) 矩阵的7次相乘和 U /2) X ( rt / 2 ) 矩阵的15次相加^ (要了 解这个算法的细节见 
[ CoLeRiStOl ]。） 于是，如果 /( W 是用到的运算 《乘法 和加法 i 次数，那么当 rz 是偶数时有 

/( w ) = 7/ U /2) + I 5 ii ? /4 _ 

正如例1〜例5所示，在许多不同的情况中都出现了形如 /( ri > = a /( n /6)+ g ( n ) 的递推关系“ 
可以对满足这种递推关系的函数的阶作出估计9假设/满足这个递推关系，其中 n 可被6摧除0 
令 n = 其中纟是一个正整数。那么 

fin ) = af ( n / h ) + g ( n ) 
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a z fin /6 2 ) + < ig ( n / b ) + gin ) 

a 3 /( W ) 十 a 2 g ( n / b 2 ) + ag ( n / b ) + gin ) 


4-S 


a k f ( n / b^y + 


0 


由于 w = l , 从而有 


*=i 


fin ) = a k f ( l ) + 2 





我们可以使用这个关于 /(«) 的等式估计满足分治关系的函数的阶 4 
_设/是满足递推关系 

fin) — af(n/b) + c 

的增函数，其中《被6整除， a^U &是大于1的整数， c 是一个正实数 6 

0( n ]a ^ a ) 如果 a > 1 


那么 


f ( n ) 是 


0( logn ) 如果 a = 1 


进一步，当《 =炉，其中 * 是正整数， 


f ( n ) = C [ n 10 ^ + Cz 


其中 C ^ fiV ^ c / ia-DK C 2 = - c / Xa - l ) 


9 


证首先令垆，由定理前面的讨论得到的关于 / U ) 的表达式和 gU ) = c , 我们有 

A - 1 JH"] 

fin ) = a k f ( 1) + 2 a^c = a k f ( 1) + 


D 




先考虑 a = l 的情况 a 那么有 


fin ) = /(1) ck 


由于?3 = //，我们有 6=【 ogt 〜 于是 

/ Crt ) = /( 1 > + ciog^n 

当； I 不是 6 的幂时，对某个正整数 4 有 P < R < 护由于/是增加的， 故 nn 、< J ( b ^) = 
/( l )+ c ( Jfr + l )-=(/( l 〕+ c > f ck <,(/ C 1) + c ) + c \ og d n 0 因此，当 a = l 时在两种情况下 / U ) 都是 


0( logTl) c 

现在假设 a>U 首先假定《 =鲈，々是正整数，由几何级数的求和公式 （3. 2节定理 1) 得 

fin ) = a k f ( 1) + c ( a k — l )/{ a — 1) 

— d k \ij( I) + e/(a — 1)] ~ c/{a — 1) 

=Ci n [(>s h a 4 - Cz 


这是由于 (见附录 1 的练习 4)， 其中 Ci =/( l ) + c / U - l>iQ = — r /( a — l ) 

现在假设《不是&的幕。那么 m <»< 沪+1，其中)&是一个非鱼整数，由于/是增加的， 

fin ) </( M 十 1 ) = Cia * +1 + C 2 


D 


^( Cia ) a^ og & n + 

+ C 2 


这是由于 k ^ log b T 2< k^r l e 
于是， /( w ) 是 0( n Ui ^ a ) ^ 

例 S 〜例 9 说明怎样使用定理 1 


□ 




例6设 /(7 z > = 5/( rt /2) 十3且/(1) = 7,求/(2”，其中 Jfe 是一个正整数。如果/是一个增 


函数，请估计 /( tO 
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■， 滅么 解从定理1的证明 * 考虑 a = 5, 6=2, c -3, 我们看到如果 n = 那么 

(I 

fin ) = a *[/ Xl ) + c/(a — 1)] + [— c / (a — 1 )] 

= 5*[7 + (3/4)] — 3/4 
-5 M 31/4)-3/4 

又如果 /( rO 是增加的，定理1证明了 / U ) 是_ 
我们可以使用定理〗估计二分检索算法和例2査找序列的最小和最大元素的算法的计算复 
杂性。 

例 7 估计二分检索使用的比较次数。 

解在例1中证明了当 n 是偶数时 /(〃）= / U /2) + 2, 其中/(/0是在规模为〃的序列中实现 
一个二分检索需要的比较次数。因此得出 / U ) 是 0( logd t ■ 

例8估计用例2给定的算法査找序列的最大和最小元素所使用的比较次数. 

解在例2我们证明了当 n 是偶数时 /(«> = 2/( n /2)+2, 其中/是算法需要的比较次数。 
于是，由定理1得到 /( W = OU lo « 2 )= OU) s B 

我们现在叙述一个更一般的、更复杂的定理_定理1是它的特例 # 这个定理（或者更强的版 
本）有时称作主定理 （ MasterThoirem ), 因为它在分析许多重要的分治算法的复杂性中很 有用。 

HHB 主定理 设/是满足递椎关系 

fin ) = af ( n / h ) + cn d 

的增函数，其中 n = ^， A 是一个正整数， a^U A 是大于1的整数， e 和 J 是实数，满足 c 是正 
的且 fc 是非负的。那么 

0(^) 如果 a <^ 

f ( n ) 是^| 0( 如果 a = 

lOCw L ^ a ) 如果 a > M 

定理 2 的证明留给读者作为本节末的练习 29-33, 

例 9 归并排序的复杂性在例3我们解释了用归并排序来排序《个元素的表便用的比较次 
数少于 Mb ), 其中 MU ) = 2 JWG /2)4 l 根据主定理 《定理 2) 我们找到 MU ) 是 OUbgn ), 这与 

在3_ 5节得到的估计一致， ■ 

例 10 估计使用例4描述的快速乘法算法做两个 a 位整数相乘所需要的按位运算次数， 

解例4证明了当^是偶数时/ ㈠ ：^^〗#?!/^).*^，其中 / U ) 是使用快速乘法箅法做两个 ?I 
位整数相乘所需的按位运算次数，于是_由定理 2 得到 /( 幻是 CK «4 3 ) 9 注意 log 3 sl . L 因为 
通常的乘法算法使用 0 U 3 ) 次按位运算，所以对于足够大的整数，包括实际应用中出现的大整 
数，快速乘法算法在时间复杂牲方面比通常的算法有了本质的 改进， _ 

例11估计使用例5的矩阵乘法算法做两个/矩阵相乘所需要的乘法和加法次数， 

解令 /(«) 表示使用例5提到的算法做两个矩阵相乘所需的加法和乘法次数。当 n 是 
偶数时我们有 /<^) = 7/ Oi /2) + 15« V 4, 于是由定理2得到 /(71) 是 0( rr _ 7 ) E 注意 log ? =^2. 8, 
由于通常的两个 nXm 矩阵相乘的箕法要用 0 U 3 ) 次加法和乘法，显然，对足够大的整数心包括 
出现在许多实际应用中的大整数，这个算法比通常的算法在时间复杂性方面更加有效。 _ 

最接近点对问题我们在结束这一节之前引人一个来自于计算几何的分治筲法 * 计算几何 
是离散数学的一部分，专注于求解几何问题的算法 d 
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例12最接近点对问题 平面上有”个点 ( n ， ： Vi )，（ A * : ys)， …， : y n > 的集合， 

一 其中两点(1，力）和 ( A ， 方）之间的距离是通常的欧几里得距离(方一义) 2 0 

考虑确定其中最接近的点对的问题。这个问题见于许多应用中*例如确定在某航空控制中心管 
理的特定高度的空间最近的一对飞机。怎样以-种有效的方式找到这个最近的点对？ 

解为解决这个问题，可以首先确定每对点的距离，然后找到这些距离的最小值。但是，这 
种方法需要0( 〆 ）次的距离计算和比较，因为存在 C (〜—1)/2 个点对。不过存在一个 
精致的分治算法,对于〃个点可以用 OhlogW 次的距离计算和比较求解这个最接近点对问题， 
我们在这里描述的算法是归功于米凯尔 * 萨莫斯（见 [ PrSW 5])。 

为了简单起见 f 假设〃 = 2*，其中々是正整数.（我们避免某些当 n 不是2的幂时必需的技术 
上的考虑 h 当《 = 2时，只有一对点；在这两个点之间的距离就是級小距离。 

箅法的递归部分将问题划分成两个子问题，每个涉及一半的点.第一步使用归并排序算法， 
根据这些点的 I 坐标对点迸行排序。这需要 0( Mogrt > 次运算。_旦根据它们的 I 坐标对这些点 
排好序，我们画一条垂 线/将 n 个点分成两部分，左半部分和右半部分大小相等，每部分包含 
«/2个点，如图 6-5 所示。（如果有任何点落到划分线 I 上，必要的话，我们把它们分在这两部分 
里 ，） 在后面的递归步骤我们不再需要根据 x 坐标排序，因为我们可以从所有的点中选择对应的 
排序子集^这个选择是可以用 OU ) 次比较完成的任务 * 






在这个阁示中 * 在16个点的集合中找 M 
接近点对的问题归约成两个在 8 个点的集 

合中找勗接近点对的问题和确定中心在 f 
宽为 2 d 的间隙中是否存在比卢 min (屯办) 
更近的点的问 



d d 


m 6^5求解最接近点对问题的算法的递归步 


最接近的点对的位置有三种可能； （1) 它们两点都在左邢区域 L ， <2)它们网点都在右部区域 
Ji, U) —点在左部区域且另一点在右部 区域。 递归地使用这个算法计 算心和 其中也是在 
左部区域的点之问的最小距离，是在右部区域的点之间的最小距离，山?）。为 
了成功地将在原始集合找最接近点对的问题划分成在两个区域分别找最短距离的问题，我们必 
须处理界法的治之部分，这要求我们考虑最接近的点处在不同的区域的情况*即一点在 L 中, 
另一点在及中。因为存在一对点距离为或者它们都在只中，或者它们都在 L 中。对于分在 
不同区域的最接近的点，要求其距离一定小于 

如果一点在左边因域，一点在右边区域且处在小于^的距离内，这些点一定位于宽度的 
以 i 作为其中心的垂直间隙中。（否则，这些点的距离一定大于它们的1坐标之差，而这个距离 
将超过 d 为了检査在这个间隙中 的点， 我们对它们进行排序并按照:^坐标递增的顺序把它们列 
出来。这可以使用归并排序用 OUbgW 次运算做到，并 H 只需在算法开姶时做一次，而不是在 
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每个递归步做，在每个递归步，我们从已经按照其 >，坐标排好序的所有点的集合，构造在这个區 
域内的根据其: y 坐标排序的点的子集，这可以用 0 U ) 次比较做到。 

从间隙中具有 M 小: y 坐标的一个点开始，我们连续地检査间隙中的每个点，计算这个点与间 

隙中所有其他具有 较大； y 坐标且与这个点的距离小于 C /的点之间的距离。注惫到为检査点…我 
们只笛要考虑在 f 和下述矩形中的一组点之间的距离。这个矩形的高为 A 宽为2 d ，在它的底 
边上，并且它的垂直边与/的距离为 

我们可以证明在这个点集中至多存在8个点，其中包含 P 在内（或者在这个的矩形的 
边上），为了看到这一点，注意到在图 6-6 所示的 S 个 d /2 Xd /2 的正方形中，每个正方形内部至 

多町能存在一个点 & 这是由于在一个正方形的边上或者内部最远距离的点是对角线的长度 din 
(使用勾股定理可以得到）.这个距离小于 A 并且每个这样的正方形是完全处在左区域或者右区 
域内 D 这意味着在这一步我们至多只黹要与^比较？个距离，这些距离是在 A 和矩形内部或者边 
上7 个或者更少的其他的点之间， 



包含^在内.至多8 个点可 
能处在屮心在 f 的 
形内或#边上_因力 S 个(^) 
的正方 形中，每个内 
部或边上至多可能存在一个 

点 - 


图&6说明对间隙中的每个点至多需要考虑另外7个点 

由于在宽为 2 d 的间隙屮的总点数不超过以集合中的总点数），至多需要与^比较以个距离 
以找到点之间的 M 小距离，即只存在 h 个距离可能小于 d 。 因此，_旦用归并排序按照这些点 
的 I 坐标和 J 坐标对它们进行徘序以后，我们发现求解最接近点对问题需要的比较次数不超过满 

足递推关系 

f ( n ) = 2 f { n /2) t 7 n 

的增函数 /( n ), 其中 /(2) = U 根据定理2,得到/(71)是 0</ ik > g 7 a ), 用归并排序算法根据点的 r 
坐标和 J 坐标对点做两次排序，做每次排序用 CKMogn ) 次比较，在算法的 0( logW 个步中的每一 
步， 这些坐标的排序子集每次可以用 0 U > 次比较 得到。 因此1这个最接坻点对问题可以用 
OUlog / O 次比较求解。 ■ 

练习 

1. 在64个元素的集合中，做二分检索需要多少次比较？ 

2. 在 12 S 个元素的序列中，使用例2中的算法査找最大和最小的元素需要多少次比较？ 
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3,使用快速乘法算法乘 （ lllO ) r 和（1010> 2 。 

4_用伪码表示快速乘法箅法. 

5- 确定在例4中的常数 C 的值，并且使用它怙计用快速乘法算法做两个64位二进制整数相乘所霜要的按 
位运算次数. 

6. 用例4引人的算法做两个 32 X 32 矩阵相乘需要多少次运算？ 

7. 假设当 ri 被3整除时有 f ( n ) = fiW 3) + l 和 /(1)=1，求 

a )/(3) b ) f (27) c ) f (729) 

8- 假设当《是偶数时有/0^) = 2/0!/2) + 3和/<1> = 5,求 

a )/<2) b )/(8) c )/(64) d )/<!024) 

9 - 假设当被5整除时有 /( 幻 = / U /5> + 3 f 和/(1) = 4 —求 

a )/(5) b )/( I 25) c )/(312 S ) 

10. 当 打= 2*时求/化）， 其中 / 满足递推关系 / CWs / a/U + l , /( I ) = U 

11. 如果/是一个增函数，估计练习10中的/的规模 e 

12. 当11 = 3#时求 / U ), 其中/满足递推关系 /(«)，2/ U /3) —4 t /(1 )-U 

13. 如果/是一个增函数，估计练习12中的/的规模乂 

14. 假设在一个淘汰锦标赛中有《 = 个趴，其中在第一轮有 n /2 场比赛， n /2 = 2— 1 个贏的队进人第二轮 
比赛，依此进行.建立一个关于锦标赛的轮数的递推关系。 

15. 在练习 U 的淘汰锦标赛中如果有32个队，需要进行多少轮比赛？ 

16. 求解练习14所描述的关于锦标赛轮数的递推关系。 

17. 假设 rt 个投票人为不同的候选人（珂能存在多于2个候选人）进人某个办公室投栗，选票作为一个序列 
的元素如果一个人得到的选票超过半数他就蘊得竞选， 

a > 设计，个分治箅法确定是否一个候选人得到半数选票，如果是，则确定这个候选人是谁，[提示：设 
«为偶数， 并&将 选票序列划分成两个序列，每个序列具有《/2个元素^注意到如果对于两个半麩序 
列每一个都没有得到一半以上的选票， 那么一 ■个人就不可能得到所有选票的一半以上0 
b ) 使用主定理估计你在 （ a ) 中设计的算法所需要的比较次数. 

假设在一绀71个人中，每个人从候选人的提名中怡好选两个人担 任一个 委员会的两个 职务。 只要每人 
得到超过〃/2的选票，这头两个人将赢得这两个 席位。 

a ) 设计一个分治算法，确定两个得到最多选票的候选人是否毎个人至少得到了 W 2 的选票 t 如果是， 
确 定这两 个候选人是谁 。 

M 使用主定理估计你在 （ a ) 中设计的算法所需要釣比较次数, 

19. a ) 使用 3. 5节中的练习] B 的递归算法为计算/所需要的乘法次数建立一个分治递推关系*其中 x 为实 

数，^是正整数， 

b ) 使用你在 （ a > 中找到的递推关系构造使用递归算法计算/所用乘法次数的大 O 估计 a 

20. a ) 使用 3*5 节中的例2的递归算法为计箅 /mod m 所需要的模乘法次数建立一个分洽递推关系，其中 

n 为正整数。 

b > 使用你在中找到的递推关系构造使用递归算法计算 fmodm 所用模乘法次数的大 O 估计 d 

21. 设函数/满足递推关系 / U ) = 2/(7^) + 1，其中《是大于1的完全平方数且 = U 

a ) 求 / Ufi ), 

b ) 求关于 /<«) 的大 O 估计，[提 示: 做替换 

22. 设函数/满足递推关系 / U ) =- 2/(^) + logn ,其中 n 是大于1的完全平方数且/《2> 二 U 

a ) 求 / C 16). 

b ) 求关于 /(”） 的大 O 估计^ L 提示；做替换 = 

**23, 这个练习涉及求 it 个实数序列的连续项的最大和问题 * 当所有的项都是正数时，所有项之和就给出了 
答案， 但是当某些项是负数时情况就比较复杂了+例如， 序列一 2, 3. — 1，6, — 7, 4 的连续项的最 
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大和是 3+< — 1) + 6 = 8,(这个练习基于 [ Be 36 ]) B 

a ) 使用伪码描述一个求解该问 M 的算法，这个算法依次找 从第™ 项开始的连续项之和，从第二项开始 
的连续项之和，等等.井在算法执行时记录当前找到的最大利 9 
^>依照所做的计算和的次数与比较次数确定在 U ) 中算法的计算复杂性. 

c ) 设计一个分治算法求解这个问题.[提示；假设序列中有偶数个项.把这个序列分成两半。解释当连 
续项的最大和包含了在两个半序列的项时怎样处理这种情况，] 

d ) 使用 （ c ) 中的算法求下面毎个序列的连续项的最大和； 一 h 4, — 1，3> 5, — ft , 1，^ 4, 1，_3, 
7, —1， —5, 3 1 ~ 2 ; 一 K 6， 3* ~4 t — 5， S , — 1， 7 a 

e ) 对干 U > 中的分治算法使用的求和次数和比较次数求一个递推关系。 

f > 使用主定理估计这个分治算法的计算复杂性 g 依照计算复杂性把这个算法和中的算法做比较，结 
果如何？ 

24. 使用例12描述的求最接近点对的算法，使用点之间的欧几里得距离，求下述点 （U 3 >， （h 7)， 
(2, 4), (2, 9)， （3, 1), (3，5)，（4, 3)， f 4, 7} 的最接近点对 

25. 使用例12描述的求最接近点对的算法，使用点之间的欧几里得距离，求下述点 （1, 2), (1， 6). 
<2, 4>， <2 t 8)，（3，1〕，（3， S ), (3, 30>, (4， 3) ， （ S . 】 ） ， <5_ 5 ) ， （5 , 9> “6, 7) ， <7， 1) , 

(7, 4), (7, 9), (8, 6) 的最接近点对 。 

^26,使用伪码描述例12中所叙述的解最接近点对问题的递归算法。 

27,如果两点间的距离定义是也 yd . Up ^)) = max ( 丨心一；| , [ y —力 [ 使用例12描述的算法中用 

的那些合理的步骤并加以改变，构造一个求两点之间的最小距离的算法。 

设一个人从《个数的集合中取一个数 I ,第二个人通过连续选取的〃个数的子集蒱这个数。他问 
第一个人是否1在每个集合里 。 第一个人回答 " 是”或者“不是' 当第一个人每次回答都是真话 
时，我们可以使用 iog « 次询问找到做法是连续在每次询问时将这个集合对半划分 * 〗976年 
由斯坦尼斯劳 * 乌拉姆 （SianLslaw 提出的乌拉姆问题是 3 假设允许第一个人恰好 说谎一 

次，为找到 x 需要多少次询问？ 

a ) 给定数 f 和打个元素的集合， ilt 明每个问题问2次并 R 当发现说谎时可以多间一个问題，那么 
乌拉姆问® P 了以用 2 log « + l 次询问求解 ^ 

b ) 把初始的 m 元素集合划分成4部分，每部分具有《/4个元素 * 证明使用2次询问就可以排除 
1/4的元素.[桡帝：使用2次询问，其中每次询问都问是否这个元素在两个 n /4 个元素的子 
集的并集之中，并且其中一个个元素的子集出现在两次询问中 J 

d 利用 a ) 证明如果等于用 （ b ) 中的方法求解乌拉姆问 M 所用到的询问 次数* 且 n 被4整除 t 

那么 / <7 t ) = /(3^/4)+2 0 

d ) 求解 （ c ) 中关于 /(«) 的递推关系 a 

e ) 这种每个问 题问两 次來求解乌拉姆问题的天真的方法与基于 （ b ) 的分治方法，哪种具有更高的 
效率？ 求解乌拉姆 N 题的最有效的方法己经由 A * 派尔克 ( Pek ) 确定 LPeS 7 ] d 

在练习29〜33中，假设/是一个满足递推关系 / b ) = a / U/ ㈠ 的增函数，6是大于1的整 
数， r 和 d 是 IE 实数.这呰练习提供~个关于定理2的证明 。 

*29. 证明如果 _ti rt 是 f ? 的择， 那么 /(??) = /( n 

30, 使用练习 2 S 证明 如果 a = 郎么 / U ) 是 0( Vbgt 0 5 

*31+ 证明如果 a 关 M fin 是 6 的幂，那么 + 其中 — Q = /( l ) + h / 

32 . 使用练习 31 证明如果 d <//, 那么 / U ) 是 OU d ) p 

33. 便用练习31证明如果那么 / U ) 是 

34. = 求 / U ), 其中 / 满足递推关系 / U ) = 5/ U /4)+6 〜/(1>=1, 
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35. 如果/是增函数，估计练习34中/的大小。 

36. 当 = 时，求 / U ), 其中/满足递椎关系 / U ) = 8/( n /2) + V , / U ) = U 

37. 如果/是增函数,估计练习％中/的大小 g 

6.4 生成函数 

6.4.1 引言 

表示序 列的一 种有效方法就是生成函数，它把序列的项作为一个形式幕级数屮变 M x 的幕 
的系数.可以用生成函数求解许多类型的计数问題，例如在各种限制下选取或分配不同种类物 
体的方式数，使用不同面额的硬币换一美元的方式数等，也可以用生成函数求解递推关系。它先 
把关于序列的项的递推关系转换成涉及生成函数的方程_然后求解这个方程并找出关于这个生 
成函数的封闭形式。从这个封闭形式可以找到生成函数的幕级数的系数，从而求解了原来的递 
推关系。生成函数也可以利用函数之间相对简单的关系来证明组合恒等式，由于这些关系可以 
转换成涉及序列的项的恒等式，生成函数是有用的工具，除了本节描逑的内容以外，可以用它来 
研究序列的许多性质，例如建立关于序列的项的渐进公式。 

我们从序列的生成函数的定义开始。 

^3 D 实数序列勿，則，…，❸，…的生成豳数是无穷级数 

G(x) = ao + -f- + H - - 

注意定义 1 给出的 Ud 的生成函數有时叫做 un 的普通的生成函数*以和这个序列的 
其他类型的生成函数 相区汾 U 


例1序列 Ud 具有4=3, a ,= k -^ l 和 w = 的生成函数分别是 X ； 丨） 〆 ， 


Pu 

2 h jc k 

I^Q 



我们通过置 a n + i =0， ^ n ^-2 = 0,依此卜去，把一个有限序列_ » an ， 


J 




扩充成一个无 


限序列，就可以定义一个实数的存限序列的生成函数。这个无限序列的生成函数是一 


个《次多项式，因为当时没有形如 


的项出现，即 


G ( 工 ) — ^ ^ *** + a^jc * 1 

例2序列1，1, 1, 1，1，1的生成函数是什么？ 

解1, 1，1, 1, 1, 1的生成函数是 

1 + 1 + JT 2 + J： 3 + X 4 + 戈 5 

由 3* 2节的定理1有 

(jt & 一 l)/(x — 1) = l + j ： + j ： 2 +j： 3 +>r 4 +x 5 

因此， GU ) = (d 1) 是序列 U 1，1, 1，1, 1 的生成 ii 数。 ■ 

例 3 设 m 是正整数 0 令 a * = C ( m - 是），是= 0，1，2，…， m 。 那么序列 aor a m ^ 

生成函数是什么？ 

解这个序列的生成函数是 

G ( x ) = CXm s 0) + + …+ ■ 

二项式定理证明 G ⑴=(1+乂）' 
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6.4,2 关于幂级数的有用事实 

当用生成函数求解计数问题吋，通常将它们考虑成 形式摹 級数， 这里忽略了 这些- 数的收 
敛问题^但是为了应用某些微积分的结果，考虑幂级数对什么 x 收敛有时是很重要的 t 在我们的 
讨论中将不涉及收敛性问题 ^ 熟悉微积分的读者如果想了解所涉及级数的收敛性的细节，可以 
参阅有关这方面内容的教 科书。 

现在我们将叙述某些与无穷级数有关 的重要 事实，这些将在研究生成函数时用到 & 这些事 
实的讨论和相关的结果都可以在微积分教科书中找到。 

例 4 函数 / U > = i /(1 — : r ) 是序列1，1， 1. 1,…的生成函数，因为对丨 x | <1有 

1/< I ^ jo) ~ 1 + X 十 + ”. ■ 

例5 函数/(了）= 1八 1 — 肛）是序列1 ， L V ， V ,…的生成函数，因力当 Ur 丨<1或等 
价地说对 I 工丨<1/ J a | , a 乒0有 ， 

1 / ( I 一 ttr > 二 1 + 肛 + a ? J 2 + … _ 

我们也需要 了解两 个生成函数是怎样相加和相乘的。这些结果的证明也可以在微积分教科 
书中找到。 





令 /( J ：) = 2 私 工 k ， ^( x ) — ^ ^ xh * 那么 


I 公 


0 




/(JT) + g(x) — 2 ■ /O)ff(J) = 2 ( )^ k 


o 


Q a 


我们将在例 6 中说明怎样使用定理 U 

era 

例 （ i 设 /( j ：) = i / a - j ：)\ 用例4求出表达式 /( j ：) =乏中的系数 w ， 幻，…, 

A-=fl 

解由例4看出 

1/(1 一 jt) — 1 + jt _ jc^ I 十 ■■- 


因此*由定理1有 

cx > J ： OO 

1/(1 - JC > £ = 2 ( S 1 ^ ■ 

1-0 j -0 

注意 这一结果也可以通过微分从例 4 导出 D 从已知生成函数的恒等式 产生新 的恒等式的一 
种有用的技术就是求导。 


为了用生成函数求解许多重要的计数问题，我们需要在指数不是正整数的情况下应用二项 
式 定理， 在叙述广义二项式定理之前，我们需要定义广义二项式 系数。 

ggaa 设 u 是实数且▲是非负整数，那么广义二項式系数定义为 

K 

/u\_ j«( w — 1) … +1) A ! 若 k>o 
例7求广义二项式系数和的值， 

0 J 

解在定义2中取 “=一2和6 = 3得 

(™2)= (-2 M - S ) (- 4) = 一 4 

类似地取 m =1/2 和 A = 3 得 
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，1/2、_(1/2>(1/2 - 1)( 1/2- 2) 

V 3 ^ 3| 

= (1/2)(- 1/2)( - 3/2)/6 

= 1/16 _ 
当上边的参数是负整数时，例8对广义二项式系数提供了一个有用的公式。我们后面的讨论 
中会用到它。 

例 8当上边的参数是负整数时，广义二项式系数叶以用通常的二项式系数的项表示。为此 
只需注意到 

广 n (~ n ) (— n ~ 1} r **( — yt — r + 1) 


(一 l) r 7i(w + 1) … Cn + r — 1) 

~Tl 


(—1 ) r ( /I + r — 1)(” + 

r - 2) … it 

r! 



_(- l ) r («+ r - 1)1 
rl(n-l)] 

v /« + r— I \ 

=(—i W ) 


=( — 1 ) r Cin + r _ 1 t r) ■ 


我们现在叙述广义二项式定理， 

广义二项式定理设 z 是实数， 


定理 


jc \ <1， w 是实数，那么 


<l + jr >" = 



可以使用麦克劳林级数的理论证明定理2,我们将这个证明留给熟悉这部分微积分的读者 
完成。 


注意当 u 是 i 整教时，广义二项式定理就归约到 4*4 节提出的二項式定理，因为如果 


k>u , 在这种情况下 






例9说明了当指数是负整数时定理2的应用 

例9 当? I 是正整数时，使用广义二项式定理求（1 +工)1和 （1 一: r )- fl 的生成函数 D 

解 由广义二项式定理得 

(1 + jc)~ n — ^ ( 

使用例 s 所提供的关于的简单公式得到 

(1 + J ) 1 = 2 (— 1 )* C(rt + i ~ I ^ k } jo k 

0 

用一 JT 代替 I 得到 

(1- - = ^ C(n ^ k - Uk)j ^ ■ 
表 6-1 归纳了一些经常出现的有用的生成函数。 
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表 6-1 有用的生成函数 


G(x) 


It 

( 1 + x)* = A) Jt* ! 

k 

=1 +CAn,\')x + €(n,Z}j： ii + .“ +j：_ 

Ctufe) 

n 

(1 +(ir) B = ^Cin r k)a k X k 

* =0 

—1 + Ci h f 1 )ojt + C(n. 2}a 2 t 2 + + 

C(«*Jfe)a* 

(1 + jr r }" = 2 Cin^k)^ 

- l+C(nA)^ + C(n t 2)jc^-\ - f 广 

■■OH 


当 A<« 財为 1 ， 否则为 0 





— — == 1+ 〆 + + … 

1 一 y 

当 r/Jfe 时为 1, 否则为 0 

jz ~ - ~rj = yi (^ + w 1 + 2jt + + **- 

【1 一 工） jt-o 

k + ] 

a-^ = L C(n+ "~ Uk>li 

— 1 + C( f?. 1) J + C(n + 1 + 

C(n + k — It k) = C(fi + A — hfi — 1) 

=1 -CU ¥ 1)^-1-C{n+l t 2)i 2 - 

: i—l) k C(n^-k-l f h) = f-n # C<u t A — 1 , 对一 1> 

--- =+ k M I f 

<1 t^i 

= 14- C(?ul )似 + Cfn + 1 T 2)a 2 1 3 + ■-■ 

C(f? + k — 1 C(n + fe — 1 T n — 1 >a* 

f^= ： Vil^I+j；+ x + J H — 
i! 2 _ 3 ■ 

i.^0 ^ ■ ■ 

1A! 

(, v $ <_ n* +l * _l x 3 /丄 

ln( 1 H~ 3?) = ?j - t" mJC = ^ - T 十 ^ - 丁 + … 

^ k Z 3 4 

{-l) k+l /k 


注： 在大多数皦积分的书中讨论幂级数的部分可以找到关于 a 后两个生成函数的级数* 


6.13 计数问麵与生成函数 

生成函数可以用于求解各种计数问题。特别地，它们可以用于计数各种类型的组合数。在第 
4章,我们开发了一些技术计数〃元素集合的允许重复的 r 组合数 * 在这些组合中可能存在某些 
附加的约家，这种问题与计数形如 

n — a + “■ + h = c 

方程的解是等价的，其中 C 是常数，每个&是可能具有某些约束的非 负整数 a 也町以用生成函 
数求解这种类型的计数问题，正如例10〜例12所承 D 
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例10求 

+ ^3 + ^3 ^ 17 

的解的个数，其屮以，以，幻是非负整数，满足 3< e 2 <6, ❾<7。 

解具有上述限制的解的个数是 

(jo^ + X 3 + X 4 + J ： 5 ) ( X 3 + 工 4 + X 5 + JC 6 ) ( X 4 + X 5 + X 6 + JC 7 ) 

的展开式中的系数，这是内为我们在乘积中得到等于 I 17 的项是通过在第一个和中取项* 
在第二个和中取顼 Jrt , 在第三个和中取项其中幂指数 A , Q 和 e 3 满足方程作十 o = 
17和给定的限制 0 

不难看出在这个乘积中的 V 7 的系数是夂因此，存在 3 个解$ (注 意，计算这个系数与枚举 
方程的具有给定约束的所有解几乎要做同样多的工作。但是*正如我们将看到的，这里说明的方 
法常常可以用于求解各种各样的具有持殊规则的计数问题。此外，可以用计算机代数系统做这 
种计算 J _ 

例 H 把 S 块相同的饼干分给 3 个不同的孩子，如果每个孩子至少接受 2 块饼干并且不超过 
4 块饼干，那么有多少种不同的分配方式？ 

解因为每个孩子至少接受2块饼干且不超过4块饼干，在关于序列 { CJ 的生成函数中对每 
个孩子存在一个等于 

( X 2 + I 3 + 工 4 ) 

的 因式， 其中^是分配〃块饼干的方式数 D 因为存在3个孩子，这个生成函数是 

(J ： 2 + X 3 + JT 1 ) 3 

我们要求这个乘积中的 〆 的系数 。 理由就是在展开式中 V 的项对应于选3项的方式数，其中每 
个因式选1项且指数加起来等于 I 此外，来自第一 1第二和第三个因式的项的指数分别是第 
一、 第二和第三个孩子接受的饼干数 ， 通过计算说明这个系数等于 L 于是存在&种方式分配饼 
干使得每个孩子至少接受2块，但是不超过4块饼干， ■ 

例 12 把价值〗美元、2美元和 S 美元的代币插人售货机为价值 r 美元的某种物品付款，使 
用生成函数确定在代币插人是有序的和无序的两种情况下付款的方式数 t (例如为一种价值3美 
元的物品付款，当不考虑代币插入的次序时存在2种方式：插人3个1美元的代币或1个1美元 
和1个2美元的代币 D 当考虑代币插人的次序时有3种方式，插人3个1美元的代币_插人1个 
1美元代币然后1个2美元的代币，插人1个2美元代币然后1个1美元代币。> 

解在不考虑代币插人次序的情况下，我们所关心的就是为产生 r 美元的总数所使用的每种 
代用的数目4因为可以使用任意多个1美元的代币1任意多个2美元的代币和任意多个5美元的 
代币，答案就是在生成函数 

( 1 + x Hr + ~h *^)(1 + - r 3 + jt 4 + r **- ) (1 -h X 10 + j 15 十 * —) 

中的/ 的系数 D (这个乘积中的第一个因式表示所使用的】美元代币，第二个表示所使用的2美 
元代币，第三个表示所使用的 5 美元代币。）例如，用1美元、 2 美元和 5 美元为一个价值 7 美元 
的物品付款的方式数由展开式中/的系数给出，结果等于6。 

当考虑代币插人的次序时，插人恰好〃个代币产生 r 美元总数的方式数是在 

( x + 4 jr s ) n 

中 的/的 系数，闶为这 n 个代币中的每一个可能是】美元代币、2美元代币或5美元代币。又由 
于可以插人的代币不限数遺，因此当考虑代币插人的次序时，使用1美元、2美元或5美元代币 
产生 r 美元的方式数是在 


1 -h (x + x 2 + ) + (x + x 2 + x。 ） 2 — 


HI 
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中/的系数，这里我们把插人0个代币、1个代币、2个代币、3个代币等方式数加起来，同时 
我们使用了恒等式1/(1_工> =：1 + 1+/ +…且用 z + P + P 代替了: r 。 例如，用 I 美元、2美元 
和5美元的代币为一个价值7美元的物品付款，当考虑使用代币的次序时，方式数是这个展开式 

中工 7 的系数，等于26。[为看到这个系数等于26，要把 U + t 2 t 的展开式中的系数加 

% 

起来，其中这项工作可以用大 M 的手工计算完成 * 也以使用 _ 个计箅机代数系统来 
完成 4 ] ■ 

例1彳说明了当求解带不同假设的问题时生成函数具有的多功能性. 

例“假设已经建立了二项式定理，使用生成函数找出 n 元素集合的 ★ 组合数， 

n 

解集合的 n 个元素中的每一个元素都对生成函数/( I ) = ^ MX * 贡献了项 （1 + xK 因此 
/( X 〉是关于彳的生成函数，其中 at 表示 n 元素集合的&组合数 Q 于是， 

/( x ) = (1 

但是由二项式定理，我们有 

/⑺ = 玄 (:)v 

其中 

n] 

\k^ k\(n-k)l 

于是， C ( n , k ), / i 元素集合的组合数是 

—^ —— ■ 

k\(n — k) 1 

注意在 4,4 节我们使用了关于 n 元素集合的 r 组合數的公式证明了二項式定理 ^ 这些 
倒子说明也可以用数学归纳法证明二项式定理，再用二项式定理推导关于元素集合的 
r 组合教的公式， 

例14 使用生成函数找出当元素允许重复时《元素集合的 r 组合数公式 B 
解设 G ( x ) 是关于序列彳〜}的生成函数，其中〜等于 n 元素集合的允许重复的 r 组合数， 

G ( x ) = S a r jc r 即当我们构成允许 重复的 r 组合时，对 n 元素集合的元素的选择不受限制，这 

n 个元素中的每一个元素都对 G ( j :) 的乘积展开式贡献了 < 1 + ^ + d +^ r 3 +”.>这个因式《这是由 
于当一个「组合被构成时（要选总共 r 个元素 >，每个元素都叶以被选择0次、1次、 2 次、 3 次， 

等等，因为集合中存在个元素，且每一个都对贡献了相同的因式，从而有 

G { x ) = ( 1 Hh I + + …” 

只要 | x ||< l ， 我们就有 l + x + x 2 + “_ = l/(l — d ， 所以 

G ( jt ) — 1/(1 ^ x) n = Cl — 工)-对 

使用广义二项式定理（定理2)，得到 

( 1 — j：)~ n — ( 1 + (― 工 ) ) _n = ( ) (― i) r 

r ■办 y r ’ 

当 r 是正整数时， n 元素集合的允许重复的 r 组合数就是这个和式中的 f 的系数，因此，使用例 
8我们求出~等于 
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「)(-1” - C ~ l )" C (« + r - Ur ) * 

= C ( n 十 r 一 1， r ) _ 

注意例 U 的结果与我们在 4, 5 节定理2所叙述的结果一样 

例 IS 使用生成函数求出从《类不同的物体中选择 r 个物体并且每类物体至少选1个的方 

式数 

解因为我们滞要每类物体至少选1个，这《个类中的每类物体都对序列 Ur ) 的生成函数 
G ( j ：) 贡献丫因式 n +： r + j ： 2 + j ： 3 +…） 其中〜 是从^类不同的物体中选择 r 个物体并且每类物体 
至少选1个的方式数 。 因此， 

G(x) = (j ： + jc 2 十 x 3 + …） rt = 文 11 n + j ： + w = x n /( 1 — x) ^ 

使用广义二项式定理和 例&有 

G(x) =j： n /(l — x) n 

= jr n * ( 1 一 jr)^ rt 

r ^Q \ r / 
in 

= > r C(n + r- 1 ， r)(- l)^ r 

=^ C(n + r — 1 ， r>jr fl+f 
— ^CCl — 1-，一 

l * s 

m 

=^ C ( r — 1 f r — n)j^ r 

在倒数第二个等式我们令 t = n+r lik 得当 r = 0 时且 n + r — 〗 一 1 ， 从而对求和进行了移 
位，然后在最后的等式中用 r 替换 f 作为和的下标而回到了初始的记号。因此，从《类不同的物 
体中选择 r 个物体，如果每类物体必须至少选1个时存在 C ( r — I ， r 一幻种方式， _ 

6.4.4 使用生成函数求解递推关系 

我们可以通过找相关的生成函数的显式公式来求解关于递推关系和初始条件的解。这可以 
用例] S 和例17来说明， 

例16求解递推关系 W =3叫 w *=1, 2, 3，…且初始条件 邮=1 

J r DO- 

解设 GG ) 是序列的生成函数，即 GU ) = S -首先注意到 

4-0 

on OO 

^ G ( x ) — Ua ^. 1 — ^ y ] ak-i 

*=■ I 

使用递推关系有 

G (工)一 3 jtG (工 ） =^ ak^ k —3 1 ^ 

*-0 i =- 1 

■UCI 

十2 (以 一 )工基 

— 2 

因为处= 2且 w = 3 au ，于是 

G ( j :)- 3 jtG (^> = (1 - 3 jt > G ( x ) = 2 
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求解 G < d 得 C ；( j :) = 2/<1 — 使用表 6-1 的恒等式1八1-以 ）= I ,我们有 

CW 

CKj ) = 2 3 k T k = ^ 2 * 

卜 (3 ▲■旮 

于是， ^=2* ■ 

例 17 设一个有效的编码字是一个包含偶数个 0 的十进制数字串。令^表示《位有效编码 
字的个数 & 在 6.1 节的例7中我们证明了序列忪满足递推关系 

a n = 8a„-i 4- 10 n_1 

且初始条件^ =9。使用生成函数找出关于&的显式公式《 

解为了简化关于生成函数的推导，我们通过置将序列扩充，当把这个值賦给 ㈣ 并 
且使用递推关系就得到仰+ 10°=8 + 1=9. 这与初始条件一致。（由于存在一个长为0的编 
码宇——空串，这也是有意义的 j 
用^乘递推关系的两边得 

a n x n = 8a rt — 1 jc n + I0 n 1 x n 


设〜 X " 是序列 a 0 , 則，处，■”的生成函数，从 n = l 开始对上面的等式两边求和，得 
到 


G(jc) — I = ^ a n jr n 

T-1 


= 2 + lO n ~ l JC n } 



= VJ 十 io ” j n 

■ -D ^ 

于是，证明了 

如 = y (8" +則 
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6.4. 9使用生成函数证明恒等式 


在第4章我们已经看到怎样使用组合证明方法来建立组合恒等式，这里将显示这种恒等式* 
还有关于广义二项式系数的恒等式，都可以使用生成函数来证明。有时候生成函数的方法比其 
他方法更简单 T 特别是用生成函数的封闭形式比使用序列本身更能简化证明过程。我们用例 is 


说明怎样用生成函数证明恒 等式。 
例18使用生成函数证明 


^ C(n f k) z = CX2n 9 n) 

其中是正整数^ 

解首先注意到根据二项式定理 n ) 是 （1+ jt ) 2 " 中尤"的系数。而我们也有 

{l + x) u =[(1 t - x) n T 

= [C(tt ， 0) + Cln ， 1 )工十 C(n-2) j 2 + … + 

在这个展开式 中/的 系数是 C<u ， 0)CC«, n> + C(«，1 )C(n, n—l> + C(n ， 2)C(n，fl —2) + … + 

m 

C ( rtr n ) CC?u 0 )， 因为 C ( n，n — k ) ~ Cin ^ k ), 它等于 ^ C ( n ^ k ) 2 由于 C (2; a ， 打）和 

2 C ( n , k ) 2 都表示 （1 中，的系数，它们一定是相等的 a ■ 

本节末的练习42和43要求用生成函数来证明帕斯卡恒等式和范德蒙德恒等式 Q 


练习 


L 求关于有穷序列2, 2, 2，2, 2，2的生成函数 * 

2, 求关于有穷序列1, 4, 16, 64，256的生成函数。 

3, 求关于下面每个序列生成函 数的封 闭形式 . （用最明 ft 的选择设定毎个序列的適顼形式。） 

a)0， 2, 2, 2，2, 2, 2，0, 0，0, 0, 0，… b)0， 0, th 1，1，1，1，1，1，… 

c)0, 1, 0, 0, 1, 0，0，1，0，1， d)2. 4，8，16，32 . 64 . 128，256, 


e 







0* 0， 0, 



02， -2, 2 t _2，2, 一 2* 2* —2， … 


g ) l , 1，0，1，“ 1, 1，1， I ， … WO , 0, 0, 1，2，3，4，… 

4+求关于下面每个序列生成函数的封闭形式，（用最明显的选择设定每个序列的通项形式。) 

a ) — i , — 1，一 it _ 1- — I ， 一 1* — I . o ， cu 0 t 0， o ， o ，“ - 

b ) l . 3, 9, 27， 8 U 243, 729,… 

c) 0, 0, 3 骨 3 t 一 3* 3* —3 •… 

d ) I , 2, 1 T U U 1, I , K 1，… 



5,求关于序列的生成函数的封闭形式，其中 

a ) a B = 5,对所有的1，2… 对所有的 ” = 0，1，2… 

■w 

c ) a H =2 t 对？ r =3， 4，5，…且 d ) a « = h +3 对所有的？1这0- 1. 2，… 
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e )£(, 


(!) 


对所有的 n =0 T 1， 


0^ 


n +~4 




对所有的 n = 1，2… 


6, 求 关于序列彳心丨的生 成凼数 的封闭形式， 其中 
ii ) a , = — 1,对所有的1，2… 

c ) a . = «— 11 对 m = U 2，… 


h ) a ^2% 对 2, 3， 4, …且岛 

d)^ = I/(n + I>! t 对 n = 0 十 1, 2 •… 


a - = Q 


对 n = 0 T 1 ， 2 … 


f ) a n 


ii 十 1 


0，1， 2 


7. 对于下面每一个生成函数给出关于它所确定序列的封闭 公式。 


a )(3 j ：~4) 3 

e)x ? +3 jt + 7 + (1/( 1 — i 2 >) 


g)^ 2 /(I ^ x) E h)2^ 

8. 对于下面每一个生成函数给出关干它所确定序列的封闭公式 


b)C^ + l) a 
(J)x' 1 / Cl +3 j:> 

h)2 户 


— X s 一 jt 一 1 


a )< j 2 + l ) 


b )(3 j ：- I ) 


e ) x — I + (1/( I — 3 j :)) f)n + x 3 )/( l +- r ) 
9. 求出下面每个涵数的蒂级数中^^的系数。 

a) ( 1 + 1 5 + jt id 十 j:] 5 十 …） 3 




c) 1 / ( 1 — 2jc 2 ) 
#r g)^/Cl + jr + a w3 ) 


d)y /(卜: r ) 


b ) ( + x 6 + x 7 + ,¥, ) 


3 


c) C j a +^ s +jr & ) (jc a +〆 +jr a + ： r fi +X 7 ) (1 + jt+jc 2 jc z ~\~x^ + …） 


d ) (^ + P +? + P + … ）（2 十分 +/ + ->< 

e) Cl + x ? + y t Y + P + …:>(1 + 工 4 +/ 十文 ] 


)( + x l 




■ K 1 + 分 +，+，+ 


10, 求出下面每个函数的衽级数中 W 的系数。 

a > ( 1 十 x 3 十 十 jt 9 + …） 1 

b )( x 2 +尸十/十 f + JT 6 十 …） a 

e)(V 4 H ^ Kx 5 + x 4 3 (x+x^ +^ 3 +-0 

d) { jr + y 1 + jt 7 + jt ° + ) (x s t- ： r* + _r 6 + + *") 


e ) (1 + « x 十 : V 

1 L 求出下面每个函数的 ¥ 级数中 ： r tD 的系数， 

a)l/Ci-2^) b)i/(l + ^) 2 c)l/(l--r) 3 d)i/(l + 2i) 4 e)xV<l-3x) a 

12, 求出下面每个函数的衽级数中 d 2 的系数。 

a ) l/(I + 3 jr ) b ) l /< l -2 x> s c ) l /( l +# d ) l / Cl -4 j >^ e ) jrVa +^) ? 

13. 把 10 个相同的球分给 4 个孩7,如果每个孩子至少得到2个球，使用生成函数确定不同的分法数 
U . 把12张相同的剧情图片分给5个孩子使得每个孩子至多得到3张，使用生成函数确定不同的分法数 & 

15, 把15个相同的动物玩具分给 fi 个孩子使得每个孩子至少得到1个但不超过3个，使用生成函数确定不 
同的分法数， 

16, 从3类百吉饼^ 鸡蛋的、 椒盐的和普通的选12个，如果每类至少选2个但椒盐的不超过3个，使用 
生成函数确定选法数 . 

17. 把25个相同的多纳圈分给4个贅官使得每个窨官至少得到3个但不超过7个.有多少种方式？ 

18. 从包含100个红球、100个蓝球和100个绿球的罐子中选14个球，使得蓝球不少于3个且不多丁 10 
个，假定不考虑选球的次序，使 ffi 生成函数求出选法数 * 

m 求序列 { rj 的生成函数+其中 r * 是使用 I 美元、2美元、5美元和10美元纸币换£美元的方法数 D 
20. 求序列的生成函数，其中 q 是使用10比索、20比索1 50比索和】00比索换*比索的方法数 • 

2 L 对 （1 +z + Y 十？十… P 展开式中 d 的系数给出组合解释。使用这个解释求出这个数 u 
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22- 对 （ I + I+P + P + …展开式中/的系数给出组合解释 a 便用这个解释求出这个数 d 
23. a ) 什么是关于 {〜} 的生成函数？这里的办是的解的个数 * 其中 a 和 Jr 3 是满足 
^!>2, 0< x ? <3* 在5的整数， 


b ) 使用 U ) 的答案求 

24- a ) 什么是关于 Ud 的生成函数？这里的心是 A + A+A + ： f 4 = * 的解的 个数， 其中 A , 4 ， A 和 A 
是满足々>3， 0< x ,<4 t 的整数。 

b ) 使用 （ a ) 的答案求心。 

25. 解释怎样使用生成函数找到用3分、4分和20分的邮票在信封上贴满 r 分邮费的方式数， 

a ) 假设不考虑贴邮票的次序 a 

fa ) 假设邮票贴成一行并且考虑贴的次序。 

c ) 当不考虑贴邮票的次序时，使用 U ) 的答案确定用3分、4分和20分的邮票在信封 上贴满 4 6分邮费 
的方 式数. （建议使用计算机代数程序 ，） 

d ) 当考虑贴邮票的次序时，使用 （ b ) 的答案确定川3分、4分和20分的邮票在信封上貼满一行46分邮 
费的方式数 D (建议使用计算机代数程序 •） 

26, d 重复掷一个骰子 t 考虑掷的次序并且使得掷出的点数之和 为”， 证明关于这种方式数的生成函数是 

1 /(] —X—JC^ — ^ — jr fl — j 5 —X 6 ) ^ 

b ) 使用 u ) 求出窀复掷一个骰子，考虑掷的次序并且便得掷出的总点数为 e 的方式数。（建议使用计算 


机代数程序 d 

27. 使用生成函数（如果需要的话*也使用计箅机代数程序〉求出换1美元的方式数 * 

a ) 用10美分和25美分 & b ) 用5美分、〖0美分和25美分 # 

c ) 用1美分.10美分和25美分， d ) 用1 美分， 5美分、10美分和25美分 u 

28. 使用生成函数（如果需要的话，也使用计算机代数程序）求出用1美分、 5 美分、10美分和 2 S 美分换1 

美元的方式数，使得 

a ) l 美分不超过10个。 

b ) l 美分不超过10 个且 5美分不超过】0个， 


* c ) 硬币不超过10个。 

29. 使用生成函数求出换100美元的方式数 . 

a ) 用〗0美元 t 20美元和50美元纸币， 

b ) 用5美元、】0美元，20美元和50芙元纸币， 

c ) 用5美元、10美元，20美元和 S 0 美元纸币，并且每种纸币至少使用1张。 

d ) 用5美冗、10美元和20美元 纸币， 并且每种纸币至少使用 i 张怛不超过4张， 

30. 如果 G ( t ) 是关干序列的生成函数，那么关于下述每个序列的生成函数是什么？ 

a ) 2 a 。 ， 2 a ] ，， 2 a 3 1 … b )0 t ^ t flz i <ia ^ 

c)0, 0 ， 0, OU 七 ，… d)fli * aj t fiu， … 

e ) ^i t T ，4 a ,， …[提示 t 这里需要微积分。_： 

£)a§ » 2^^! f a\ +Za^a 2 ^ 2%£i s +2ai a; • + 2a] 化 +a| ，… 

3 L 如果 GU ) 是关于序列 Ud 的生成函数，那么关于下述每个序列的生成函数是什么？ 

a)G， 0 t 0* ti3 ， *■ y … b)^g I 01 ill t 0 T t 0 t … 

c }0* 0，0， 0. a 。. a 3 i a ” ■“ Za \ f 4 a - ♦ 8 a ” i 6 ci " … 

e ) fl。 t u \ /2* ei 2 /3 1 cn /4 1 …[提击：这里需要撤积分夸〕 

f) a 0 f a 0 -rdi +a, +u- * a 。 十 ai 十 ^^+❼，… 

32 -使用生成函数求解递推关系 = 7 心- ! ，初始条件〜= 5。 

3丄使用生成函数求解递推关系^ = 3^^+2,初始条件％-=1, 

34. 使用生成函数 求鎸递 推关系心= 3々^十4— ] * 初始条件如=1, 
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35. 使用生成函数求解递推关系 4 = — $办 -2 ，初始条件如= 6和 a =30。 

36. 使用生成函数求解递推关系 +2^4-2 + 24 ，初始条件％ = 4和％ = H 

37. 使用生成函数求解递推关系屮=4山- 3 — 4 A -2+ P ， 初始条件知=2和 

38 - 使用生成函数求解递推关系4 = 2初始条件〜= 20和=60, 
39,使用生成函数找出关于斐波那契数的显式 公式。 

MO . b > 证明如果^1是疋整数 t 那么 





b) 使用广义二项式定理和 U) 证明对于-切非负整数 n, 在 U —4_r 厂 i/: 的展开式中 f 的系数是 


叩.■微积分獻 } 是卡特朗 数的 ㈣ 刪初值的递推关系 


(见 6.1 节例 S) , 


&>证明如果 GU ) 是关于卡特朗数的序列的生成函数，那么 — 十1=-0。（使用初始条件）断 
定 G (- r ) — (1 -/I -A jc)/(.2x) « 


W 使用练习40断定 


㈤=| 忐 0 


JC 


n > 


从而 



42,当 n 和 r 是 r<n 的正整数时，使用生成函数证明帕斯卡恒等式： CU , r )= C ( n-U r ) 十 C'U — U 
r - o , [提 示： 使用恒等式 n +^： r =( i+y 一] + J ( l + x )"— 、] 


4S, 使用生成函数证明范德蒙恒 等式： C( 7 n +〜r} = Uc(™,r-*)CU,t)t 其中 m ，n 和 r 是非负整数，且 r 

不超过讯或[提示：看在 （ i +： c)_ 4 " = ri+：rr(i+j：r 两边的，的系数。] 

44. 这个练习说明了怎样使用生成函数推导前〃个平方数之和的公式。 

证明 U z +:r)/n —： r )， 是关于序列的生成函数，其中+2之 + •” +” ? 。 

b) 使用 （a) 找出关于和 F + 2 2 十…的显式 公式. 


关于序列的指数生成函數是级数 



例如，关于序列1, K 1,…的指数生成函数是 D Y / h ! = 你将发现这个级数在下面的练习中很有 

n^O 

用。> 注意 〆 是关于序列1,1,1/2!,1/3!,1/4!,…的普通生成函数， 

45,求一个关于序列的抟数生成函数的封闭形式，其中 

a ) a , ^2 b ) a m — ( ^ 1>" c ) a H =3" 

d ) a „ = s = n + 1 e ) a B = l /( w + l ) 

46- 求一个关于序列 Ud 的指数生成涵数的封闭形式，其中 

R ) n M 二卜2 ) ■ b )^^— 1 c ) a n = n 

d ) a n — n ( n — 1) e )<3 ft — l/((n + l)Ctt + 2)) 

47* 求以下述函数为指数 生成函 数的序列 3 
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a)/(jr) h)f(jr) = 2x 2x 

d) f(x} = (l — jc) ^~e ^ e)/(:) = e- 2j — (1/(1 —x)) 

g )/( x > = ^ 

48 . 求以下述函数为指数生成函数的序 列， 

a >/ U ) = # J h )/ Cx ) = 2 ^-^ +l 

d) /(x) — < 1 + 2 jt) + e) /(jc) — e 1 _ (1/1 i~ jr)) 

g )/ U)=〆 


c ) /( jr )= A -3 e 2j 


c) f xi =e u 卄 

f )/ ⑴ 


41 一个编码系统用八进制（基为 S ) 数字串对信息编码，一个编码字是有效的.当且仅当它包含偶数个 7 a 

a ) 求一个关于〃位长有效编码字个数的线件非齐次递椎关系 . 初始条件是什么？ 

b ) 使用2节的定理6解这个递推关系， 

c) 用生成函数解这个递推关系， 

*50. —个编码系统用四进制数字串（即数字来自集合 {0, U 2, 3}) 对信息编码—个编码字是有效的当且 
仅当它包含偶数个0和偶数个 U 设〜 等于长为 n 的有效编码字个数 a 此外令6,为具有偶数个0和奇 
数个】的 D 位四进制数字串个数， G 为具有奇数个0和偶数个1的 rt 位四进制数宇串个数，‘为具有 
奇数个0和奇数个 t 的 n 位四进制数字串个数 a 

a ) 证明 d H ^V — a m — b „ — 使用这个式子证明 a n +s == 2 a tr J - ~ r 〜 ，^ 一 G 十 4" 和 c _ + _ — 


b n H - 4* * 

b ) (2 I » fc 1 t c I 和 L 什么？ 

c ) 使用 （ a) 和 （ b ) 求出 A at 和 

d ) 使用 U 〕 的递推关系和 （ b > 的初始条件分别违立与序列{6„}和{^的生成函数4(1), BU > 和 
C ( x ) 相关的三个方程。 

c ) 求解 < d ) 的方程得到关于 AOr ), 和 CU ) 的显式 公式，并且利用这些公式得到关 千〜， 匕，“和 

d n 的显式公式。 

在研究整数 n 的不同类沏的剖分个数时生成函数是很有用的，一个正整数的刦分是把这个整数写成正 
整数之和，和中的整数允许重复并且不考虑次序。例如，5的剖分（不加限制）是 1 + 1 + 1 + 1 + U 
1 + 1 + 1 + 2, 1 + 1 + 3, 1+2 + 2, 1+4, 2 + 3和5,练习51 〜56说明 f 这种应用 。 

Sh 证明在 1/((] 一 2)(1 — /)<1 — />•■*) 的形式¥级数展开式中/的系数 / Kn ) 等于 n 的剖分数 ^ 

52. 证明在 1/((1 —， r><l —/ K 1 一/) …） 的形式幂级数展开式中/的系数化【?0等于71剖分成奇整数（即把 
n 写成正奇数之和）的方式数，其中不讶这些奇数的次序并且允许重复。 

53. 证明在 （1 十 + f K 1+ P ) …的形式幕级数展开式中/的系数 hOt ) 等子 n 剖分成不相等的整数（即 
把 n 写成正整数之和）的方式数，其中不管这些整数的次序但不允许重复. 

54. 对于通过对每个整数写出每-个不同类型的剖 分求九 （《) 和其中 p a < n > 是 n 剖分成允 
许重复的奇整数的方式数. pdrt ) 是 ft 剖分成不相等的整数的方式数. 

55. 证明如果 n 是正整数*那么^剖分成不相等的整数的方式数等于 rt 剖分成允许重复的奇整数的方式数; 
即九[提示1证明关于 / vU ) 和的生成函数相等。] 

**56, (需要微积分）使用关于 p ( n > 的生成函数证明对某个常数 C , [ Hardy 和 Ranmmijaii 证明了 

这意昧着当 n 达到无限时与右边的比达到 

假定 X 是祥本空间 S 上的随机变里，使得 X ( J 对于所有的 sGS 是非负整数 * 关于 Jf 的概率生成 A 
教是 

cx^ 

G jY ( x ) — p ( X ( s ) = k ) x k 

+ = 0 

57. (需 要微积分）证明如果 Gx 是随机变 t X 的概率生成函数，使得 XU ) 对于所有的是非负整数_ 
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那么 

a ) Gx ( D^l b ) E ( x )= G^CD c ) V ( X }=(^ x ( l ) + G x ( i )- G x (1” 

58. 做独立的伯努利实验，每次实验成功的概率为设 X 是随机变置，过如果第 n 次实验出现首次成功， 
: f 的值就是《。 

a ) 求关于概率生成函数 Gx 的封闭公式 

p 

b ) 使用练习57和 U ) 中得到的关于概率生成函数的封闭公式求 X 的期望值和方差 4 

59■设 m 是正整数 + 当做独立的伯努利实验时每次实验成功的概率为 p 。 设^：_是随机变世，且如果第 n + 
m 次实验出现第 m 次成功则 X 的值就是打， 

a ) 使用第5章的补充练习30证明 概率生 成函数 G & 由 GlU ) = ^ VU - 料给出，其中 

b ) 使用练习57和 （ a ) 中得到的关于概率生成函数的封闭公式求；^的期望值和方差， 

60- 证明如果 X 和 Y 是样本空间5±的独立的随机变■，使得 XG ) 和 y (5) 对于所有为非负整数，那 

么 Gjc + y C ^Gx (j^)Oy □ 

6.5 容斥 

6.5.1 引言 

一个离散数学班包含30个女生和50个二年级学生，在这个班里有多少个女生或二年级学 
生？如果没有更多的信息，这个问题是没法求 解的。 把女生数和二年级学生数加起来不一定能得 
出疋确的结果，因为二年级的女生可能被计数了两次 & 这个事实说明，在班里的女生或二年级学 
生数是班里的女生数与二年级学生数之和减去二年级的女生数。在 4.] 节曾经介绍过求解这种计 
数问题的技术.这里我们将把在那一节引人的思想加以推广，以求解更为广泛的计数问题。 

6.5.2 容斥原理 

两个有穷集的并集中存在多少个元素？在 1.7 节中证 明了两个集合 A 和 S 的并集中的元素 
数是这些集合的元素数之和减去其交集中的元素数，即 

! A U J 3 1 = 1 A | + | B HI A f ] B \ 

正如我们在节证明的，这个关于两个集合并集中元素数的公式在计数问题中是很有用的。例 
1〜例3进一步说明了这个公式的用处 6 

例1 —个离散数学班包含25个计算机科学专业的学生、13个数学专业的学生和8个同时 
主修数学和计算机科学两个专业的学生 4 如果每个学生主修数学专业、计算机科学专 ♦ 或者同 
时主修这两个专业，那么班里有多少个学生？ 

解设 A 是这个班里计算机科学专业的学生的集合， B 是这个班里数学专业的学生的集合， 
那么 / vriB 是班里主修数学和计艿机科学两个专业的学生的 集合。 因为这个班的每个学生或者主 
修计算机科学，或者主修数学（或者同时主修两个专业） ， 从而得到这个班里的学生数是 
I AUB | D 于是 

I a u b | =丨 a i+m-i a n 則 

= 25 + 13 — 8 
= 30 

因此，这个班有 30 个学生 。 这个计算在图 S -7 中说明。 ■ 

例2有多少个不超过1000的正整数可以被7或11整除？ 
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4U fl| = |>l|+|B|-|An fl| = 25+ 13^8 = 30 


AU Bhi^U|fi|-|An B|=142 + 90-12 = 220 



| a | = 25 |^n fl | = 8 ] fl |=!3 

m S "7 离散数学班的学生的集合 



a \= 142 1^ H5|= 12 \b 


= 90 


围心 8 不超过 1000 的可被 7 或 11 整除的正整数的集合 


解设 A 是不超过1000且可被 7 整除的正整数的集合， K 是不超过1000且可被11整除的 
正整数的集合，那么是不超过1000且可被7或 n 整除的正整数的集合， AHB 是不超过 
1000且可被7和11同时整除的正整数的策合 Q 由 2.4 节的例2，我们知道在不超过1000的正整 
数中有 Liooo /7」 个整数可被7整除，并且有1^000/11」个整数可被 n 整除。由于7和 n 是互素 
的，被7和11同时整除的整数就是被 7 _ 11整除的整数。因此，有 Liooo /(7 ■ n >」 个不超过 1000 
的正整 数坷被 7和11同时整除。于是存在 


A U 則= 

, A | H ~| B | — | 

A 

n b I 


1000 

_i_ 

1000 


1000 


;7 」 

\ 

L 11 . 


f • 11 


= 142 + 90— 12 


= 220 

个正整数不超过1000且可被7或 n 整除。这个计算在图64中说明。 圓 

例3说明怎样求有穷全集中在两个集合的并集之外的元素数。 

例3假设你们学校有180?个新生。其中453人选了一门计算机科学课 • 567人选了一门数 
学课，299人同时选了计算机科学课和数学课。有多少学生既没有选计算机科学课也没有选数 


学课？ 

解为找出既没有选数学课也没有选计算机科学深的新生数，就要从新生总数中减去选了 
其中一门课的学生数。设 A 是选了一门计算机课的所有新生的集合，且 B 是选了一门数学课的 
所有新生的集合。于是 I A 丨=453, IBI =567,且丨 AflB | -299 D 选了一门计算机科学或 


数学课的学生数是 

| AUBt = ! A | + | B|-[ ARBI 

= 453 ^ 567 - 299 ^ 721 

因此，存在 1807 —721 = 1086 个新生旣没 
选计算机科学课也没选数 学课。 这个计算 
在图 6-9 中加以说明。 ■ 

在本节的后面将说明怎样求有限个集合 
的并集中的元素数 a 这个结果叫做 容斥原 
理， 设? 1是任意正整数，在考虑〃个集合的 
并集之前，先推导与3个集合 A , B 和 C 的 
并集中的元素数有关的公式。为推导这个公 
式，首先注意到以下事实：! A | + ! B ! + 


|AUS| = |A|+|S 卜 & nfi| = 453+567 墨 299=721 

|An b|- 299 |t/[=l807 



A =453 


； fi| = 567 


m 6-9 既没选计算机科学课也没选数学课的新生的集合 
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\ C | 对3个集合中那些恰好在其中1个集合的元素只汁数了 1次*恰好在其中2个集合的元素 
计数了 2次，恰好在其中3个集合的元素 i 十数了 3次。这个结果在图 6-10 a 中说明。 



a j 由 计数的元桌 b) 由 ㈤ c ) 由 |A|^|fl 卜 |c[ 一 UnflH/mc 卜 

|ffncj 计数的元素 J^nc|+|AOffnrj U ■数的元累 


图 6 - 10 求关于 3 个集合的并集中元素数的公式 

为了去掉在多个集合中元素的重复计数，减去这3个集合中的每2个集合的交集中的元素 
数 7 得到 

\ A \ + \ B \ ^\ C \ -\ A f\ B 1 - \ A n C \-\ B C\ C \ 

这个表达式对恰好出现在其中1个集合的元素仍旧计数1次。对恰好出现在其中2个集合的元素 
也计数 1 次，因为 2 个集合的交集有 3 个，而这神元素只出现在其中之一。但是 t 那些出现在 3 
个集合的元素将被这个表达式计数 0 次，因为它们将会出现在所有的两两相交的 3 个交集中。这 
个结果显示在圈 S -10 b 中， 

为了纠正这个漏计，还要加上 3 个集合交集中的元素数^这个最后的表达式对每个兀素计数 
了 1次，不管它是在1个、2个还是在3个集合里。于是 

\ A\J B\J C } = \ A \ + \ B \ + ) C ]-\ Af ] B \~\ Af \ C }-\ Bf ] C }+] Af \ Bf \ C \ 

这个公式显示在圈 6- lOc 中， 

例 4 说明了怎样使用这个公式。 

例4 1232 个学生选了西班牙语课， 879 个学生选了法语课， 114 个学生选了俄语课 B 103 
个学生选了西班牙和法语课，23个学生选了 西班牙 语和俄语课， I 4 个学生选了法语和俄语课 • 
如枭 2092 个学生至少在西班牙语、法语和俄语课中选 lfl, 有多少个学生选了所有这 3 门语 
言课? 

解设 S 畏选西班牙语课的学生集合， F 是选法语课的学生集合， R 是选俄语课的学生集 
合，那4 

| $ 1 - m2 1 F | = 379 | R I = 114 

I s n F ] = 103 I S n ^ 1= 23 \ Ff) R\-n 

且 

\ S\J F\J R \^ 2092 

把这些 等式代 人下面 的等式 

^ s u u r 1 ^ [ s \-r \ f i+i k i— | s n p \ ^\ s n jr I f n ^ s n 

得 

2092 = 1232 + 879 4 - 114- 103- 23 - 14 +1 S fl F fl ^ 1 
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求解上式得出丨 SflFflK 
在图 6-11 中说明。 




7,因此有7个学生同时选了西班牙语、法语和俄语课。这个结果 


\snFDR 


ISOFf = IG 3 


|5' hi 232 



|5 nJ ?|-23 


| Fnj ?!» i 4 


R\ = L 14 


|5 UFU / f |-2092 


m 6- n 选了西班牙语、法语和俄语课程的学生集合 


我们现在将叙述和证明容斥原理，它将告诉我们在有限个有穷集的并集中有多少个兀素。 
mumw 容斥原理 设 A !, a 2 ， …， 是有穷集^ 那么 

1 a 】u a u … u 丨 = 2 I 九 i— 2 t a n a; | 

+ 2 I a ； n a 7 n I — + (- i> n+l I Ai n a 2 n … n 

证我们将通过证明并集中的每个元素在等式右边恰好被计数 1 次来证明这个公式$假设“ 
恰好是 A 1t AhA h 中 r 个集合的成员 • 其中这个元素被 Z I A , | 计数了 C ( r f 
1) 次，被2： I AiHAj | 计数了 CCr T —般说来，它被涉及 m 个 A , 集合的求和计数了 

C ( r , m } 次。 于是，这个元素恰好被等式右边的表达式计数了 

C ( r , 1 ) — C ( r ， 2) + C ( r ，3) —… + ( _ 1) C ( r ， r ) 

次。我们的目标是求出这个值。由 4. 4节的推论 L 我们有 

C ( r ,0) 一 C ( r ， l ) + C ( r ，2) -，(一 l ) r C ( r , r ) = 0 

于是 

i = C (^,0) = C ( r ^ l ) — C ( r »2 ) + ■ * ■ 十 （一 1 ) r ^ 1 C ( r , r ) 

因此，并集屮的每个元素在等式右边的表达式中恰好被计数 1 次。这就证明了容斥 原理， □ 

对于每个正整数容斥原理对于〃个集合并集的元素数给出了一个公式。对于”个集合的 
集合族的每一个非空子集的交,在这个公式中都存在-项计数了它的元素。因此在这个公式中 
有2”_1项* 

例 S 对于4个集合的并集中的元素数给出一个公式. 

解 容斥原理显示 

I A] U ^2 U Avs I = I Ai l + ! As ! + l A 3 1 + 1^4 . 

-i Ai n a 2 i-i Ai n a 3 i-i A] n aj i-i n a 3 i-i a 2 n a 4 i-i n a 4 i 
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+ 1 A\ n ^2 n ^3 i~h Ai n ^ n i+1 a\ n 焱 3 n i+i Az n ^3 n ^41 

-1 Ai f ] A z C \ A , 0 A , I 

注意这个公式包含 15 个不同的项，对于 Mi , A 2 , A 4 } 的每个非空子集有一项。 ■ 

练习 

1- 在 A 中存在多少个元素？如果在义中存在〗2个元素、在山中存在18个元素 + 并旦 
iiM, f \ A , = 0 b) I ,4 l C \ A t 1=1 c) I A . ClA ^ ! =6 (DA^CA； 

2, 一个学院有 345 个学生选了微积分课, 212个学生选了离散数学课， 1SS 个学生同时选了微积分和离散 
数学课 a 有多少学生选了微积分或离散数学课？ 

3. —个 调査® 示在美 N 的家庭至少有1台电视机，98%的家庭有电话* 95%的家庭有电话且至少有1 
台电视机。在美 H 有百分之几的家庭既没有电话也没有电视机？ 

4. 一个关干个人计算机的市场报告说650000个拥有计算机的人将在下一年为自己的机器买调制解调器并 
且1 250 000人将至少买1个软件包。如果这个报告说1 450 000个人将买调制解调器或至少买1个软件 
包，那么有多少人将买调制解调器并且至少买1个软件包？ 

5. 求 A,U 糸 UA 3 中的元素数，如果每个集合有100个元素并且 

a) 这呰集合是两两不交的。 

h) 每对集合中存在50个公共元素并 fl 没有元素在所有这3个集合里。 
e) 每对集合中存在50个公共元素并且有25个元素在所有这3个集合黾 a 
d) 这些集合是相等的 a 

6. 求 AUAsUA, 中的元素数，如果凡中有100个元素， A 中有1000个元累，中有10 000个元家 
并且 

3 ) ^Ljg H . ^ — e 

b ) 这些集合是两两不交的 . 

c ) 在每对集合中存在2个公共元寒并且没有元素在所有这3个集合里 t 

7, 一个学校有2504个汁锌机科学专业的学生，其中 18 M 人选修了 Pasul , 999人选修了 Fortran ， 345人 
选修了 C , S 76 人选修了 Pastel 和 Fortran , 231人选修了 Fortran 和 C , 290人选修了 Pascal 和 C . 如果 
189个学生选了 Fortran , Pasea 】 和 C , 那么2504个学生中有多少学生没选这3门程序设计语言课的任何 
一 □? 

8, 一个关于270个大学生的调査显示： 6 4 人喜欢芽甘蓝，94人喜欢椰菜， 5 B 人 g 欢花椰菜， 2 S 人喜欢芽 
甘蓝和椰菜 * 2 S 人窑欢芽廿蓝和花揶菜，22人喜欢椰菜和花椰菜，14人苒欢这3种蔬菜，270个学生 
中有多少人对这: i 种菜都不喜欢？ 

9. 一个学校有507，292 1 312和344个学生分别选了微积分1离散数学、数据结构或程序设计 语言课，且 
有 U 人选了微积分和数据结构课，213人选了微枳分和程序设计语言课，211人选了典散数学和数据结 
构课，43人选了离散数学和程序设计语言课_没有学生同时选微积分和离散数学课，也没有学生同时选 
数据结构和程序设计语言课。问有多少学生在微枳分1离散数学、数据结构或程序设计语言中选了课？ 

10, 求不紐过 loom 不被 S 或7整除的芷整数个数1 

11, 求不超过〗00 ii 是舒数或平方数的正整数个数。 

12 + 求不超过1000丘是平方数或立方数的止整数个数 。 

13. 有多少8位二进位串不包含6个连续的0? 

*1.4, Z 6 个英文字母的排列中有多少个不包含串 fish , 或 bird ? 

15■在10个 f 进制数宇的排列中有多少个以3个数字987开始，在第&和第 S 位包含数字45，且最后3位 
是 123? 

16,有4个集合，每个東合有1⑽个元素，每一对集合有50个公共元素，每3个集合有25个公共元素，并 
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且有5个元索在所有的4个集合里.问在这4个集合的并集中有多少个元栗？ 

17,有4个 集合， 如果这些集合分别有50, 60, 70和80个元素，每一对集合有5个公共元索，每3个集合 
有 I 个公共元素，并且没有元素在所有的4个集合里^问在这4个集合的并集中有多少个元素？ 

1 S . 在容斥原理所给出的有关10个集合并集元素数的公式中有多少项？ 

19. 根据容斥原理写出关于5个集合并集元素数的显式公式 & 

20. 有5个集合，如果每个集合包含10 000个元素*搿对集合包含1000个公共元素，每3个集合包含100 
个公共元索，每4个集合包贪10个公共元素，且这5个集合有1个公共元素 s 问在这5个集合的并集 
中有多少个元素？ 

2 L 有6个集合*如果知道其中任3个集合都是不相交的，根据容斥原理写出关于这6个集合并集元家数 
的显式 公式。 

使用数学归纳法证明容斥原埋。 

23 . 设 E Ss A 和^是样本空间 S 的3个事件，求一个关于的概率的公式。 

24. 当一个 硬币掷5次时求头像向下恰好3次、第一次和最后一次头像向下、或第二次和第四次头像向上 
的概率 t 

25. 从1到 100( 含1和100在内）不允许重复地随机取4个数，求所有的都是奇数、所有的都被3整除或所 
有的都被5整除的概率 

2 fi . —个样本空间有4个事件，如果其中没有3个事件同时出现，求关于这4个事件的并的概率公式. 

27,—个样本空间有5个寧件，如果其中没有4个事件同时出现.求关于这5个肀件的并的概率公式 & 

21 —个样本空问有„个事件，如果其中没有2个事件同时出现，求关于这 n 个事件的并的概率公式 * 

29. 求一个样本空间中《个事件的并的概率公式. 

6.6 容斥原理的应用 

6.6.1 引言 

可以使用容斥原理求解许多计数问题 9 例如* 我们可以使用这个原理找出小于某个正整数 
的素数个数。通过计数从一个有穷集到另_个有穷集的映上函数的个数，能够求解许多问题，而 
容斥原理就可以用来求出这种函数的个数。也可以使用容斥原理求解著名的帽子认领问题 n 帽 
子认领问题是 f 一 个招待随机地将帽子发还存放帽子的人，求没有人取回自己的帽子的概率 . 

6. 6.2 容斥原理 的另一 种形式 

容斥原理有另一种表述形式，它在计数问题中是很有用的特别地，这种形式可以用于求解 
在一个集合中的元素数，使得这些元素不具有个性质 Pi ， P 2, …， P fl 中的任何一条性质 D 
设 九是具 有性质 F , 的元素的子集9具有所有这些性质 Pq ， P v ， …，/\的元索数将记作 
N < F (i P if 用集合的术语写这些等式，有 

I 凡 _ n n … HAi § f = -p h > 

如果不具有 „ 个性质 P lt P Ss …， 中的任何-条的元素数记作 AKf 并且集合中 
的元素数记作那么有 

NCPlP 2 - P rt ) - N -| Ai U As U - U I 

由容斥原理，有 

N ( PiP 2 - P ；) = N - 2 N ( PJ y >_ 2 N 乂 Pffk ) 

+ ■“ +〔一 l ) r , N ( P ] L F ^* fc , P B ) 

例 1 说明怎样使用容斥原理确定具有约束条件的方程的整数解的个数 & 
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例1 有多少个整数解？其中 以和幻 是非负整数，且 A <3, x 2 <4, 

X 3^6 e 

解 为使用容斥原埋，令解的性质 A 为幻 >3，性质 p 2 为: T 3>4, 性质 P 3 为 D > e a 满足 
不等式幻<3,抑<4以及幻<6的解的个数是 

N(P\ PzPz) =N- NiPO- N(Pz) -NCPO h N(PiP 2 ) 

- N(Pi P 3 ) -^ N(P z PO - N(FiP 2 F 3 ) 

使用与 4. 5 节的例 5 相同的技术，得 

解的总数 = C(3 411-1,11) = 78 
N(PO =( 具有 xi >4 的解数） = C(3 + 7 — 1 ， 7) = C(9,7) - 36 
N(P 2 )=( 具有 xs >5 的解数 ） = C(3 + 6 - 1,6) = C(g,6) = 28 

N(PO =( 具有 a ^7 的解数） = CC3 + 4- U4) = C(6,4) = 15 

N(Pi PO 具有 xi > 4 x £ > 5 的解数) 一 CC3 + 2 - 1,2) = C(4,2) = 6 

N( F[P ^) —(具有 *ri > 4 且 A > 7 的解数 ） =C<3 +0 — 1,0) = 1 

NiPzPO =( 具有心 > 5 且幻 > 7 的解数 ） = 0 
N(PiP 2 P 3 )=( 具有 a > 5 且 a > 7 的解数 ） = 0 

把这些等式代入关于 N (片 P 〗 P 3 ) 的公式， iiE 明满足以<3,町<4以及 x 3 <6 的解的个数等于 

N(Pi P 2 P 3 ) = 78 - SS - 28 - 15 + 6 + 1 + 0 - 0 = 6 ■ 


6,6,3埃拉托色尼筛 


可以用 容斥原 理找出不超过一个给定正整数的素数个数 0 —个合数可以被一个不超过它的 
平方根的素数整除，因此，为找出不超过100的素数个数，首先注意到不超过100的合数一定有 
一个不超过10的索因子。由于小于10的素数只有2, 3, 5和7,因此不超过100的素数就是这 
4个索数以及那些大于1和不超过100且不被2, 3, S 或7整除的正整数。为应用容斥原理，令 
P , 是一个整数被2整除的性质， P 2 是一个整数被3整除的性质，尸 3 是一个整数被5整除的性 
质， P 4 是一个整数被7整除的性质。 于是， 不超过100的素数个数是 

4十 N(Pi P2 Pi ) 

由于存在 99 个比 I 大且不超过 100 的正整数，容斥原理显示 
NCPi P 2 P3P4 ) =99- N ( Pi ) - N ( P 2 ) - N ( PO - N ( Pi ) 

+ NCPi P £ )-r N(Pi P ,) + NiP . PO-r N ( P 2 P3 ) + N ( P 2 PO + N ( P ^ Pi ) 

- N(Pi P 2 P 3 )-N(Pi P 2 P4) - NiPiP^ Pi }-N(P 2 P 3 Pi ) 


+ N ( PiP 2 P 3 Pa) 

不超过 100( 且大于 1) 并被 {2, 3, 5, 71 的子集中的所有素数整除的正整数个数是 [?00/ N 」， 其中 
N 是这个子集中的素数之积. （这 是由于任意两个素数都没有公因子 J 因此 

+ 1 MJ 11001 I 100| I 100 I I 100 I I 100 I 

十 5 ■ 7 — 2 « 3 * 5 — 2 * 3 • 7[ 一 2 • 5 • 7 

100 I 100 I 

— 3*5*7, L 2 * 3 • 5 • 7 

= 99 - 50 - 33 — ZO - 14 + 16 + 10 + 7 + 6 + 4 + 2- 3 — 2 — 1— 0 + 0 
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、 ® 埃拉托色尼 ■ < Eralosthenes , 公元前 276—194) 只知道埃拉托色尼诞士在寒伦》埃及西部的一个希腊人 

聚居地，并且在雅典的柏拉81研究院从事研究 . 托勒密二世皇帝曾邀请埃拉托色尼到亚力山大给他的儿子 
做家庭教师，后来埃拉托色尼成为蒂名的亚力山大阁书馈馆长 * 这个阓书馆是古代智■冒的宝库。埃拉托色尼是一个多才 
多艺的孥者.他的著作涉及数学1地理学、天文学、历史、哲学和文学评论诸方面。除了在数学方面的成就外，他最引 
人注 S 的是关于占代历史编年衷和地球大小测里的工作。 


于是存在4 + 21 = 25个不超过100的素数 d 

可以用 埃拉托色尼筛 e 求不超过—个给定正整数的所有的素数。例如 • 可用下面的过 
一：一 程找不超过100的所有素数。首先，保留2而将其余那些被2整除的整数删除，因为 
3是保留 T 来的第一个大于2的整数，除3之外，删除其余那些被3整除的整数，因为5是在3 
后面下一个留下来的整数，除5之外删除其余那些被5整除的整数。下一个留下的整数垦7•因 
此留下7,删除其余那些被7整除的整数。由于所有不超过100的合数被 2* 3, 5或7整除，那 
么所有留下来的大于1的数是素数 D 在表 6- 2中，4个子表显示了每一步删除的整数，在第_个 
表中得到下划线的是除2之外其余被2整除的整数，在第二个表中得到下划线的是除3之外其余 
被3整除的整数，在第三个表中得到下划线的是除5之外其余被5整除的整数，在第四个表中得 
到下划线的是除7之外其余被7整除的整数，没划线的整数是不超过100的素数 • 

*6-2 埃拉托色尼筛 


除2之外其余被2整除的整数得到 T 划线 除3之外其余被3整除的整数得到下划线 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

3 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

Ifi 

i ? 

ia 

19 

20 

11 

12 

13 

u 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

2 & 

27 

28 

29 

so 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

23 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

35 

37 

3 g 

39 

40 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

= 

37 

3 S 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

4 S 

49 

50 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

53 

S 4 

55 

5$ 

57 

58 

59 

SO 

5 J 

52 

53 

54 

55 

5 S 

5? 

58 

59 

60 

6t 

62 

63 

6£ 

65 

66 

67 

S8 

fi9 

7 Q 

fil 

62 

63 

64 

65 

66 

^=. 

67 

68 

59 

70 

71 

72 

73 

74 

75 

7S 

77 

78 

79 

BO 

71 

72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

uai l 

79 

80 

81 

82 

S3 

84 

85 

S 6 

87 

sa 

S9 

so 

81 

82 

83 

84 

35 

86 

87 
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9i 

95 
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97 

98 

99 

100 

91 

92 

93 

94 

95 

% 

97 

98 

99 

100 


除 5 之外其余被 5 整除的整数得到下划线 除 7 之外其余被 7 ® 除的锒败得到下划线 
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37 
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6-6.4 映上函数的个数 

也可以用容斥原理确定从 m 元素集合到 n 元素集合的映上函数的个数。首先考虑例 L 
例 2汄6元素集合到3元索集合有多少个映上函数？ 

解假定在陪域中的元素是心，设 Pi , 巧分别是不在函数值域中 

的性质 & 注意到一个函数是映上的当且汉当没有性质 Ph Pz 和 Ph 根据容斥原理得到？元素 
集合到3元素集合的映上函数个数是 

NiP \ P2 Pa ) = N - [ N ( Pi ) + NCP 2 ) + N ( P S )] 

+ [ N ( PiP 3 ) + JV ( P ] Pa ) + NiPz P 3 >]- NCI 5 i P 2 P 3 ) 

其中 N 是从 6 元素集合到 3 元素粜合的函数总数 fl 我们将对等式右边的每一项求值 & 

由 4.1 节的例5得出注意到 JV ( P ,) 是值域中不含匕的函数个数 B 所以，对于定义 
域中的每个元素的函数值有2种选择，从而得到 AKPi ) = 2 6 tf 此外，这种项有 C (3， 1)个 0 注意 
到 AKP . PP 是值域中不 含匕和 的函数 个数， 所以，对于定义域中的每个元素的函数值只有1 
种选择 。 从而得到 = 此外，这种项有 CU ，2) 个，还有，注意到 iVW 3 ) = 
0,因为这个项是值域中不含如,&和扣的函数个数。很显然，没有这 样的® 数，于是，从6元 

素集合到3元素集合的映上函数个数是 

3 e - C (3 tl > Z 6 + C (3,2 )P = 729 - 192十3 = 540 ■ 

现在叙述从 m 元素集合到《元素集合的映上函数个数的一般性结果 & 这个结果的证明留给 
读者作为练习。 

ggom 设 m 和 n 是 ie 整数满足 m 会〜那 么存在 

n m —— C ( 疗， l)(n — l) m + C(”’2)(a 一 2) m — …+ (— l) n_1 C(n f rt — 1) . l m 

个从 m 元素集合到 n 元素集合的映上函数。 

注意从別元素集合到？！元素集合的映上函教的个数等于 n ! Sz ( m , n ), 其尹 
S 2 Un ， 是第二类斯時林数，要了解细节请看 [ MiRG 91] 的第 6章 。 

下面给出定理 L 的另一个应用的实例 a 

例3 把 5 项工作分绐 4 个不同的雇员，如果每个雇员至少分配 1 项工作，问有多少种方式？ 
解 把工作分配看作从 5 个丄作集合到 4 个雇员集合的函数。每个雇员至少得到 1 项工作的 

分配对应于从工作集合到雇员集合的映上函数 。 因此，由定理丨存在 

4 5 — C (4 ? 1)3 S 4 CC 4,2)2 5 - C <4-3>1 5 二 1024 -972 + 192-4 = 240 

种方式来分配工作并使得每个雇员至少得到1项工作 。 _ 

6.6,5 错位排列 

下面将用容斥原理计数排列《个物体并使得没有一个物体在它的初始位置上的方式数 。 考虑 
下面的例子 6 

例4 爾子认 领问题在一个餐厅里，一个新的雇员寄存 n 个人的帽子时忘记把寄存号放在 
帽子上当顾客取回他们的帽子时，这个雇员从剩下的帽子中随机选择发给他们。问没有一个人 
收到自己的帽子的概宇是多少？ _ 

注意答案就是重新排列帽子使得没有帽子在它的初始位置上的方式教除以^个帽子的 
排列数 U 在我们找出排列 n 个物体并使得没有一个物体在它的初始位置上的方式数 
以后4考虑这个例子。 
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T 1 



一个错位排列 © 是使得没有一个物体在它的初始 位晋上 的排列。为求解例 4 中的问题 


我们需要确定《个物体的错位排列数。 

例 S 排列 21453 是 12345 的一个错位排列，因为没有数在它的初始位彀上，但是 ，21543 

不是 12345 的错位排列，因为 4 留在它的初始位置上。 ■ 

设 0 « 表示 n 个物体的错位排列数例如 ， = 因为 123 的错位排列是 231 和 312 。我们 

将使用容斥原理对所有的正整数《求 D n 。 

H 元素集合的错位排列数是 


定理2 




D„ = n ! 


丄+ J _ L 斗_ 

U 2! 3! 丁 


A . * 


+ (-!>" 


n 


证如果排列保持元东丨不变，就设排列有性质错位排列的个数就是对 


1 , 2 , 


* #• B- 


& 没有性质 Pi 的排列数，或 


D h = N<PlPr-P；> 


使用容斥原理得到 

D n = N- + - I>( p A p O + …+ ( 一 工 ” 飢巧介 .• 凡 i) 

f i<j «<i<t 

其中 iV 是 n 个元素的排列数。这个等式说明 • 所有的元素都发生变化的排列数*等于排列 
的总数减去至少保持 ] 个元素不变的排列数，加上至少保持 2 元素不变的排列数，减去至少保持 
3 个元素不变的排列数，等等现在找出在等式右边出现的所有的童 6 

首先注意到因为 N 仅仅就是 7 * 个元素排列的总数。还有，这是 
由乘积法则得到的，因为 N(P £ ) 是保持元 素纟不 变的排列数，因而第 r 个位置是确定的，但是其 

余的每个位罝可以放任意元素》类似地， 

N ( p rP .) _ u —2)! 

因为这是保持元素 i 和 j 不变的排列数，但是其佘 ( 〃一 2 > 个元素的位置可以被任意地安排 B —般 
说来有 

N(Pi P - p i ) = ( n — m )\ 

因为这是保持元素 … ， k 不变的排列数，但是其他 G — m ) 个元素的位置珂以被任意安 
排 & 由于存在 C(r? ， m) 种方式从 ^ 个元素中选择 m 个，从而有 


1 


2 NiPiPj) - C(n ， 2)U —2)! 


般地有 


2 J 




C ( n ^ m )( n ~ m ) 


所以，把这些等式代人关于队的公式得 


Dn =n] -C(72 ， 1)U- 1>! + C<7I ， 2)U — 2)! — …十 (-\) 7I C(n,n)(n-n) 




nl 


1 !U — 1)! 


( 打 一 1>! 


n 


2Hn-2)\ 




_ 4 ■ 


(一 1)找 


n 


n \0. 


0 


e 历史注记在一个古老的法国纸，棟相 a (匹配）擀戏中，一套52张牌摆成 一行， 摆放第二 s 牌使其中每张牌 
放在第_套牌的某一张的顶部 • 通过统计在 判套牌 中匹配的牌数来确®得分 * 在1708年，庳埃尔 •雷蒙德■蒙特典特 
(167 a _1719) 提出了“相遇”问题；在相遇游戏中没有匹配发生的槪幸是多少 V 蒙特莫特问题的解是随机选择52个物体的排 
列恰为错位排列的概車.即£>52/52!,正如我们将看到的，这个槪率近似为 1/ e 。 
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化简这个表达式得 

^ «![1_六 + 告-… + ( 一 1)" + 

现在对于给定的正整数〃求/^就简单了。例如，使用定理2得 



正如我们前面所看到的。 

现在叶以给出例4中的问题的解。 

解没有一个人收到自己的帽子的槪率是 DjM 。 由定理2,这个概率是 


D , 



+ ( — I ” 



对于这个概率的值在表63中给出4 


□ 


表 6-3 错位排列的槪率 



使用微积分的方法可以证明 

厂 J = I ― ™ _ …+ ( — 1 ) n -^7 + …0, 368 

1 ! 21 

因为这是一个项趋向于0的交错级数，当 n 无限增长时.没有一个人取回自己的帽子的概率趋于 
^-1^0.368. 事丈上，可以证明这个概率与 e 一 1 的差在 1/ U +1>! 之内, ■ 


练习 

1 +假设 1 蒲式耳 100 个苹果中 20 个有虫， 15 个有擦伤^只有没虫也没擦伤的苹果才可 以卖。 如果 i 0 个擦 
伤的苹果有虫，那么 100 个苹罘中有多少个可以卖？ 

2 . 1000 个人申请喜马拉雅登山旅游 * 450 人有商山病， S 22 人不是处在很好的状态， 30 人有过敏症 a —个 
申请人当且仅当没有高山病，是在…个良好的状 态下， 并且没有过敏症，才算合格 . 如果 in 个申请人 
有髙山病 且不是 在良好状态， 14 人有岛山病和过敏症， 18 人不是在良好的状态井且有过敏症〃 9 个人有 
离山病并且不是在良好状态和有过敏症，那么有多少申请人合格？ 

3 , 方程心+心+巧二 13 有多少个解？其中 A * a 是小于 6 的非负整数 • 

4 _求方程 a + a + jt 3 +a = 17 的解的个数，其中 aU = 1 , 2 ， 3 , 4 > 是非负整数 t 满足条件心< 3 ， 

4* S_ .Ttd 

5 -使用容斥原理求小于 200 的素数的个数， 

6 . 一个整数叫做无平方因子的如果它不被一个大干 1 的正整数的平方整除，求小于 100 的无平方的正整数 

个数 B 

?. 有多少小于 10 000 的正整数不是一个整数的 2 次或吏高次幂？ 

8 - 从 7 元索集合到 5 元 素集合有多少个映上函数？ 

9 . 有多少神方式把 S 个不同的玩具分给 3 个不同的孩子并使得每个孩子至少得到 1 个玩具？ 

10 + &个不同的球放人 3 个不同的罐子，如果每个罐子至少有 1 个球，有多少种放法？ 

1 L 有 多少种 方式把 7 项不同的工作分给 4 个不同的雇员，使得每个雇员至少得到 1 项 丁作，并且把最困 
难的工作分给最好的雇员？ 

12 , 列出丨 1 , 2 ¥ 3 , 4 } 的所有的错位排列。 

13 . 一个 7 元萦集合有多少个错位排列？ 
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14, 如果寄存帽子的人随机发回相子，10个人中没有一个人得到他自己帽子的概率是多少？ 

15, 一个把信放人信袋的机器发生了故瘅并且随机把信放人信袋中，在一组 10 O 封信中发生下面事件的概 
率是多少？ 

a ) 没有信放对了信袋。 

b ) 恰好1封信放对了信袋， 

c ) 恰好98封信放对了信袋， 

d ) 恰好99封信放对了信袋。 

e ) 所有的信都放对了信袋 . 

16, 在同一个教室为一组 n 个学生分配两个班的座位如果没有学生在两个班分到同一个座位，有多少种 
方式？ 

M 7. 有多少种方式安排数宇 0. 1, 2_ 3 t 4, 5, 6, 7, 8、9使得没有偶数在它的初始位置上？ 

*18, 设 D _ 表示 n 个物体的错位排列数，用组合论证证明序列 { D B } 满足递推关系 

D n = ( n - I )( D _ 3 + D _,> 对于 

(提 示： 对干铕位排列中的第1个元素*有^_1种选择 6 单独考虑以 A 开始的错位排列*它的第 A 位可 
以是1也可以不是 U ) 

*19. 使用练习18证明 

D , - nD,-j +<- l) n 对于 > 1 
20. 使用练习19求关于的显式公式 & 

2 L 对哪些正整数〜错位排列数 D _ 是偶数？ 

22. 假设 p 和 g 是不同的素数 。 使用容斥原理求分(抑），即不超过艸且与户？互素的整数个数， 

*23 - 当 n 的索因子分解式是 

n — p2 … p 供、 

时_使用容斥原理推导一个关于纟的公式 + 

*24. 证明如果 n 是正整数，那么 

n \ — C { n * 0) D rt + C ( n ， 1 ) D ” … + C(n t n ~ l ) D \ + C ( n , n)Do 
其中 仏是纟 个物体的错位排列数. 

25. 有多少个 U ，2. 3, 4, 5, 的错位排列的前3位是取某种次序的整数 h 2 f 3? 

26. 有多少个 {K 2* 3* 4, S , S } 的错位排列的后3位是取某种次序的整数1, 2, 3? 

27+证明定理 U 

关键术语和结果 

术语 

递推 关系： 一个公式，它把序列除了某些初始项以外的项，表示成这个序列前面的一个或若 
干个项的函数 a 

递推关系的初始条件 S 满足递推关系的序列在该关系起作用之前的某些项的值. 

常系數线性齐次递推 关系： 一 个递推关系，除了初始项之外，它把序列的项表示成前面项的 
线性组合 u 

常系数线性齐次递推关系的特征根：与常系数线性齐次递推关系相关的多项式的根。 

常系數线性非齐次递推关系： 一 个递推关系，除了初始项之外，它把序列的项表示成前面项 
的线性组合加上一个仅仅依赖于序标的不恒为0的函数 ^ 

分治幕法 £ 求解问题的一种算法，求解中递归地把问题划分成固定数目的较小的同种类型 

的问题 D 
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序列的生成函数：用序列的第 n 项作为 P 的系数的形式幂级数。 
埃拉托色尼择；找出小于一个给定止整数的素数的过程， 

错位排列：使得没有物体在它的初始位置上的排列。 


结果 


两个有穷集合并集的元素数 公式： 

| A U B I = ! A | + | B |-[ A n B I ■ 

三个有穷集合并集的元素数 公式： 

i a u b u ci = i 焱 i + ! . m+i ct—i a n 打卜丨 a n c 卜 I wn ci 十 I a n bh c 

容斥 原理： 

I Ai u 八 2 u … u I = 2 i I — 2 \ Ai n 1 + 2 I 门 Aj n I 

Ki<^n 

— 1 >^ +1 , Ai n 山 n … n a ! 

从 m 元素集合到 w 元素集合的映上函数 个数： 

n m — C(rr_ 1) (n _ l) m + C( n 1 2 ) {?/ — 2) m _ … 十 （ _ 】 ） n 1 CXn^v 一 1) _ 1 m 

n 个物体的错位排列教； 

D n = n [ 1 _ — … + ( — 1 ) H "~7 i 

— II 2 n ! _ 


复习题 

L a ) 什么是递推关系？ 

b ) 如果在一个获利9%的账上储蒂1 000 000美元，求与《年后账上钱数有关的递推关系。 

2. 解释怎样用变彼那契数求解关于兔 T 的斐波那契问题> 

3. a ) 找出与求解汉诺塔难题的所需步数有关的递推关系> 
b ) 显示怎样使用迭代来求解这个递推关系 。 

4. a ) 解释怎样找一个与不包含两个连续的1的 n 位二迸位串个数有关的递推关系. 
b ) 描述另一个计数问题使得它的解满足同一个递推关系。 

5. 定 义一个 6阶的线性齐次递推关系. 

S . a ) 解释怎样求解二阶线性齐次递推关系， 

b ) 如果 a Q = 3 ，ai = 15 t 对于? i >2， 求解递推关系 a 。 = 13^4 。 

如果％ = 3， ai =35,对于 f ?>2， 求解递推关系％ = ]一49 〜一 2 « 

7, a ) 如果 / U ) 满足分治递推关系 f ( n )= af ( n / h )+ g { n }. 这里6整除正整数 n , 解释怎样求 /( M )， 其中 Jb 
是正整数。 

b > 如果 /(打）= 3/(打/4) + 5”/4且/<1>«7,求 /(256 K 
3. a ) 对于用二分搜索在表中找一个数所用的比较次数推导一个分治的递推关系。 * 

b ) 从你在 Ca ) 给出的分治递椎关系使用 S .3 节中的定理1,对于二分搜索所用的比较次数给出一个大 O 
估计1 

9. a ) 给出一个关于3个集合并集元素数的公式 . 
h ) 解释为什么这个公式是有效的4 

c ) 解释怎样使用 （ a ) 的公式求 不超过 1000且能被6，或15整除的正整数个数， 

d ) 解释怎样使用的公式求方程々+^+&十％ -22 的非负整数解的个数，其中 xj < S , 

6 1 j ^<5 s 

10. a ) 给出一个关于4个集合并集元素数的公式解释为什么它是有 效的， 
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b ) 假设 A s ， A •皋和九每个集合含25个元素，其中任2个集合的交含5个元素 f 任3个集合的交含 
2个元累，所有4个集合含1个公共元素问在这4个集合的并集中有多少个元素？ 

11. a ) 叙述容斥原理 ， 

b ) 概述这个原理的证明 a 

12. 解释怎样使用容斥原理计数从 m 元素集合到 n 元索集合的映 上函数 的个数 

13. a ) 怎样计数把 m 项工作分给 n 个雇 M 并使得每个雇员至少得到一项工作的方案数？ 
b ) 把7項工作分给3个雇员并使得每个雇员至少得到一项工作有多少种方案？ 

14. 解释怎样使用容斥原理计数不超过正整数《的素数个数。 

15. W 定义一个错位棑列 a 

t >) — 个寄存_子的人给〃个人发还峭子，使得没有人得到自己帽子的方式的计数为什么和 n 个物体的 
错位排列数一样？ 

d 解释怎样计数 n 个物体的错位排列数# 

补充练习 


L 一个10人小组开始一系列的通信活动，每个人把这封信寄给另外4个人，每个收到信的人再把这封信 
寄给另外的4个人 . 

^如果没有人收到的信多于1 封， 求与这个通信活动的第《步寄出信数有关的递推关系+ 

b ) 在 ( a ) 中递推关系的初始条件是什么？ 

在这个通信活动的第 n 步寄出了多少封信？ 

2. —个核反应堆产生了 1 S 克放射性同位素 & 每小时放射性同位索衰变 l% t 

3)对《小时后留下的同位素量建立一个递推关系。 b ) 对于 U ) 的递推关系，初始条件是什么？ 

c ) 求解这个递推关系 

3 . 美国政府每小时印1美元纸币超过 K 5 000张，5美元纸币超过4000张，10美元纸币超过3000张， 2 Q 美 
元纸币超过2500张，50美元纸币超过1000张，100美元纸币与前一小时的张数一样*在初始时刻每种 
钱币有 10 ⑽张 

a ) 建立一个关于第《小时总钱数的递推关系。 b ) U ) 中递推关系的初始条件是什么？ 

e ) 求解这个第^小时总钱数的递推关系 5 tO 建立一个关于前 Tf 小时总钱数的递推关系. 

e ) 求解这个关于前〃小时总钱数的递推关系 B 

4. 每个前一小时 ti 经存在的细菌在每小时都分裂出2个新的细菌 t 并且所有的细菌只有2小时的寿命。假 
设这群细菌开始时有100个新细崗。 

a ) 建立关于 n 小时后存在细菌数 H 的递推关系。 b ) 这个递推关系的解是什么？ 

e ) 什么时候这群细菌的个数将超过100万个？ 

5. 使用两个不同的信号在通信信道发送信息，传送一个信号笫要2微秒，传送另一个信号要3微秒* —个 
信息的每个信号后紧跟着下一个信号， 

W 求与在 n 微秒中可以发送的不同信号数有关的递推 关系. 

b ) 对于 U ) 的递推关系，初始条件是什么？ 

c ) 在12墩秒■内蚵以发送多少个不同的信息？ 

6. 一个小邮局只有4分、 S 分和 i 0 分邮票。如果考虑邮票使用的次序，求与这些邮票构成 n 分邮资的方式 
数有关的递推关系，这个递推关系的初始条件是什么？ 

7. 使用在练习 S 描述的规则，有多少种方式构成下述邮资？ 

a )12 分 b ) i 4 分 e >18 分 d )22 分 

8. 求具有1和 /h — 2 的联立//程组 

a „^ a n - x +6 ,-i 
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b n = ^ n -] ~ - [ 

如果如=1且〜=2,求解递推关系[提示 f 两边取对数得到关于序列 bgA 的通推关 

系， n ^ O , U Z , …廿] 

*10. 如果 oq = 2和 a ! = 2，求解递推文系〜« (见练4 9的提示 *) 

1 L 如果 = rt ，=4 和心=8，求解递推关系屯 =3^-, —3 a -2 十 A -3+ U 

12. 如果〜=2，和求解递推关系 一 +‘- w 
^13-假设在6,1节的例4中，一对兔子在繁殖2次以后就离幵这个岛 s 求与第 7* 个月中的岛上兔子对数有关 
的递推关系 & 

14 + 当 n 可被5整除时求解递推关系 / U ) 二 3/( rt /5) + 2 n 、 其中 n = 4是正整数， /( I )-!, 

15. 如果/是增函数，怙计练习 H 中/的大小 3 

16. 找出与下述算法所使用比较次数有关的递推关系：通过把”个数的序列递归地划分成两个子序列找出 
最大和第二大的元素 t 在每一步划分时要求这两个子序列项数相等或一个子序列比另一个子序列多一 
项，当子序列达到2项时停止. 

17. 怙计练习16描述的算法所使用的比较次数 & 

设丨是实数序列 u 这个序列的前向差分定义如下：第一个前向差分是 = A + i t 第 々十 1个前 
向差分 V + 是通过得到的， 

1 S + 求,其中 

a)a re = 3 b)a H — in + 7 c)a ff = + m + 1 

19. 设 a ，=3 n 3 + n 十2，求，其中々等千 
a >2 b )3 c )4 

*20* 假设 i = PU ), 其中尸是 J 次多项式。证明对所有的非负整数〜 ^ +1 fl B =0 c 
2 L 令 U „} 和彳是实数序列，证明 

A(ci^6 n )~a B + | ( 厶 & fl } + b n ( Aa q ) 

22, 证明如果 FU ) 和 GU ) 分别是序列 U * 丨和 {&*} 的生成函数 t Hr 和 d 是实数，那么 UF + dGKjr ) 是 
{rai + db ^ 丨 的生成 函数。 

23. (蒞要微积分）这个练习说明了怎样使用生 成函数 求解递推关系 h +1) 〜 + 1 = 〜七 （1/«!)， n >( h 初始条 
件 a 。 = U 

a ) 设 G ( d 是关于的 牛-成 函数，证明 G 、 i > = GU ) 十 〆 RG ( 0 ) = U 

b ) 由 U > 证明（厂且断定 G ( x ) = x ^ 

c ) 使用 （ b > 找出关于&的封闭公式 * 

24■假设在离散数学班的第一次考拭中14个学生得 A ， 第二次考拭中18个得 A fl 如果22个学生在第一或 
第二次考试得有多少学生两次考试都得 A ? 

25. 在蒙默思郡（英 闺威忽 士郡原郡名 ）323 个农场至少有马、牛或羊其中的1种。如果224个农场有马 * S 5 
个有牛，57个有羊 f 个农场3种家畜全有，那么有多少个农场恰好有这3种家畜中的2种？ 

26. 査询某学院关于学生记录的数据库得到下述 数据： 学院有2175个学生，其中1675个不是■-年级学生， 
1074个学生选了微 积分. 444个学生选了离散数学, 607个不是一年级学生且选了微积分，350个学生 
选了微积分和离散数学，201个不是一年级学生且选了离敗数学， U 3 个不是一年级学生并且选了微积 

分和离散数学.所有这些对査询的回答都是正确的吗？ 

27. 某大学数学学院的学生可以选择下述_个或多个方向作为主修方向，应用数学纯粹数学 （ PM )、 
运潯学 （ OR > 及计箅机科学 （ CSh 如采包括同时主修在内，主修 AM 的有23个学生；主修 FM 的有17 
个学生 t 主修 OR 的44 个； 主修 CS 的 M 个 t 主修 AM 与 PM 的 5 个 | 主修 AM 与 CS 的 g 个；主修 
AM 与 OR 的4个；主修 PM 与 CS 的6 个； 主修 PM 与 OR 的5个；主修 OR 与 CS 的14 个； 主修 
PM , OR 与 CS 的2个；主修 AM , () R 与 CS 的2个：主修 PM ， AM 与 OR 的1个；主修 PM ， AM 与 
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CS 的1个；还有1个主修所有4个方向^问这个学院有多少学生？ 

28. 当使用容斥原理表示7个集合的并集中的元素数时，如果其中没有6个或更多的集合含有公共元素， 
那么需要多 少项？ 

29, 方程 x 3 + J £ + Xs = 20 t 2< x ,<6, 6< x ,<10, 0<心<5有多少个正整数解？ 

30- 有多少小于1 000 000的正整数 

a ) 能够被2, 3或5整除？ b ) 不被7, U 或13整除？ e ) 被3整除但不被7整除？ 

3 L 有多少小于200的正整数是 

a ) 整数的2次或更高次幂？ b ) 整数的2次或更髙次幂 T 或是素数？ 

c ) 不被一个大于1的整数的平方整除？ d ) 不被一个大 T - 1的整数的立方整除？ 

e ) 不被3个或更多的素数整除？ 

32. 把 S 个不同的工作分给3个不同的雇员，如果最难的工作分给最有经验的雇员并且最容易的工作分给 
最缺乏经验的雇员，那么有多少种分法？ 

33. 由寄存帽子的人随机发还给 n 个人帽子.那么恰好一个人章到自己帕子的概卓是多少？ 

34. 有多少个 6 位二进位串不包含 4 个连续的1? 

35. —个6位二进位串包含至少4个 i 的概宰是多少？ 

计算机题目 

按下述给定的输入和输出写出程序 C 

L 给定正整数1列出汉诺塔难题从一根柱子到另一根柱子依照游戏规则移动对个盘子需要的所有移动* 

2. 给定正整数”和笹数 h KkKn . 列出富雷姆-斯图尔特算法（见 S .1 节练习54前面的说明）依照游戏规 
则用4根柱子从一根柱子到另-根柱子移 动”个 盘子徭要的所有移动 . 

3. 给定正 整数〜 列出不包含连续2个0的所有的《位二进制序列。 

4. 给定正整数 n , 写出在 ff + 1 个变量的乘积中加括号的所有方式。 

5. 给定递推关系整数*，其中 c , 和是实数，初始条件为 〜 = 及 m = C _ ，使 
用迭代求 a P 

6. 绐定递推关系〜和初始条件及以=(^，确定唯一的解。 

7. 给定形如 /( n ) = a /< n /6) + r 的递推关系 * 其中 a 是实数， A 是正整数，「是实数，々是正整数，使用迭 
代求 /(Mh 

fi . 给定3个集合的交集中的元素个数，每两个集合的交集中的元紊个数，和每个集合中的元素个数，求其 
并集中的元素个数， 

9,给定正整数1求在》个集合的并集中元素个数的公式〃 

10- 给定正整数 _ 和 N, 求从讲元素集合到 II 元索集合的映上函数个数。 

11- 给定正轤数 n , 列出集合 Ut 2 T 3,…， W 的所有错位排列。 

计算和研究 

使用 一 个计算程序或你己完成的程序做下面的练 

1.求 f /_和 Zioo 。 的格确值，其中八是斐波 那契数 

2_ 求比1 000 000大、比1 000 000 000大和比1 000 000 000 000大的最小的斐波那契数 . 

3. 求尽珂能多的同为素数的斐波那契数，目前还不知道是否存在无限多个这样的数 • 

4. 写出求解 10 个盘子的汉诺塔难题所需要的所有的 移动。 

5. 按照雷夫难题的 规则. 用4根柱子从一根柱到另一裉柱移动20个盘子，写出使用弗雷姆-斯蹈尔特算法 
甫要的所有移动。 

S . 通过下面的方法验证求解”个盘子的雷夫难题的弗甫姆猜想：对干尽可能多的整数〜证明这个难题不 
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可能使用比具有最优选抒 A 的弗 雷姆- 斯图尔特算法还要少的移动來求解 t 

7. 计箅对于各种 整数心 包括15, 64* 256和 1 G 24, 使用在 6. 3节描述的快速乘法和 ft 数相乘的标准算法 
(2+5 节算法 3) 做两个 n 位整数相乘所需要的运算次数， 

3. 计算对于各种整数^包括4, 16, 64和128,使用在 S .3 节描述的快速矩阵乘法和矩阵相乘的标准算法 
(2+7 节算法 1) 做两个 nXn 矩阵相乘所需要的运算次数 。 

9* 使用埃拉托色尼筛求不超过1000的所有素数6 

10. 使用在 6. S 廿描述的求不超过100的素数个数的方法求不超过10 000的素数个数 * 

11 . 列出 U , 2, 3, 4, 5, S , 7, 8} 的所有的错位排列 L 

12. 对所有不超过20的正整数〃计算 n 个物体的一个排列是错位排列的概率，并确定这狴概率遇近 e . 的速 

■ 

度， 

写作题目 

用本书以外的资料，按下列要求写成短文 D 

1. 找出斐波那契发衷的关干兔子数模型难題的原始材料 £ 讨论斐波那契提出的这个问题和其他问题，并且 
给出关于斐波那契本人的某些信息。 

2. 解释斐波那契数怎样在其他应用中出现，如叶序、植物叶片排列的研究、镜子反射的研究等。 

3. 描述汉诺塔难题的各种不同的变形问题，包括多 T 3个柱子的（包括课本和练习中讨论的雷夫难题在 
内），盘于移动受限制的，以及允许有 N 样大小盘子的，关于求解每种变形冋题所要求的移动次数有什 
么已知的结论？ 

4. 尽可能多地讨论出现卡塔兰数的不同的问题《 

5. 描述派尔克发现的与一次谎话搜索相关的乌拉姆问题（见 6-3 节的练习 2 S ) 的解。 

6-讨论派尔克发现的与多次谎话搜索相关的乌拉姆问题的变种（见& 3节的练习 2 S ), 关于这个问题你还知 
道什么？ 

7. 讨论求平面上点集的凸包的分治算法。 

8. 査询幸运数 （lucky mirnber ) 的定义。解释怎样使用类似于埃拉托色尼筛的技术找出幸 运数， 求所有小于 
1000的幸运数 d 

9. 描述在数论中使用的筛法。使用这种方法已经得到了哪些结果？ 

10. 査询古代 法国纸 牌相遇游戏的规则，描述这些规则并且描述皮埃尔 * 雷蒙德_蒙特莫特关于“相遇 H 
题"的论文。 

11. 描述怎样使用指数生成函数求解各种计数问题 u 

12. 描述计数的理论和可使用这个理论求解的计数问题的种类。 

13. 管家《«是求安排〃对夫 妇围断 I 桌就座的方法数，使得就座时男女相间并且没有丈夫和妻子 
相邻。解释怎样用卢卡斯（匕 Lucas ) 方法求解这个问题。 

14. 解释怎样使用棋盘多项式 （rook polynomial ) 求解计数问题。 



第 7 章关 系 


在许多情况下集合的元素之间都存在某种关系。每天我们都要涉及各种关系，例如在一个 
商行和它的电话号码之间的关系，雇员与其工资之间的关系， 一 个人与一个亲 M 之间的关系，等 
等。 在数学中我们研究的关系，如一个正整数与被它除的一个正整数、一个整数与和它模5同余 
的一个整数、 一 个实数与一个比它大的实数之间的关系，等等。在计算机科学中常常出现的关 
系，如一个程序与它所使用的一个变童、一种计箅机语言与这个语言的一个有效语句之间的关 
系等。 

集合的元素之间的关系被表示成一种结构，这种结构叫做关系，可以用关系来求解问题，例 
如确定在一个网络中的哪两个城市之间开通航线，为一个复杂课题的不同阶段的： r 作找一个可 
行的执行次序，或者产生一个有用的方式以便在计箅机数据库中存储信息。 

7, 1关系及其性质 


7. L 1引言 



,可以用两个相关元素构成的有序对来表达两个集合的元素之间的关系，这是一种最 
直接的方式为此，有序对的集合就叫做二元关系 d 在这一节，我们引入用于描述二 
元关系的基本术语。在这一章的后面，我们将使用关系来求解涉及通信网络、项目调度以及识别 


集合中具有共同性质的元素等问题 d 

msm 设 A 和 B 是集合 ，一 个从 A 到 B 的二元关系是 AXB 的子集。 

换句话挺，一个从 A 到 S 的二元关系是有序对的集合 R ， 其中每个有序对的第一个元素取 
自 A 并且第二个元素取 ft 我们使用记号表示 h )€ R ^ 表示“，当 （ a , ft ) 


属于 i ? 时称 a 与 6有关系 

二元关系表示了两个集合的元素之间的关系。在本章的后面我们将引人〃元关系，它表示了 
在三个以上集合中元素之间的关系。当不发生混淆时我们将省去二元这 个词。 

例〗〜例3说明了关系的槪念 d 

例1 设 A 是你们学校的学生的集合， B 是课程的集合 a 令灰是由（〜 6) 对构成的关系， 
K 中纹是选修课程占的学生。例如，如果 Jascm GoodfHend 和 Deborah Shermaii 选修 CSGl 8 t BP 
离散数学，有序对 （Jascm GoodfHend，CSS 18) 和 （Deborah Sherman T CS 518> 属于 如果 Jason 
Goodfriend 也选修 CS 510, 即数据结构，那么有序对 （Jason Goodfriend , CS 510) 也厲于但 
是，如果 Detiorah Sherman 没有选修 CS 510, 那么有序对 （Deborah Sherman , CS 510 > 不在 

R 中, 

注意如果一个学生 H 前没有选修任何课程，那么在只中没有以这个学生为第一元素的对。 
类似地，如果一门课程目前没有开设，那么在 i ? 中也没有以这门课程作为第二个元素的对。 ■ 
例2 设 A 是所有城市的集合， B 是美国的 SO 个州的集合。如下定义关系只：如果城市 a 是 
在州则 U ， A ) 属亍 例如， ( Mulder , 科罗拉多州 ） T ( Bangor , 缅因州 ）， （Arm Arbor ， 密 
执安州）， ( Cupertino , 加利福尼亚州）和 （Red Bank * 新泽西州）是在 i ? 中。 ■ 

例 3 设 A - H 0， 1, 2}，/)}，那么{(0, d >， （0，&)，（1， g ), <£， AM 是从 A 到 B 

的 关系。 这意 味着. 比如说有0价，但没有1册，关系可以用图来表示，如阁？， 】 所示，用箭头 




来表示有序对。另一种表示关系的方式就是用…张表，这也在图 7-1 给出 B 在 7.3 节我们将更详 
细地讨论关系的表示。 

7, 1.2 函数作为关系 

一个从集合 A 到集合 ii 的函数 /( 如 1. S 节 

的定义）对于 A 中的每个元素都指定 B 中一个唯 

一的元素。/的图示是使得 6 = / G ) 的有序对 \ 

<〜 6) 的集合，由 T /的图示是 A X B 的子集， ^mh 

它就是一个从 A 到 J 3 的关系，此外，函数的图 

示有下述 性质： A 的每个元菜恰好是图中一个有 
序对的第一元素。 閉 ？1 在例3的关系 J ? 中的有序对 

相反，如果 i ? 是从 A 到 J 3 的关系，并且使 

得 A 中的每个元素是 J ? 中恰好一个有序对的第一元素，那么 J ? 的图示就可以定义一个函数，只 
要对 A 的每个元素指定唯一的元素 6 使得 U ， 的就可以做到 e 

可以 m 关系表达在集合 A 和集合 S 之间的一对多的相关性，其中 A 的一个元素可以与 I ?中 
多个元素有关 g 函数表示了这样一种关系，对于 A 中的每个元素恰好只有一个 B 中的元素与之 
相关。 

关系是函数的推广，可以用关系表示集合之间的更为广泛的联系。 

7, L 3 集合的关系 



集合 A 到它自身的关系是特别令人感兴趣的. 

Eaaa 集合 a 的关系是从 a 到 a 的关系 t 
换句话说，集合 A 的关系是 AXA 的子集 u 

例 4设 A 是集合 {1* 2, 3, 4丨，>4上的关系 K = M u 整除/乃中有哪些有序对? 
解 (〜 6) 在 R 中，当且仅当 a 和&是不超过4的正整数且 a 整除6,我们看到 

R = Ui ， U ,< l ，2)、（ l ，3)，<13)， a ，2)，（ h 4),(3,3)，（4,4)} 


在这个关系中的有序对的图和表的表示都在图 7-2 中给出 



例5给出了某些整数集合上的笑系的实例 
例 S 考虑下面这些整数集合上的关系： 


J?1 ― 

- \ (a 


a ^ h) 

Rz= K a 

,h) 

<2 > A} 

Rz = 


a ~ b a 

]?4 ; 

- { (a *i) 

\ a = b) 

Rs = 

= {(a 


| a = ^ + 1) 

R$= {(a 

,h) 

a-h6< 3} 



阁 7-2 例4中关系 ft 的有序对 


其中哪些关系包含了有序对 （1, 1)、 （1, 2)、（2，1)、 （1, _1)以及 （2, 2)? 


注意和倒 1 〜例 4 的关系不同 T 这些是无穷集合上的关系^ 

解有序对 （1, 1) 在私，拓，沁和 A 中；有序对（1， 2) 在抝和中；有序对（2， 1) 在 
沁， 私和 私中；（1， 一 1) 在私， 札和私中； 最后, 有序对（2, 2) 在私 ，尺 3 和尺4 中。_ 
不难确定有穷集上的关系个数，因为集合 A 上的关系仅仪是 AXA 的子集 • 
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例6 〃元素集合有多少个关系？ 

解集合 A 上的关系是 AXA 的子集，因为当4是《元素集合时 AXA 有; t 3 个元素，并 E 
m 个元素的集合有2〜个子集，故 AXA 的子集有2: 个。 于是《元索集合有2/个关系，例如， 
在集合 U , h W 上存在# =29 = 512个关系。 ■ 

7. 1.4 关系的性质 


有若千个用于把集合上的关系分类的性质，这里我们只介绍其中最 M 要的性质。 

在某些关系中一个元素总是与自己相关。例如，设 E 是所有的人的集合上的关系，若^和 y 
有相同的母亲和相同的父亲，那么^厲于 I ?, 于是对 f 每个人^ 有工 Ra 

如果对每个元素 aeA 有 a ) eJi , 那么集合 A 上的关系 J ? 叫做自反的 s 


定义3 


注意我们看到如果 a > ei ?), 那么集合上的关系是自反的，这里的论城是 A 
中所有元素的集合， 


我们看到如果 A 的每个元素都关系到它自已， A 上的关系就是自反的 Q 例7至例9说明了自 


反关系的概念。 

例7 考虑下面 {1, 2, 3, 4} 上 的关系 

Rx = {(1,1),(1,2)，（2，1)，（2,2)，（3,4)，（4，1>，（4 3)} 

R 2 = {(Ul}Al,2)A2 f l)} 

Uin } f ( l ,2},( l ,4),(2, l ), C 2,2),(3,3), C 4 a ) ,(4,4)} 

Ra = U 2， l )，（3， l )，（3,2),(4 t 1)， U ，2)，（4 3)} 

U 1 山， （ U )，（ l ，3>，（ i ，4)，（2,2>“2,3)，<2,4),(3,3>“3,4)，（4,4 H 


Jifl = {<3 1 4)} 

其中哪些是自反的？ 

解关系沁和札是自反的，因为它们都包含了所有形如 d 的对，即 （U 1)， （2, 2)， 
(3, 3) 和 <4. 4) fl 其他的关系不是自反的，因为它们不包含所有这些有序对。特别地 ，仏， 

和吣 不是自反的 ， 因为 （3, 3) 都不在这些关系里 B ■ 


例 S 例5中哪些关系是自反的？ 

解这个例子屮的自反关系是 A (因为对每个整数^有，沁和对于这个例子中 
其他的关系容易找到不在关系中的形如 U ， 心的对（留给读者作为练习 h ■ 


例 9 正整数集合上的“整除”关系是自反的吗？ 

解因为只要^是正整数就有 a 丨心"整除”关系是自反的， _ 

在某些关系中 -- 个元素与第二个元素相关，当且仅当第二个元素也与第一个元素相关 。 比 
如一个关系由/对构成，其中^和 j 是你校的学生并且他们至少学一门公共课程。这个关 
系就有这种性质 & 而某些关系有另一种性质，郎如果-个元素与第二个元素相关，那么第二个元 
素就不与第一个元素相关 & 比如一个关系由（1， W 对构成，其中 I 和 y 是你校的学生，且 x 比:^ 
的平均成绩高，这个关系就有后一种性质， 

对于 a , b € A , 如果只要 U , WeK 就有（6, a ) Gi ?, 则集合 A 上的关系 J ? 叫做对称 
的。如果对〜仅当 a =6 时和 （6, a )^ R , 则集合 A 上的关系1?叫作反对称的， 


定义 4 


注意使用董词，可以看到如果 VqVKU , <6, a ) e R ), 則 a 上的关系是 

对称的。类似地，如果 VaV 6〔（£ i , a ) A ^ R^(a = b )), Ufl A 上的关系 

是反对称的 a 






关 
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就是说，关系 J ? 是对称的.当且仅当如果 a 与6相关则 A 与 a 就相关 e 关系 R 是反对称的， 
当且仅当不存在由不同元素 a 和6构成的有序对使得 a 与6相关井与^也相关。对称与反对 
称的概念不是对立的，因为一个关系可以同时有这两种性质或者两种性质都没有(见节末的练 
习8)。 一 个关系如果包含了某些形如 U , A ) 的对，其中 a 乒这个关系就不可能同时是对称和 
反对称的。 

注意 尽 管从紇 计教据中可以看出，对称的或反对称的关系相对不多，但许多重要的 
关系都具有两种性质其中之 一（ 见练习 45), 

例 10例7中的哪些关系是对称的？哪些是反对称的？ 

解 关系沁和 J ? 3 是对称的，因为在这些关系中，只要 fe ) 属于关系就有（6, a ) m 于关 
系。对于关系唯一需要检査的就是 （1, 2) 和 （2, 1) 属 于这个关系。对于必须要检査 
(U 2>和(2, 1) 属 于这个关系，还有（1， 4) 和 （4, D 也属于这个关系 p 读者应该能够验证其他的 
关系中没有一个是对称的，只窬找到一个有序对 (《, 6)，使得它在关系中但〔6, d 不在关系中„ 
f ? 4 、 Rs 和&都是反对称的 s 其中每一个关系都不存在这样的有序对*即它由元素 a 和办构 
成，使得 a 关6,伹 U , W 和（6, U ) 都属于这个关系。读者只需找到有序对 U ，6) 满足但 
( a , W 和（6, d 都属于这个关系，就能够验证其他关系中没有一个是反对称的。 ■ 

例11 例5中的哪些关系是对称的？哪些是反对称的？ 

解关系吣和尺 & 是对称的^恥是对称的，因为如果“ =*或^ = -6,那么就有办 =a 
或 6 = 是对称的，因为2 = 6推_出6 = ^沁是对称的，因为 a + 推出读者 

应该能验证其他关系没有一个是对称的， 

关系 J ? i 、 只2、沁和扎是反对称的 e 吣是反对称的，因为不等式和推出 
i ?2 是反对称的，因为和是不可能的 。 札是反对称的，因为两个元素相对于扎相关， 
当且仅当它们是相等的 。吣是 反对称的，因为“ 和/ + i 是不可能的读者应该能验 

证其他关系没有一个是反对称的， ■ 

例 12 正整数集合上的整除关系是对称的吗？是反对称的吗？ 

解 这个关系不是对称的，因为 I I L 但2 / U 它是反对称的，因为如果^和是正 整数 
且 a 丨 fr 和 A | 〜那么 a = 6( 这个验证圉给读者作为练习）。 _ 

设況是有序对（ X , : y ) 构成的关系，其中1与 J 是你校的学生，且 I 比^得到更多的学分。 
假设: r 与 y 相关并且: y 与 z 相关，这意味著工比 j 得到更多的学分并且 y 比 t 得到更多的学分. 
可以断言$比 Z 得到更多的学分，因此^与=相关，我们证明了 K 有传递性，这个性质定义 
如下 t 

如果 对于〜 6, ( a , 并且 （ fr , r )€ R 则那么集合 A 上的 

关系 i ? 叫做传递的， 

注意使用董词，如果 V “ V / jVc (( U . h )€ RMf ^ c )€ R )^( a , c )€ R ), 集合 A 上 
的关系就叫做传速的. 

例13 例7中的关系哪些是传递的？ 

解 R “ & 和抝是传递的，对于这些关系，我们对以通过验证若 U , W 和 （6, c ) 属 于这个 
关系则 （ a ， c ) 也属于这个关系来证明每个关系都是传递的。例如，私是传递的，因为只有 
(3, 2) 和 （2, 1)，（4， 2) 和 <2, 1>, <4， 3) 和 （3. 1)，以及（4， 3) 和 （3, 2) 是这种有序对，而 

<3, 1>， （4, 1) 和 （4, 2>属于 R “ 读者应该能验证沁和沁也是传递的。 




R \ 不是传递的，因为 （3, 4) 和 （4, 1) 属于但 （3, 1) 不属于只 | 不是传递的，因为 

<2, 1〕 和 CU 2) 厲于私，但 （2， 2) 不 M r 私。沁不是传递的，因为 （4, 1>和<1， 2) 属于 J ? 3 , 
但(4, 2) 不属于 ■ 
例 14 例 5 中的哪拽关系是传递的？ 

解 关系 Ru Rz 、 沁和尺，是传递的，私是传递的，因为和推出 沁是传 
递的 t 因为和推出 a > c , 札是传递的，因为 a =± fr 和 6 = ± c 推出^ = 士（。 IE 如读者 
应该验证的，显然 札也是 传递的 & 尺 5 不是传递的，因为 <2, 1) 和 O , 0) 属于 J ? 5 , 但（2, 0) 不 
属于吣不是传递的，因为 （2, 1) 和<1, 2) M 于 Re ， 但（ 2 , 2> 不属于 ■ 
例 IS 正整数集合上的“整除"关系是传递的吗？ 

解假设 d 整除且6整除那么存在正整数*和/使得 6 = d 和（==6“ 因此即 
a 整除^从而证明了这个关系是传递的， ■ 

可以使用计数技术确定具有特殊性质的关系的个数。由此可以得知：这个性质在《元素集合 
的所有关系的集合上有多普遍。 

mu n 元素集合上有多少个自反的关系？ 

解 A 上的关系 i ? 是 AXA 的子集，因此，要通过指定 AXA 中以个 有序对中的每一个是 
否在/?中来确定关系，因而，如果《是自反的，对于 aGA ， 《个有序对 U ， a ) 中的每一个都必 
须在及中。其他 nU — [) 个形如 W 的有序对， a ^ h , 可能在也可能不在 i ? 中，因此，由计数 
的乘枳法则，存在个自反的关系 • [这就是选择具有的每个元素 U ， fr ) 是否属于 R 

的方式数 J ■ 

n 元素集合上的对称关系和反对称关系数可以用和例16类似的推理得出（见本节末的练 
习 45 K 计数〃元素集合上的传递关系数的问题已超出本书的范围。 

7, 1-5 关系的组合 

因为从 A 到/ 3的关系是 AXB 的子集，可以按照两个集合组合的任何方式来组合两个从豸 
到 B 的关系，考虑例17至例 19 a 

例 17 设 A - U , 2, 3} 和 2, 3, 组合关系 K ! = {(1 ，1 ) ， （2 , 2) , < 3, 3)} 和 

Rt -{ a , 1), (Ii 2), (1, 3), (2, 4)} 可以得到 

Ri U Rz = {( Ipl ) t (1.2),(1,3), a ,4),(2,2),(3,3)} 

Rj n R2= {<ia)} 

Rj {(2,2) ,(3,3)^ 

R 2 - Ri = {( U 2) “1,3)，（1，4)丨 ■ 

例 18 设 A 和 B 分别是学校的所有学生和所有课程的集合 a 假设仏由所有有序对 U ， A ) 组 
成，其中 a 是选修课程6的学生。吣由所有的有序对 U ，6) 构成，其中课程6是 a 的必修课，关 
系 i ? L U 吣， RiDRi , Ri ® R 2 , R1 - R2 和沁 一 A 是什么？ 

<L 

解 关系由所有的有序对 （ a ， W 组成，其中 d 是一个学生，课程6要么是他的选修 
课，要么是他的必修课。是有序对 （ a , 6) 的集合，其中是一个学生，他选修了课程6 
并且课程6也是《的必修课。沁©&由所有的有序对 U ， W 组成*其中学生 a 已经选修了课程 A 
但课程6不是^的必修课，或者课程 A 是 a 的必修课，但是 a 没有选修它„ R ,- R 2 是所有对 
( a , 6) 的集合，其中 a 已经选修了课程6,但6不是 a 的必修课，即6是 d 的选修课。 R 2— Ri 是 
所有对 W 的集合，其中6是 a 的必修课，但 a 没有选修它。 _ 

例19设 A 是实数集合上的“小于”关系，沁是实数集合上的“大于”关系*即柘= 
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{(jt ， y} 1 和 _Rs = { (I ， ： y) ; jc^>y ], R\ \J R 2 ^ J?i n 私 ， Ri ~ Rz * J?£ — R! ， i?i ® 私是 

什么？ 

解注意到 U ， y>eKj Ui ? 3 当且仅当（工，： y ) eRi 或〔工， y )^ H 2 f 因此 （h y ) ^RiURz 
当且仅当 x < : y 或 j ：> y & 由于条件 o ：<： y 或与条件 1 尹 jy —样，因此 Ri U A =丨 （A | 
x ^ ty ). 换句 话说， “小于”关系与“大于”关系的并是“不相等”关系。 

其次，注意到一个对 U , 30 同时属于的和 R2 是不可能的，因为并且 1 > 3 ^是不可能 
的 。从而得到抝 = 也可以看到 i?i 一 R 2 - Ri = R 2 , Ri ® R 2 = ( J ?1 Ui ?2>- 


(Rl f\Rt)=[(j：^ y) 1 x^y) ,© ■ 

组合关系有另一种方式，这种方式和函数的复合相似。 

1 设 R 是从集合 A 到集合 B 的关系， S 是从集合 B 到集合 （：的 关系， J ? 和 S 的合成 


定义 


是由有序对 G ， C ) 构成的关系，其中 aGA ， 并且对于它们存在一个元素使得 U . h )€ 
J ? 和 c >€ So 我们用 s aK 表示 i ? 与 S 的合成。 

计算两个关系的合成需要我们找出这些元素，它们既是第一个关系中的有序对的第二个元 
素， 也是第二个关系中的有序对的第一个元素. 1 E 如例20和例21所示。 

例 20 J? 是从彳 1，2， 3} 到{1，2，3， 4} 的关系且 1)，（1，4)，（2，3)，（3，1)， 


(3, 4 )}， S 是从 {U 2， 3* 4} 到 <0, 1， 2} 的关系且 S = {(1，0)，（2，0}，(3，1)，（3，2)， 
(4, 1)}, J ? 与 S 的合成是什么？ 

解 S 〃 R 是由所有 K 屮的有序对和 S 中的有序对构成的，其中在 K 中有序对的第二元索与 
S 中有序对的第一元素相同。例如，及中的有序对（2, 3>和5中的有序对<3, 1) 产生了 S 。!？ 中 
的有序对 （2, 1)。计算所有在只。3中的有序对，我们得到 


S = <(1,0>，（1，1)，（2,1)，（2,2),(3,0).(3，1)} ■ 

例21双亲关系与自身的合成。 设/?是所冇人集合上的双亲关系，即如果 a 是6的父母， 
则 U ， U , c)^R 当且仅当存在一个人 6 使得 a 是6的父母且6是 c 的父母 a 换句话 
说，当且仅当 a 是 c 的祖父母或外祖父母。 ■ 


从两个关系合成的定义可以递归地来定义关系 i ? 的幕 . 

设 K 是集合 A 上的 关系。 幕 n=U 2, 3, 


定义7 


R v 


和 ❸+】- R n -K 


递归地定义为 


这个定义证明了尺 2 = i ? 。仏 R ^^ R 2 ^R = {R ^ R ) 等等。 

例 22 设 K - Ul , J ), (2， 1), (3, 2)， （4, 3)}, 求幕 K H ， 《 = 2，3, 4， 

解 因为圮我们得到记={(1, 1)，（2，1)，（3， 1), (4， 2)} a 进一步，因为 
= - R , R ^ = HU O , (2, 1), (3, 1), (4 t l)h 其他的计算 iE 明 T 记和把一样，因此 

^ = {(1, 1), <2, 1), <3, 1), (4, !)}, 从而对柘=5，6，7 ,…，有 W = RK 读者应该能够 

验证这个结果 ■ 
下面的定理证明，个传递关系的幕是该关系的子集$ 7. 4节将要用到这一 结果。 
mmi 集合 A 上的关系 J ? 是传递的，当且仅当对2, 3 , 有 Rd 
证首先证明定理的充分条件。假设对 h =1, 2, 3, 有 R - d 特别地， 有 Rd 为证 
明 J ? 的传递性，注意到如果 （ a , 并且（6, c ) eRf 根据合成定义就有（心 . 因为 

这就意味着 （ a , c ) eR . 因此 i ? 是传递的6 

我们将使用数学归纳法证明定理的必要条件 。 对于〃 =1，定理的这个结果是显而易见的。 


© 原书此 处为私 u 札译文根据本书第 1 章的定义加了括号_——译者注 
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假定其中《是一个正整数，这是归纳假设。为完成归纳步驟，必须证明这将推出 
也是 R 的子集。为证明这一点.假设（心 6)€^ hl , 那么因为杷 + 1 = R " 存在元素 
: r € A 使得 U ， x >6 i? 并且（工， h }€ R n . 由归纳假设，即犮推出 （ x , 6 ) eK 下一步 * 因 
为 J ? 是传递的，以及 u , x ) efi 和 < x , b )^ R , 得到 byeR . 这就证明了妒 +1 d 从而完 
成了证明* □ 


练习 


L 列出从 A ={0， ！，2, 3* 4} 到 B =|0, 1, 2, 3} 的关系 K 中的有序对，其中 U , b )€ R ， 当且仅当 

a ) a — b b ) a + b =4 c ) a^>h 

d ) a I 6 e ) gcd(at / j ) = 1 f ) IcitiCa T b } = 2 

2+ a > 列出集合 {1, 2, 3, 4, 5, 6} 上的关系 R = Ua , b ) I a 整除6》中所有的有序对, 

b ) 仿照例 4 用阁表示这个关系 

c ) 仿照例4用表表示这个关系 t 

3. 对集合2，3, 4〖上的如下毎一个关系，确定它是否是自反的 t 是否是对称的，是否是反对称的，是 
否是传递的。 


a ) 

{(2, 

2 > t 

(2. 

3), 

(2, 

4), 

(3, 

2), 

(3* 

3)， 

(3, 

4)} 

b ) 

Ul , 

1 ), 

U , 

2), 

(2, 

1)， 

(2, 

2), 

(3, 

3)， 

<4, 

4)} 

c ) 

{<2, 

4〉， 

C 4, 

2)} 









d ) 

Ki , 

2), 

(2, 

3), 

C 3, 

4)1 







e ) 

{(1， 

Dt 

(2, 

2), 

(3, 

3)， 

(4, 

4>} 





f ) 

{ U , 

3 ) t 

(1* 

4) > 

(2, 

3), 

(2, 

4), 

(3, 

1>, 

(3, 

4)} 


4, 确定所有人的集合上的关系 R 是否是自反的、对称的、反对称的和传递的，其中（心 6 )e R ， 当且仅当 

a ) G 比6高。 b ) ^和^生在同一天。 c ) a 和6同名。 d ) £!和&有共同的祖父母。 

5. 确定所有 Web 页上的关系 I ?是否为自反的.对称的、反对称的和传递的，其中 （ a ， b )€ R ， 当且&当 

a ) 每个访问 Web M ci 的人也 i 方问了 Web 页 

b ) 在 Web jS ： 和 ft 上没有公共链接， 

在 Web 页 a 和6上至少有一条公共链接6 

d ) 存在-个页包含了到 Web 页41和 Weh 页 6的链接， 

6, 确定所有实数集合上的关系是否是 fT 反的、对称的、反对称的和传递的，其中（ I ，当且仅当 

x ~^ y ~0 b ) jr = 士 jy c >: r—jy 是有理数 d ) 

o ) f ) xy—Q g ) x=l h ) j=l 或 jy=l 

7. 确定所有整数集合上的关系 i ? 是否是 0 反的.对称的、反对称的和传递的，其中（|，当且仅当 

3 ) jc^y b ) jry)l c ) jc = y + 1 M x ~ y ~ 1 d ) x ^ j(mod 7) 

e ) x 是^的倍数 [): r 与 j 都是负的或都是非负的 g ) Jr — y 1 h ) jc ^ y z 

S . 给出一个集合上的关系的例子，要求它是 

a ) 对称的和反对称的， b ) 既不是对称的也不是反对称的， 

» 如果对于每个 a £/ U 有 U ， a )( tK , 那么集合 A 上的关系 i ? 是反自反的，即如果没有 A 中的元素与自 

己有关系 t 关系 K 就是反 II 反的， 

9. 练 4 3 的哪些关系是反自反的？ 

10+练习4的哪些关系是反自反的？ 

11- 练习5的哪些关系是反自反的？ 

12. 练习6的哪些关系是反自反的？ 

13. 集合上的关系可能既+是自反的也不是反自反的吗？ 




系 


395 


14. 使用量词表达一个关系是反自反的含义. 

15. 给出在所有人的集合上一个反自反关系的例子 & 

_个关系 J ? 叫做非对称的,如果 （ a , 椎出〔6, 心砝 R , 

16-练习3的哪些关系是非对称的？ 

17. 练月4的哪些关系是非对称的？ 

18. 练习5的哪些关系是非对称的？ 

19. 练习 S 的哪些关系是非对称的？ 

20. 非对称的关系一定是反对称的吗？反对称的关系一定是非对称的吗？对你的答案说明理由> 

2 L 使用傲词表达一个关系是非对称的含义。 

22. 给出在所有人 的集合 上一个非对称关系的例子. 

23. 从 m 元素集合到 n 元素集合有多少个不同的关系？ 

饮 设 I ?是从集合4到集合的关系。从 B 到 A 的逆关系是有序对的集合 Kh fl ) I 记作 

IT 1 , 补关系 M 是有序对的集合 U 〜 &) S U t 

24. 设 I ?是整数集合上的关系 = 办 ）I a <& h 求 

a) « _t b) R 

25. 设 / i 是正整数集合上的关系及 = 6) I a 整除求 

a) JT 1 b) R 

26. 设 ff 是美国所有州的集合上的关系， R 由有序对（〜 W 构成，其中 a 州与&州相邻接，求 

a) R~ l b) R 

■i 

27* 设从 A 到 B 的函数 / 是一一^对应的 e 令 i ? 是和/ 的阉 相等的关系，即 R = i ( a , / U )> 1 a € A \, 逆关 
系尺1是什么？ 

2S ■ 令抝 = {(1, 2> t (2, 3} ， <3, 4)K R, = {(1, (U 2), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), 
(3, 2> ， （ 3, 3) ，（ 3, 是从 {1, 2, 3} 到 {1, 2 ， 3, O 的关系 t 求 
a) Ri b) R x f]R 2 c) R L — d) R 7 j /?s 

29 . 设 A 是你校的学生的集合， S 是学校图书馆的书的集合，设抝和私都是有序对 U ， A ) 构成的关系， 
在&中,学生 a 修一门课程需要读书 h 在札中，学生 a 已经读过书 h 描述在 T 面每个关系中的有 
序对。 

a) R,U^ b) R^f\Ri c) R,®Rt d) R 广 R 2 e) R^~R, 

30, 设 是关系 Kl , 2)，（1，3), (2，3)，（2, 4), (3，1)}, S 是关系 U 2，1) ， （ 3， 1) ， （3，2) ， 
(4, 2)}, 求 SW D 

31- 设 R 是由人的集合上的有序对 U , 幻 组成的关系，其中 a 是6的父母 & 设 S 是由人的集合上的有序对 
(I 6) 组成的关系.其中 a 是6的兄弟姐妹， S ^ R 和 J ? tS 是什么关系？ 

练习32〜35涉及的都是实数集合上的 关系： 

Ri = { C^2 , A) 6 R" I a>i/} ， “大于”关系 
R 2 =={U, b) 6 R £ I a>b\, 44 大于或等于 w 关系 

R, = {(a, b)^R 2 44 小于”关系 

R^Ua, 6)GR 2 I “小于或等于”关系 

= 6>eR 2 1 a^b), “等于 ”关系 

i?, = Us T 6)eR J i a^b} t 不等 w 关系 

32 - 求 

a) R, \JR^ b) Ri UR^ c) RiC]Ra 

€) R } -R 2 f) R 2 -Ri h) Ri@K a 

33, 求 


d ) R , QR , 
h > K s ® R 4 




396 


第 7 幸 


a) jF ?2 LJ 风 

b ) R,{JR, 

c) R, 

HR, 

d ) r 4 rm 

e ) R^-R, 

f) Rd 

g ) Ri®R^ 

h ) 私 

34 ■求 

a) R] 

b) R, 

c) i? s 

9 R^ 

d ) R, 

e ) K, 9 Rh 

0 R, 

g ) R2 


h ) 

35 .求 

a) w /?i 

b) J? 2 fl J?2 

c) i?a 

^5 

d ) R t *Ri 

e) Us ^J? 3 

f) * i?& 

g ) Ri 


h) fl jR e 


36. 设 i ? 是所有人的集合上的双亲关系（见例 21), —个有序对在关系 J ? 3 中？ 

37. 设1?是 fl - 有博+学位的人的集合上的关系，要求 MtR , 当且仅当 a 是6的导师，什么犢况 下一个 
有序对 U t 6) 在 i ? 2 中？什么情况下一个有序对 U , 6) 在 P 中？这里 tt 是正整数，（注意每个具有博士 
学位的人有一个导师 

38. 设 R , 和私分別是所有正整数集合上的“整除”和"倍数”关系，即 b ) I a 盩除 W 和 Rz - 
{ G ，6) I ^是/』的倍数 K 求 

a ) Rj . U b ) f?j f ) 馬 c ) ii ] — jR s di ) ~Ri e > J ?] © J?t 

39. 设柘和/? 2 分別是整数集合上的 "模 3 同余” 和 # 模 4 同余”关系 T 即亿 M I a ^ Kmod 3)} 和仏= 
{(^t b ) I a 三 6 (rnod 4) K 求 

a ) J?i b ) U , fi K £ c) R , — d ) R Z ~ R , 

40. 列出集合10， U 上的 16 个不同的 关系. 

4 L |0 # n 上的16个不_的关系中有多少个包含了对 (0 t 1>? 

42. 你在练习40列出的 (0, U 集合上的16个关系中哪些是 

a ) 自反的？ b ) 反自反的？ c ) 对称的？ 心反对称的？ 

e ) 非对称的？ f ) 传递的？ 

43. a ) 在集合 U , A , 上有多少个关系? 

在集合^山上有多少个关系包含对 

44. 设 S 是 n 个元素的集合 t a 和6是 S 中的不同元素 。 S 上有多少个关系便得 

a ) ( a , 6>属于这个关系？ 

b ) ( a , M 不厲于这个关系？ 

O 在关系中没有有序对以 u 作为它们 的第一 元素？ 

d ) 在关系中至少有一个有序对以 a 作为第-元素？ 

e ) 在关系中没有有序对以 u 作为它们的第一元素*也没有有序对以6作为它们的第二元索？ 

f ) 在关系中至少有一个有序对以^作为它的第一元素或者以6作为它的第二元素？ 

M 5. «元素集合 h 有多少个关系是 

a ) 对称的？ b ) 反对称的？ c ) 非对称的？ d ) 反自反的？ e > 自反的和对称的？ 

f ) 既不是自反的也不是反自反的？ 

M 6, n 元素免合上有多少个传递的关系？如果 

a ) n — 1 b ) ? i = 2 c ) n ~3 

47 , 找出在下面定理证明中的错误* 

u 定理' 设只是集合 A 上的对称和传递的关系，则 J ? 是自反的。 

“证明' 设取元索 A 6 浹使得 b )^ R , 由于 R 是对称的，因而有（6, 现在使用传递 

性，由和可以得出结论 a )^ R . 

48. 假设 R 和 S 是集合 A 上的自反关系 • 证明或反驳下面的每个论断， 

a ) RUS 是自反的 b ) HAS 是自反的 c ) J ? ④ S 是反自反的 

d ) R — S 是反自反的 e ) 5。只是自反的 
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49, 证明集合 A 上的关系 J ? 是对称的，当且仅当 R — 其中 JT 1 是 i ? 的逆关系， 

50 , 证明集合 AJt 的关系是反对称的 t 当且仅当 RfliT 1 是对角线关系 i ={ U , a ) I 的子集_ 

SJ - 证明集合 4 t 的关系 72 是自反的.当且仅当逆关系1?胃 ] 是6反的 u 

52. 证明集合 A 上的关系 K 是自反的，当且仅当补关系及是反自反的 & 

53, 设尺是自反的和传递的关系，证明对所有的正整数 R K =R, 

54, 设 i ? 是集合 （K 2, 3，4, 5} 上的关系，包含有序对 （1, 1>, (1, 2), (1， 3), (2，3)， （2, 4 ) t 
C 3, 1)* (3^ 4), (3, 5), <4 t 2 ) t (4, 5 > t (5, l) f (5, 2》和 （5, 求 

( OK 2 b ) J ? 3 c ) d ) i? s 

55. 设 R 是集合 A 上的自反关系，证明对所有的正檠数 l P 也是自反的， 

*56. 设 R 是对称羌系.证明对所有的正整数〜圮也是对称的， 

57. 假设关系/?是反自反的，圮一定是反自反的呜？对你的答案给出理由 . 

7.2 n 元关系及其应用 

7-2. 1引言 

在两个以上集合的元素中常常会产生某种关系。例如，学生的姓名1学生的专业以及学生的 
平均学分绩点之间的关系4类似地， 一 个航班的航空公司、航班号、出发地、目的地、起飞时间 
和到达时间等也有一种关系*在数学中也有这种关系。例如有3个整数，其中第一个整数比第二 
个整数大，而第二个整数比第三个整数大。另一个例子是直线上的点之间的关系，即当第二个点 
在第 一和第 三个点之间时 s 这三个点有关系 4 

本节我们将研究两个以上集合的元素之间的关系。这种关系叫 n 元关系.可以用这种关系表 
示计算机的数据库。这种表示有助于回答对数据库中所存信息的査询，例如：哪个航班在午夜3 
点剷4点之间降落在 CTHare 机场？你们学校的二年级学生哪些是主修数学或计算机科学的，并 
且平均学分绩点大干 3* 0?公司的哪些雇员为这个公司 I 作不到5年但所賺的钱已经超过50 000 
美元？ 

7.2.2 n 元关系 

a 

我们从建立关系数据库理论的基本定义开始。 

mm § 设 a ?， a , 是集合。在这些集合上的《元关系是 a xA 3 y 的子 
集4这些集合 Ai ， Ah …，叫做关系的城，叫做它的阶. 

例1 RS 由三元组 fr , c ) 构成的关系，其中^ 6、 c 是满足的整数，那么 
(U 2, 3> eR , 但（2, 4, 幻机 这个关系的阶是 3 d 它的域都等于整数 集合。 ■ 

例2设 R 是由5元组 ( A , N , S , D ， 了)构成的表示飞机航班的关系，其中 A 是航空公司 t 
N 是航班号， S 是出发地， D 是目的地，了是起飞时间。例如，如果 Nadir 直达航空公司在15:00 
有从 Newark 到 Bangor 的963航班，那么 （ Nadir ， 963， Newark , Bangor ， I 5 t 00) 属于 J ?。 这个 

关系的阶是 5, 并且它的域是所有航空公司的集合、航班号的集合、城市的集合、城市的集合以 
及时间的集合 。 _ 

7,2.3 数据库和关系 

1 操作数据库信息所需要的时间依赖于这些信息是怎样存储的。插人和删除记录，更 
'一 精 。新记录 T 检索记录以及从一个重叠的数据库中组合记录的操作，在一个大型数据库 
中每天要执行几百 万次。 由于这些操作的重要性，已经开发了数据库表示的各种方法*我们将讨 
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论其中的一种基于关系概念的方法，叫做关系數据 模型， 

数据库由记录组成，这些记录是由字段构成的/ I 元组，这些宇段是 n 元组的数据项„例如， 
学生记彔的数据库可以由包含学生的姓名、学号、专业、平均学分绩点 （ GPA ) 的字段构成 t 关 
系数据模型把一个记录的数据库表示成一个《元关系。于是，学生记录可以被表示成形如 C 学生 
姓名，学号*专业 t GPA ) 的4元组 6 6个记录的一个数据库样 本是： 

CAckermann , 231455,计算机科学, 3.88) 

( Adams , 888323,物理学， 3.45) 

( Chou , 102147,计算机 科学， 3,49) 

(Goodfriendi 453376,数学， 3.45) 

( Rao ， 678543，数学， 3,90) 

( Stevens ^ 786576，哲学，2, 99) 

用于表示数据库的关系叫做表，因为这些关系常常用表来给出^这些表的每个列对应于数据库 
的一个属性 6 例如，同样的学生数据库显示在表7-1。这个数据库的属性是学生姓名、学号、专 
业和平均学分绩点 （GPAh 


表 7 -i 学生 


学生姓名 

学号 

专业 

GPA 

L 

AckeTmamri 

231 455 

计算机科学 

3- 88 

Adams 

see 323 

物理学 

3. 45 

Qiqu 

102 147 

计算机科学 

3.49 

Goodftiend 

453 87S 

数学 

3.45 

Rao 

678 543 

数学 

3-90 

iit evens 

786 576 

心理学 

2-99 


当^元组的某个域的值能够确定这个》元组时， n 元关系的这个域就叫 做主关 健字。这就是 
说当关系中没有两个《元组在这个域有相同的值时，这个域就是主关键字. 

常常要从数据库增加或删除记录.由于这一点，一个域是主关键字的性质是随时间而改变 
的。所以， 一 个主关键宇应该选择那种无论数据库怎样敖变都能继续存在的字段，用数据库的内 
溪的主关键字就可以做到这一点，它包含了在表示这个数据库的《元关系中可能永远含有的所有 
的 n 元组。 

例3假设将来不再增加 n 元组，对于表 hi 所示的 n 元关系，哪个域是主关键宇？ 

解因为在这个表中对应每个学生的姓名只有一个4元组 T 学生姓名的域是主关键宇。类似 
地，在这个表中学号是唯一的，学号的域也是主关键字。但是，所学专业的域不是主关键字，因 
为包含同样的专业的4元组有多个。平均学分绩点的域也不是主关键字，闶为有2个4元组包含 
了同样的 GPA , ■ 

在一个 《元关系中域的组合也可以唯一地标识„元组。当一组域的值确定了一个关系中的 n 
元组时，这些域的笛卡儿积就叫做 复合关键字。 

例4对于表 7-1 中的_元关系，假设不增加 n 元组，所学专业的域与 GPA 的域的笛卡儿积 
是复合关键宇吗？ 

解这个表中没有两个4元组有同样的专业和同样的 GPA * 因此这个笛卡儿积是一个复合 
关键字。 ■ 
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因为主关键字和复合关键字用于唯一地标识数据库中的记录，当新的记录被加到这个数琚 
库时关键宇要保持有效是非常重要的 a 因此，应该做检测以保证在这个或这些相应的字段中每 
个新记录与表中所有其他的记录不同。例如，使用学号作为学生记录的关键字是有意义的，因为 


没有两个学生有同样的学号 


一 个大学不应该使用姓名字段作为关键字，因为有町能两个学生 


有同样的姓名（如 John Smith ) 


7.2. 4 n 元关系的运算 


元关系存在可以用于构成新的 n 元关系的不同的运算4综合使用这些运筲能够回答对数据 
库的满足待定条件的所有元组的查询0 

—个 n 元关系最基本的运算是在这个 n 元关系中确定满足特定条件的所有 N 元组.例如，我 
们可能想在学生记录的数据库中找出主修计算机科学专业的所有学生的记录。可能我们想在同 
一个数据库中找出所有平均学分绩点在 3. 5以上的学生。也可能我们想在这个数据库中找 出所有 
主修计算机科学专业的平均学分绩点在 3. 5以上的学生$为完成这些任务我们使用了选择运算 0 

设 K 是 n 元关系， C 是 K 中元素可能满足的一个条件。那么选择运算叱将〃元关 


定义 


系 K 映射到 i ? 中满足条件 C 的所有 n 元组构成的 n 元关系。 

例 S 为了 找出表 7-1 所示的”元关系 ft 中主修计算机科学专业的学生的记录，我们使用运 


算％， 其中 G 是条件专业计算机科学' 结果是两个 4 元组 （ Ackerniann ， 231455,计算机 
科学，3, 88) 和 （ Chou , 102147,计算机科学， 3, 49), 类似地，为了在这个数据库中找出平均学 


分绩点在 3. 5以上的学生记录，我们使用运算％，其中是条件 GPA > 3 , h 结果是两个 4 元 
组 （ Ackermann ， 231455,计算机科学， 3*88)*〈 Rao ， 678543,数学， 3.90), 最后，为找出主修 
计算机科学专业的 GPA 在 3.5 以上的学生记录，我们使用运算其中 C 3 是条件（专业=“计算 
机科学” AGPA >3_5), 结果由一个4元组 （Ackermamu 23 U 55， 计算机科学， 188) 构成 a ■ 
通 过投影删去关系中每条记录相同的域可以构建-•个新的〃兀关系。 

投影今七将 n 元组 （W * 似，…，^ ) 映到 m 元组 （ 4 ) ，其 


申 

换句话说，投影删除了？ J 元组的 ni 个分最，保留了第12,…，^个分量 D 

I £ WT 

例6 当投影 Pi , 3 施用到4元组（2，3, 0, 4), (Jane Doe , 234111001,地理学，3_14)以及 


( gi > f t 叫）时结果是什么？ 

解 Pi , 3 把这些 4 元组分别映到（2, 0)， (Jane Doe , 地理学>和（“，幻 K ■ 

例7说明了怎样使用投影来产生新关系。 

例 7当投影 P U 4 施 用于表 70中的关系时结果是什么？ 

解 当施用投影时，表的第二列和第三列被删除， 得到了 表泔学生姓名和平均学分绩 
点的对,表 7-2 给出了这个投影的结果。 _ 

当一个投影施用到一个关系的表中时，有可能使行变少。当关系中的 某些” 元组在投影的阳 
个分量中每个分罱的值都相同，只在被删除的分 M 有不同的值时，就会出现这种情况 s 例如，考 
虑下面的例子。 

例8 当投影巧,2施用到表 7-3 的关系时得到什么表？ 

解 表 7-4 给出了当投影 Pi , 2 施用到表 7-3 时得到的关系。注意在施用了这个投影后行数 
减少。 _ 





表 7-2 GPA 


学生姓名 

GPA 

Ackcrmann 

3,88 

Adams 

3. 45 

Chou 

3. 4S 

Goodfriend 

3-45 

Kao 

3, 90 

Si evens 

2 - 99 


» 7-3 注册 


学生 

专业 

课程 

GI^hset 

生钧学 

BI290 

Clause r 

生物学 

MS47S 

Glauser 

生物学 

PY410 

Marcus 

数学 

MS511 

MarCys 

数学 

MS603 

Marcus 

数学 

CS322 

Miller 

计算机科学 

MS575 

Miller 

计算机科学 

CS45S 


当两个表分享着某些相同的字段时连接运算将这 
两个表组合成一个表 4 例如，一个表包含了航空公司、 
航班号和通道的字段，另一个表包含了航班号、通道 
和起飞时间的字段 。 可以将这两个表组合成一个包含 
航空公司、航班号、通道和起飞时间字段的表。 

( gasm 设 i ? 是 m 元关系且 S 是元关系，其中 
和 连接 JVd S ) 是 m 十?! 一 p 元关系， 
a 2 1 *** ， a m - ， ，.■ ， , in ， *—， b n 

…，于 K 且？？元组 （ Cl ， C2 ，…， O ，占2， 


7-4 专业 


学生 

专业 

Glauser 

生钧学 

Marcus 

数学 

Miller 

计箅机科学 




它包含了所有的 （m + n — p ) 元组（旬， 
p > t 其中 w 元组 （ ，奶，…，， n ， 
…，属于 S n 

换句 话说， 连接运算 / a 从两个关系产生一个新的 关系， 它把第一个关系的所有讯元组和第 
二个关系的所有《元组组合起来，其中 m 元组的后户个分 M 与? I 元组的前 P 个分录相同. 

例 9 当用连接 运算九 组合表 7 - 5 和表 7 - 6 中的关系时所得结果关系是什么？ 

解 乃产 生的关系在表 7 - 7 中。 _ 



表 7-5 教学课程 



表 7-6 教重安排 


教杈 

系 

课号 

系 

课号 

教室 

mm 

Cruz 

动物学 

335 

计算机科学 

518 

N521 

2 (OOP- M. 

Cruz 

动物学 

412 

数学 

575 

N502 

3 ： OOP, M, 

Farb^r 

心理学 

501 

数学 

611 

N521 

4 S 00P. M. 

Farbe^ 

心理学 

617 

物理学 

544 

B505 

4 ： OOP. M. 

Crammer 

物通学 

544 

心理学 

SOI 

Aioo 

S, OOR M + 

Grammcr 

物理学 

551 

心理学 

617 

AU0 

U ： 00A. M. 

Rosen 

计算机科学 

518 

动物学 

335 

A100 

SjOOA. M, 

Ro^en 

数学 

575 

动物学 

412 

A100 

g t OOA- M. 

表 7-7 教学安排 

教授 

系 


课号 

教室 


时间 

Cruz 

动物学 


335 

A100 


9 t Q0A, M. 

Cruz 

动物学 


412 

AI00 


8100A- M* 

Farljer 

心理伞 


501 

A100 


3 ： OOP. M, 

Father 

心理学 


617 

AI10 


11 ： O0A. M. 

G rammer 

F 物理学 


514 

B505 


4rOOP. M, 

Rosen 

计箅机科学 


513 

N521 


2 f OOP. Mr 

Rosen 

数学 


575 

N502 


3j00P. M. 










$ 


401 


从已知关系产生新关系的运箅除了投影和连接运算以外还有其他运对这些运算的描述 
可以在关于数据库理论的书中找到， 


7,2. 5 SQL 

数据库査询语言 SQU 结构化査询语言 Structured Query Language 的缩写）可以用来 
执行本节所描述的运算 6 例 10 说明了 SQL 命令是怎样与《元关系上的运箅相关的， 
例 10 我们将说明怎样用 SQL 来表达査询，这是通过显示怎样使用 SQL 从表？ -8 中做一次 
关于航班的査询來说明的， SQL 语句 


SELECT Depcirtuire _ time ( 选押起飞时间） 

FROM Flights ( 从航班） 

1IHEM destination = Detroit 1 ( 当目的地='底特律 ’ ） 

是用于在航班数据库中找出投影 P 5 ,它能够（在起飞时间属性上）选出5元组使得这些5元组满 
足条件 s destination = -Detroit 输出是一张以底特律为目的地的包含航班时间的表 t 即 
08:10, 0心47和09:44。 SQL 使用 PB 0 M 子句识别査询施用到的 n 元关系. WHERE 子句说明选择运 
算的条件，而 SELECT 子句说明将被使用的投影运算。（小心： SQL 使用 SELECT 表示一个 投影， 


而不是一个选择运算。这是一个令人遗憾的术语不一致的例子 J 

表 7-8 航班 


航空公司 

航班号 

通道 

目的地 

起飞时间 

Nadir 

： S2 

34 

底特律 

08 “0 

Actm 

221 

22 

丹佛 

08,)7 

Acme 

122 

33 

安克爾奇 

08 ； 22 

Acme 

323 

34 

植香山 

08 ? 30 

Nadir 

m 

13 

底特律 

08x47 

Acme 

222 

22 

丹佛 

09 ? 10 

Nadir 

322 

31 

底特律 

09|44 


例11说明 SQL 怎样做涉及多个表的査询。 

例11 SQL 语句 

SELpECT professor, tijne ( 选择教授，时间） 

FROM teaching _ assigm^nts f class _ schedule (从教学课程 * 教室安排） 

HHERE departfflent = Mathematics' (当系 =* 数学 M 

用于找出在数据库（如表 7-? 所示）中的 5 元组的投影 P U 5 , 这个数据库是分别在表 7-5 中的 
教学课程和表 7-6 中的教室安排，数据库满足 departinei^t = l mathenuitics t 条件下的连接 h 。檐出 
由单一的2元组 （ Rosen ，3:00 PM ) 构成，这里的 SQLFR 0 M 子句用于找出两个不同数据库的连接， 

■ 

本节我们仅仅接触到关系数据库的基本概念。更多的信息可以在 [ AMJ 195] 中找到。 

练习 

1- 列出关系 Ul h c) \ a, A 和 r 是整数且 0<u<A<r<5} 中的三元组 D 

2, 在关系 h g d) I t t G d 是 IE 整数且中有嘟些 4 元组？ 

3, 列出表关系中的 5 元组 * 
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4, 假设不增加新的 n 元组，对下面表中的关系找出所有的主关键字 n 

a ) 表 7-3 b ) 衷7,5 c ) 表 7-6 d ) 表 7-8 

5. 假设不增加新的 it 元组，对于表 7 S 中的数据库 找出一 个由两个字段构成的复合关键宇，其中一个宇段 
是航空公司。 

5 - 假设不增加新的《元组，对于表 7-7 中的数据库找出一个由两个字段构成的复合关键字，其中一个字段 
是教授 。 

7 , 3元关系中的3元组表示了一个学生数据库中的下述属性：学号.姓名、电话号码. 

a ) 学号可能是主关键字吗？ 

b ) 姓名可能是主关键字吗？ 

c) 电话号码可能是主关键字吗？ 

8. 4元关系中的4元组表示了出版阁书的下述属性 t 书名、书号、出版0期 v 页数。 

a ) 什么可能是这个关系的主关键字？ 

iv ) 在什么条件下（书名、出版日期）是复合关键字？ 
c > 在什么条件下（书名、页数）是复合关键字？ 

3. 5元关系中的5元组表示了美国所有人的下述 屬性： 姓名、社会保险号、住址、城市，州 n 
a > 对这个关系确定一个主关键字。 

b ) 在什么条件下（姓名、住址）是复合关键宇？ 

O 在什么条件下 t 姓名、住址、城市）是复合关键宇7 
10. 设 C : 是条件：教莖 = A 100, 当你施用选择运算叱到表 7-7 的数据库时， pT 以得到什么？ 

设 C 是条件：0的地=底特律，当你施用选择运算叱到表 7-3 的数据库时，可以得到什么？ 

12. 设 C 是条件 t (项目 =2) A (数 M >50) t 当你施用选择运算化到表 7-10 的数据库时，可以得到什么？ 

13 . 设 C 是条件；（航空公司 = Nadir ) V (目的地=丹佛）_当你施用选择运算 &到表 7 -S 的数据库时 t 可以 
得到什么？ 

14. 当施用投影朽 . 3 . s 到5元组6, r , A d 时，你能得到什么？ 

15- 哪个投影映射用于刪除一个6元组的第一、第二和第四个分量？ 

U , 给出施用投影 JVu 到表 7-8 以后得到 的表。 

17,给出施用投影 P lB ，到表 7- S 以后得到的表。 

13_把连接运算 J 3 施用到5元组的表和3元组的表后所得表中的”元组里有多少个分虽？ 

19,构造把连接 运算入 施用到表 7-9 和表 7-10 的关系中所得到的表 



表 7-9 零件需求 



表 7 -lfl 

零件库存 


供货商 

零件号 

项0 

零件号 

项目 

数最 

颜色代码 

23 

1092 

1 

1001 

1 

14 

8 

23 

1101 

3 

1092 

I 

2 

£ 

23 

9048 

4 

1101 

3 

1 

1 

31 

4975 

3 

3477 

2 

25 

2 

31 

3477 

2 

4975 

3 

6 

2 

32 

6984 

4 

6984 

4 

10 

1 

32 

9191 

2 

9048 

4 

12 

2 

33 

1001 

I 

9191 

2 

m 

4 


20. 证明如果（^和（: 2 是”元关系 i ? 的元素可能满足的条件，那么 

ZL 证明如果(^和(? 2 是 n 元关系 J ? 的元素可能满足的条件，那么处 ( J ?)) 

22, 证明如果 C 是 n 元关系 ft 和 S 的元素可能满足的条件， 那么叱 ( i ? US )。 兄 

23, 证明如果 C 是 n 元关系 if 和5的元素可能满足的条件， 那么化 （ KriS > = 5 c < R ) rUc ( S) s 




关 


系 
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24. 证明如果€是?1元关系 J ? 和 S 的元素可能满足的条件，那么& ( J ? —= 

25. 证明如果 R 和 S 是《 元关系，那么 JVw 』{ ffUS ) = P, ， ^ ia ( S ), 

J •£ m L £ m I 2 m 

26 . 给出一个例子证明如果 /? 和 s 是两个 n 元关系，那么 '+.„■■,■ (尺 ns ) 可能与 a ?) n 

L A PT 1 j £ PXI 

27. 给出一个例子证明如果 R 和 S 是两个 n 元关系，那么 A 能与 F w 〜_ ( R )~ 

■ •£ 辑 ]c rpi 

Pi t ( S ) 不同 e 

I u "*TT 

28. a ) 与下述用 SQL 语句表示的査询相对应的运算是什么？ 


SELECT Supplier C 选择供 货商） 

FROM Part _ needs ( 从零件箝求） 

WHERE lOOO^F^rt _ iiMber^SOOO f 当 1000< 零件号 <5000) 

h ) 给定表？ -9 的数据库作为输人，这个査询的输出是什么？ 

29, a ) 与下述用 SQL 语句表示的査洵相对应的运算是什么？ 

SELECT Supplier, Project C 选择供 货商，项目） 

FROM Part needs t part inventory ( 从零件 31 求，零件库存） 

WHERE Quantity< 10 ( 当数最 <10) 


b ) 给定表 7-9 和表 7-10 的数据库作为输人*这个査询的输出是什么？ 


7. 3关系的表示 
7.3. 1引言 

有多种方式表示有穷集之间的关系 H IE 如我们已经看到的，一种方式就是列出它的有序对„ 
本节将讨论另外两种表示关系的方式。一种方式就是使用 0-1 矩阵。另一种方式就是使用有 
向图。 

一般说来，矩阵适用于计算机程序牛关系的表示。另一方面，人们常常发现使用有向图来表 
示关系对理解这些关系的性质是很有用的4 

7.3.2 用矩阵表示关系 

可以用 0-1 矩阵来表示一个有穷集之间的关系。假设 K 是从八={^，^，…， aj „} 到 B = 

的关系， （这 里集合 A 和集合 B 的元素已经按照某一特定的但是任意的次序列 
出。此外，当 A = S 时我们对于 A 和 S 使用同样的排序 J 关系 ]? 可以用矩阵 = 来表示， 
其中 

f 1 如果6況 

=丨 

10 如果（山 ，6/) 铥 i ? 

换句话说，当 a , 和~有关系时表示及的0-1矩阵的（|\ j ) 项是1，当^和~没关系时在这 
个位置是 0( 这种表示依赖于对 A 和 B 使用的排序 h 
下面的例子说明用矩阵来表示关系。 

例1假设 A =《1 U 2, 3}， B=\U 2}, 令 J ? 是从 A 到 B 的关系，且如果 a 6 A . 
a > b , 则 ft 包含 U ， 6)。如果幻=〗， a 2 =2, a 3 = 3, fn = U b t = 2 , 表示 i ? 的矩阵是什么？ 

解因为只={(2，1>, (3，1)， （3, 2)}, 关 于犮的 矩阵是 





M j r ] u = M ^ VM ^ 和 M , R a n R , = 
例 4 假设集合 A 上的关系和及 2 由下述矩阵表示 


Mr 


0 0 和 Mfi 


0 I 0 


0 0 


什么是札 ui ?£ 和沁的矩阵表示？ 


解这两个关系的矩阵是 


Mj? | ur 2 — M^V M^ 


1 0 1 

1 I 1 


f\g 2 — Mr } /\Mr z =000 


■ 


0 0 0. 


现在我们来考虑怎样确定关系合成的矩阵。这个矩阵蚵以通过关系矩阵的布尔积（见2, 7节） 
得到 。 特别地，假设 i ? 是从 A 到 B 的关系且 S 是从 B 到 C 的关系，又假设 A 、 B 和 C 分别有 m ， 
行和沪个元素 * 令关于5。仏 i ? 和 S 的 0-1 矩阵分别为 Msa = [ 化], M ^ = [ r l7 ], M s = [ w ] (这 
些矩阵的大小分别为 mXh mXri 和? / Xp > 有序对 （ a ¥ ， q ) 属干 S aJ ? 当且仅当存在元素 h 使得 
(a “ 心）属于 J ? 并且 e 』) 属于从而~ = 1,当且仅当对某 个是有 = 由布尔积的 
定义，这意味着 

Msj? — Mi? © Ms 


例5找出关系 S 4的矩阵，其中表示只和 S 的矩阵是 


Mr 


解关 f 的矩阵凫 


和 Ms 


LO 0 0. 


0 I 
0 1 


= Mr ©Ms 


■ 


0 0 0. 


表示两个关系合成的矩阵可以用来求的矩阵，特别地，由布尔幕的定义有 


Mr - 




节末的练4 35要求证明这个公式， 

例6求关系记的矩阵表示，其中 K 的矩阵表示是 




0 0 


解 R 2 的矩阵是 


Mr : 




7.3.3 用图表示关系 


我们已经显示了一个关系可以通过列出它所有的有序对或使用 0-1 矩阵来表示。还有一种重 
要的表示关系的方法就是图 D 把集合的每个元素表示成一个点，每个有序对表示成一条弧，弧上 
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的箭头标明了弧的方向。当我们把一个有穷集上的关系看作一个有向图时，就可以使用这种图 



形表示。 

一个有向图由顶点（或结点）集 V 和边（或弧）集£组成_其中边集是 V 中元素的有 
序对的集合。顶点 a 叫做边 M 的始点，而顶点6叫做这条边的终点。 

形如 ( a , d 的边用_条从顶点 a 到自身的弧表示。这种边叫做坏 a 

例7 具有顶点 a ， 6，（：和 边 （ a ， 6)， （ a ， d ), (6，6)， （6, d ) f ( c ^ a ) ^ ( c f A ) 和 


U , 6) 的有向图给在图 7-5 中 3 _ 

集合 A 上的关系 W 表示成一个有向图，这个图以 A 的元素作为顶点，以有序对 U , _为 
边，其中 （ a ，6)6 J ?, 这就在集合 A 上的关系和以 A 作为顶点集的有向图之间构成了一一对应。 
于是，每一个关于关系的论述对应着一个关于有向图的论述，反之亦然 * 有向图给出了一个关干 
关系信息的可见显示$因此，也常常用图研究关系及其性质。（注意从集合 A 到集合 B 的关系可 
以用一个有向的图示来表示，其中对 A 中的每个元素存在一个顶点， B 中的每个元素存在一个 
顶点，如73节所示。然而，当4 = £*时*那种图示表示与这里描述的有向图表示不同，它对关 
系信息的显示要少得多.）例8〜例10说明了怎样用有向图来表示关系。 

例8集合{1，2, 3, 4>上的关系 

R = {(1，1)“1,3)，（2,1)，（2,3)“2,4)“3，1)，（3,2)，（4,1)} 

的有向囝显示在图 >6屮。 

例9图 7-7 中的有向罔所表示的关系 K 中的有序对是什么？ 

解关系中的有序对(: r , j ) 是 

R = {(1，3),(1，4),(2，1)，（2,2)，（2,3),(3.1)“3,3>,(4,1>，<4,3)} 

每个有序对对应了有向 图的一 条边，（2, 2>和 （3, 3) 对应了环， 




m 7-5 一个有向阁 



图 7-6 关系 R 的有向阁 



表示关系的有向图可以用来确定关系是否有各种性质，例如，一个关系是自反的，当且仅当 
有向图的毎个顶点都有环，从而每个彤如（1， I )的有序对都出现在关系中。一个关系是对称的， 
当且仅当对有向图不同顶点之间的每一条边都存在一条方向相反的边，从而只要（工，在关系 
中就有<> z ) 在关系中。类似地， 一 个关系是反对称的，当且仅当在不同的两个顶点之间不存 
在两条方向相反的边。最后，-个关系是传递的，当且仅当只要存在一条从顶点 I 到顶点 y 的边 
和一条顶点: y 到顶点 z 的边，就有一条从顶点 I 到顶点 z 的边（完成一个三角形，其中每条边都 
是具有正确方向的有向边 h 

注意对称关系可以用无向图表示，这个图中的边没有方向*我们将在第8章研究无 

向图。 

例 10 对于图 7-8 所示 的有向_的关系，确定它们是否为自反的、 对 称的、反对称的和传 
递的 Q 




解因为 R 的有向图的每个顶点都有环，因此它是自反的。 J ? 既不是对称的也不是反对称 
的，因为存在一条从 a 到&的边，但没有从6到 a 的边，并且在连接6和 c 的两个方向都有边 。 
最后， k 不是传递的 f 因为从 a 到6有边，从 y 到 c 有边，但是从 a 到 c 没有边， 

因为在有向图 S 的所有顶点没都出现环，因此关系不是自反的。因为在不同顶点之间的每 
条边都伴随一条方向相反的边，因此它是对称的但不是反对称的 □ 不难看出 S 不是传递的，因 
为 （ c , G ) 和 6) 属于 S 值 （ r ，6) 不 ■ 

练习 

1. 用矩阵表示下面每个2, 3〖上的关系（按增序列出这个集合的元素） 

a ) {(1, 1), (1， 2), 仏 3)} 

b ) ⑴，2)，（2，1)，【2，2>， （3* 3)} 

c ) i ( l * 1)， （1, 2)，（1， 3), (2, 2>, (2, 3)， （3* 3)> 

d ) { Cl , 3), (3 t I )} 

2. 用矩阵表示下面每个 {1，2, 3 , 4} 上的关系（按增序列出这个集合的元素>。 

a ) UK 3)， （1 U , 4)、（2，3)，（2，4)， U , 4)} 

b ) { U ， 1)， （1, 4), (2- 2)， （3, 3)，⑷ 1)} 

c ) UI ，2>, (h 3)， 〔1, 4), (2，1), (2，3)，（2, 4)，（3, 1)，（3，2 ) t C 3，4)，（4，1)， <4， 2>. 

(4, 3)} 

d ) U 2，4>* (3，1)，（3，2), (3, 4)} 

3. 列出和下面矩阵对应的<1 ， L 3} 上的关系中的有序对（其中行和列对应于按增序列出的整数）。 



1. 列出和下面矩阵对应的{1，2, 3, 4 }上的关系中的有序对（其中行和列对应于按增序列出 的聱数 



5- 怎样用表示集合 A 上关系 i ? 的有向阁确定这个关系是否是反自反的？ 

6+怎样用表乐集合 A I :关系的有向图确定这个文系是否是啡对称的？ 

7. 确定练习3中的矩阵所表示的关系是否为自反的 t 反自反的、对称的、反对称的和传递的 * 

8. 确定练习4中的矩阵所表示的关系是否为自反的 t 反自反的、对称的、反对称的和传递的。 

9. R 是包含了前100个正整数的集合4={1， 2 T …, 100} 上的关系 t 如 果況满 足下述条件，那么表示 i ? 
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的矩阵有多少个非0的元素？ 

a) {{a f b) I a^>b] b) { (a * &) ：| a^b) c) {(d t 6) | g — 6 + 1 \ 

d) {(a, &) 1 ^-0} e) {{a, b) [ ab^ 0 ) 

10* K 是包含了前 1000 个正整数 的集合 2, …， 1000} 上的关系，如果 I ?满足下述条件，那么表示 
R 的矩阵有多少个非0的元索？ 

a) {(a, b) I a<b\ b) M I a^b±l\ c) {(a, 6) i a + b^ 1000} 

d) {{a, b) I a + 6<1001) e) {U, 6) | a^Oj 

11 . 当 J ? 是有穷集 A 上的关系时，怎样从表示 i ? 的关系矩阵找到这个关系的补反的矩阵？ 

12. 当 J ? 是有穷集 A t : 的关系时，怎样从表示 J ? 的关系矩阵找到这个关系的逆只 _] 的矩阵？ 


13 . 设只是矩阵 


m r 


~v 

1 

Ll 




1 0 
0 L 


所 表示的关系， 求表示 rT 述关系的 矩阵。 

a) R^ 1 b) R c) If 2 

14. 设氏和沁是集合 A 上的关系并由矩阵 



V 1 0" 

1 

iT) 1 

1 0~ 

= 

1 1 1 

一 1 0 CL 

和 = 

[ 

0 1 1 

Ll 1 1- 


表示_求表示下述关系的矩阵， 

a) i?t U i ?2 tO i?i fl c) Ri ®Ri 

d ) R , - J ?, e ) R t ® R 2 

15- 设 K 是矩阵 

"0 1 Cr 

M r = 0 0 1 表示的关系，求表示下述关系的矩阵 

J 1 0 J 


a) i? 3 b) J? 3 O J? 4 

16. 设 J ? 是 n 元素集合上的关系，如果在表示的矩阵中存在 A 个非0的元素，那么在表沄 R 的逆 
尺一 1 的矩阵 M ff - i 中存在多少个非0元素？ 

17. 设 i ? 是 n 元索集含上的关系，如果在表示 i ? 的矩阵 Ms 中存在 A 个非0的元素，那么在表示的补 R 
的矩阵 Mi 屮存在多少个非0元素？ 

18. 画出表示练习1中每个关系的有向衝 . 

19. 画出表示练习2中每个关系的有向图 a 

20. 画出表示练习3中每个关系的有向图。 

2 L 画出表示练习4中每个关系的有_图 0 

22. 画出表示关系 a ), ( s , 6>，（6， c ), U 、 W , ( r , 心，（丄 d〕，（A «} 的有向图。 

在练习 23-23 列出由下述有向阁所表示的关系中的有序对1 




29. 怎样用有穷集 A 上关系 K 的有向阁确定关系是否是非对称的？ 

30. 怎样用有穷集 A 上关系 R 的有向图确定关系是否是反自 反的？ 

3 L 确定练习23〜25所示的有向图表示的关系是否为自反的、反自反的、对称的、反对称的和传递的， 

32, 确定练习26〜28所示的有向阐表示的关系是否为自反的、反自反的、对称的、反对称的和传递的 & 

33, 设1?是集合 A 上的关系，解释怎样用表示 i ? 的有向阌得到表示关系的逆 iTi 的有向图？ 

34, 设跤是集合 A 上的关系，解释怎样用表示 I ?的有向图得到表示关系的神及的有向图？ 

35 - 证明如果是表示关系 J ? 的矩阵，那么是表示关系 JFT 的矩阵 _ 

36. 给定表示两个关系的有向图，怎样找出这®关系的并、交、对称差、差以及合成的有向罔？ 

7.4 关系的闭包 

7, 4. t 引言 

一个计算机网络在波士顿 T 芝加哥、丹佛、底特律、纽约和圣迭戈设有数据中心。从波士顿 
到芝加哥，波士顿到底特律，芝加哥到底特律，底特律到丹佛和纽约到圣选戈都有单向的电话 
线。如果存在一条从数据中心 a 到6的电话线， U , A ) 就属于关系 K 。 我们怎样确定从一个中心 
是否有一条电话线或多条电话线（可能不直接）链接到另一个中心？由于所有的链接不一 定是岌 
接的，例如从波士顿可通过底特律到丹佛，因此不能直接使用 J ? 来回答这个问题。用关系的语 
言说， i ? 不是传递的，因而它不包含可能被链接的所有 的对。 正如我们将在本节证明的，我们口 J 
以通过构造包含 J ? 的最小的传递关系来找出每一对有着链接的数据中心，这个关系叫做 i ? 的传 
递闭包, 

一般说来，设/?是集合 A 上的关系。尺可能具有或者不具有某些性质 P , 例如自反性、对称 
性或传递性，如果存在包含 K 的具有性质 P 的关系 S ， 并且 S 是包含 K 且具有性质 P 的每一个 
关系的子集，那么 S 叫做 K 的关于 P 的闭包。（注意一个关系关于一个性质的闭包可能不存在， 
见节末的练习15和35 J 我们将说明怎样找关系的自反闭包、对称闭包和传递闭包. 

7 - 4-2 闭包 

集合 A 土丨1, 2， 3} 上的关系1)，（1， 2), (2，1>, (3, 2)} 不是自反的。我们怎 
样才能产生一个包含 K 的尽对 能小的自反关系呢？这町以通过把（2, 2) 和 （3, 3) 加到 J ? 中来做 
到，因为只有它们是不在 K 中的形如 （ a ， a ) 的对，很明显，这个新关系包含了 J ?。 此外，任何包 
含 R 的自反关系必须包含（2, 2) 和（3, 因为这个关系包含了只，是自反的，并且被包含在每 

一 个包含尺的自反关系之中，因此它就是 i ? 的自 反闲包 。 

正如这个例子所显示的，给定集合 A 上的关系对于可以通过把形如 U , a ) 的所 
有的对，除了已在 R 中的之外，都加到只中，就构成了 i ? 的自反闭包 . 加人这些对产生了一个 
新的自反的、包 含尺的 关系，并且它被包含在任何包含只的自反关系之中。我们看到 r 的自反 
闭包等于其中 A = i ( a ， a ) I 是 A 上的对 角关系 P (读者应能验证这个结果 J 

例1整数集上的关系的 i 的自反闭包是什么？ 
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解 J ? 的自反闭包是 

R U A ~ iia^b) I a <i h} U \ a €： = {<a,6) I a b) ■ 

U , 2, 3} 上的关系 {(1，1)， U , 2>，(2，2)，（2, 3)，（3, 1)，（3, 2>) 不是对称的。我 
们怎样产生一个包含 K 的尽吋能小的对称关系？只需增加（2， 1) 和（1，3)，因为只有它们是具 
有 （ a , 而 （&, a ) 不在 K 中的那种 （6, d 对。这个新关系是对称的，且包含了 R 。 此外，任 

何包含了 i ? 的对称关系一定包含这个新关系，因为一个包含 i ? 的对称关系必须包含（2, 1>和 
<1, 3), 因此这个新关系叫做 W 的对称闭包。 

IE 如这个例子所显示的，关系 H 的对称闭包可以通过增加所有形如（&， a ) 的有序对构成， 
其中（心 fr ) 在关系中而 a ) 不在关 系中。 增加这些有序对产生一个关系，它是对称的，包含了 
/?,并且它被包含在任何包含的对称关系之中。关系 K 的对称闭包町以通过取关系与它的逆的 
并来构造，即 i ? Ui ? 一 1 是 i ? 的对称闭包，其屮 R — 1 = (( A ， a ) I U , 读者应能验证这个 

结果。 

例 2 正整数集合上的关系 B ={ u ， 幻！ 的对称闭包是 什么？ 

解 的对称闭包是关系 

R 1J R~ ] — {(a^b) I a^> b) [J {(6,a) \ a^> b) = {(a^b) \ a ^ h) 

这最后一步相等是由于 1? 包含了所有正整数构成的有序对，其中第一元素大于第二元素，并且 
尺一 1 包含了所有正整数构成的有序对，其屮第一元素小于笫二元素 * ■ 

假设关系 K 不是传递的，我们怎样产生一个包含 JR 的传递关系并使得这个新的关系被包含 
在任何包含丑的传递关系之中？对于已经在中的《和（6, 可以通过增加所有形如 
U , d 的有序对构成 J ? 的传递闭包吗？考虑集合 U ， 2，3_ 4} 上的关系3>，（1，4)， 
(2， 1), (3， 2) L 这个关系不是传递的，丙为对于在 i ? 中的 （ a , W 和 （ fe , c ) T 它不包含所有形 
tOi ( a , d 的有序对,这种不在 i ? 中的有序对是 2), (2，3)， （2, 4) 和（3， l ) p 把这些有序对 
加到 I ?中并不能产牛 _一 个传递关系，因为所得的结果关系包含 （3, 1) 和<1, 4)，但不包含 
(3, 4), 这说明构造关系的传递闭包比起构造它们的自反闭包或对称闭包更艾杂。下面我们将建 
， 立一个构造传递闭包的算法 。 正如将要显示的，一个关系的传递闭包可以通过增加那些必须出 

现的有序对来得到，要重复这个过程，直到没有必须增加的有序对为止。 


7,4.3 有向图的路径 


我们将看到用有向图表示关系有助于构造关系的传递闭包 5 为此现在引人某些将要用到的 


术语。 

通过沿有向图的边（按照这条边的箭头指示的相同方向）移经有向图就得到一条有向圈中的 

路径。 

在有向图 G 中从 a 到6的一条路径是 G 中_条或多条边的序列（心 ， m ) ， 
( J ：1 ， J 02 ) f ( JT 2 ， X 3)， …， ( Xn-l » Xn ) ^ 其中 = 即一个边的序列 t 其中一条边的 
终点和路径中下一条边的始点相同。这条路径记为 II ,…，长度为心在同一 
顶点开始和结朿的路径叫做 ® 路或围 a 

有向图的-条路径可以多次通过一个顶点。此外，有向图的一条边也可以多次出现在一条 
路径中。 

例3下面哪些路径是图 7 = 0 的有向阁中的路径： a ! 6， a ， c ， ft ， a ， c ， 
a , a , b ； d , o c , b , a ； b , a , d , a , h , e ? 这些路径的長度是多少？这个列表中的哪些路 
径是回路？ 






解因为 （ a , (仏 e ) 和 （ e , U 都是边 ，〜 6，〜 d 是长为 3 的路径。因为 （G 心不是 
边， a ， e ，g c /, 6不是路径6因为（仏 £ 2 )，（心 r)，（G 6)， （6, a ) , ( a ， 和 U ，6> 都是边 _ 
b , a , “ b , a , a , 6 是长为 6 的路径。我们也看到， &为 （ d t 是边，山 c 是长为1的路径。 
还有由于 （ c ， A ) 和 （6, a ) 是边 ， G a 是长为2的路径。（>， 6), (6, £2)， （ a , 6), U , a ), 
( a , 6)p (b t d 都是边，因此 h 6,〜幻 a, 6, e 是长为6的路径， 

两条路径6， a ， 6， a ，< i ， 6和 e ， 6， a * 6， a ， 6， e 是回胳 * 因为它们在同 一 顶，点开始 
和结束。路拉<1，6，6 h &， a 和 d ， c 不是回路^ ■ 


术语路径也用于关系。把有向图的定义推广到关系 
可知，如果存在一个元素的序列，12，… * A -1， 

& 具有（江， JC1)€J ?，（ Jl ， …， (J0n-l ^ h) € R f 

那么在只中存在一条从 a 到 & 的路径。从关系中的路径 
定义可以得到定理 U 

mmi 设 r 是集合 a 上的关系 a 从&到&存在一 
条长为为正整数）的路径，当且仅当（仏 b ) eR ^ 

证我们将使用数学归纳法。根据定义，从 a 到 6 



闬 T 9 —个有向图 


存在一条长为]的路径，当且仅当 h )^ R , 因此当〃 =1 时定理为真。 

假定对于正 整数〃 定理为具*这是归纳假设 * 从《到6存在一条长为 《 + 1 的路径，当且仅 
当存在元素 A 使得从 a 到 r 存在一条长为1的路径，即 U ， c )^ R , 以及一条从 c 到6的长为 
«的路径，即 （ C ， 6) e K % 因此，由归纳假设*从 g 到6存在一条长为 n + 1 的路径，当且仅当存 
在一个元素 c , 便得 （ a , r >€ J ? 和 （ c , b )€ R n , 但是存在这样一个元素，当且仅当 U ， b ) e 
沪 +】 。因此，从 a 到6存在一条长为 d + 1 的路径，当且仅当 U ， b )€ R ^ K 定理得证$ □ 


7^4 4传递闭包 

我们规在证明找一个关系的传递闭包与在相关的有向囹中确定哪些顶点对被路径连接是等 
价的 # 由此要定义一个新的关系 D 

设是集合 A 上的 关系。 连通性关系由对 U , W 构成，使得在 R 中从顶点 a 到 
6之间存在一条至少长为1的路径。 

因为 P 由对 6) 构成，使得存在，-条从 a 到6 的长为 n 的路径，从 flf i ?* 是所有集合 
的并 & 换句话说， 

EKJ 

j ? * = U 

tr^l 

许多模型都用到连通性关系。 

例 4设 i ? 是世界上所有人的集合上的关系,如果 a 认识6，那么 J ? 包含 U，Ah K " 是什 
么？其中 n 是大于2的正整数 D R * 是什么？ 

解如果存在 c 使得 （ a , c )€ i ? 且 b )€ R . 即存在 f 使得 a 认识^认识办，那么关系 
包含 U ， 6)。类似地，如存在 n ， m …，使得。认识 XI ，工1认识 a ，…， 心-1 认识 
bt 那么 R " 包含对 U . 6) D 

如果存在从 a 开始至6终止的序列，使得序列中的每个人都认识序列中的下一个人，那么 
K •包含对 G ， (关于存在许多有趣的猜想。你认为这个连通关系包含以你作为第一元 
素，蒙古的总统作为第二元素的一对元素吗？在第8章我们将用图建立这个应用的模型 d ■ 

例 5设 R 是纽约市所有地铁站集合的关系.如果可以从 a 站不换车就旅行到6站*那么 R 
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包含对 ( 仏 A), 当 n 是正整数时， P 是什么？ i?* 是什么 ? 

解如果换 《 _ 1 次车就可以从 a 站旅行到 6 姑， 关系把 就包含 < 〜从 a 站旅行到 6 站， 
如果需要可以换车任意多次，关系 J?* 就由这种有序对 “ ， 6 ) 组成(读者应该能验证这些论 

断 •） _ 


例 6 设 J? 是美国所有的州的集合上的关系，如果 a 州和 6 州有公共的边界，那么 i ? 包含 
(a ， 6 ) 。 i?” 是什么？其中 ^ 是正整数， J?* 又是什么？ 

解关系 ^ 由对 (a, 6 ) 构成，可以从 e 州恰好跨越 n 次州界到达 6 州。 R • 由对 （ a* d ) 构 
成，可以从 a 州跨越任意多次边界到达 6 州（读者应该能够验证这些论断 ，） 那些包含与美国大陆 


不相连的州（即含有阿拉斯加或夏威夷）的有序对是不在 中的。 



定理 2 证明一个关系的传递闭包和相关的连通性关系是等同的 


定理2 


关系 i? 的传递闭包等于连通性关系尺％ 


证注意 K * 包含 ii 。 为证明是 K 的传递闭包，我们必须证明兒*是传递的且对一切包 
含 K 的传递关系有 PQS 。 

首先，我们证明 fT 是传递的 0 如果 U ， Wei ?* 和 c )€ R # ， 那么在中存在从《到办 
和从6到 r 的路径。我们从 a 到6的路径开始，并且沿着从6到 e 的路径就得到一条从 a 到 c 的路 
径，因此， （ a ， ,这就得出是传递的， 

现在假设 S 是包含 i ? 的传递关系，因为 S 是传递的， &也是 传递的（读者应该能验证这一 
点），并且 S n QS (由7.〗节定理 1), 此外，因为 


5 • = U S 是 

卜！ 

和夂 CS, 因此现在注意到如果 J?GS , 那么这是由于任何及中的路径也是 
S 中的路径 0 从而于是，任何包含 R 的传递关系也 一 定包含，因此，是 J? 
的传递闭包。 n 

既然我们知道传递闭包等于连通性关系，我们考虑这个关系的计算 问题。 在一个有限的有 
向图中不需要检测任意长的路径来确定是否在两个顶点之间存在一条路径，正如下面的引理所 
证明的 4 检测包食不超过》条边的路径就足够了，这里^是集合中的元素个数。 

H 1 EM 设 A 是 n 元素集合， R 是 A 上的关系。如果 i? 中存在一条从 a 到 6 的长至少为 1 的 
路径，那么存在一条长度不超过《的这种路径。此外，当 a 关 A 时，如果在 R 中存在一条从 a 到 6 
的路径，那么存在一条长度不超过 n_ l 的这种路径。 

证假设 K 中存在一条从 a 到 6 的路径，令 m 是这种路径的最短长度。假设 x 0 , 工 h 
工 1 ，仏是 ― 条这样的路枝，其中工 。= ~ 

假设 “ = 6和所>〜使得爪身” + U 由鸽巢原理，因为 A 中有《令顶点，在 m 个顶点 X 0, 
XI ? X 2 t ， Xm-i 中至少有两个是相同的（见图 7-10). 

^1+2 



o = X 2 X ( _ v x i = x J 


m 7 10 产生一条长度不超过 《 的路径 






假设 = A 满足0<纟<^<衍一1。 那么这条路径包含一条从力到 K 自身的回路。可以把这 
祭回路从由^到 6 的路径中删除，剩下的 路径， 即工 0 ， a ： l ，…， X /， 07 + 1 ，…， 1 ， Xm 是从 


來凹时 y&M±l a 到 D 1 ■删 ■ 琢，利「奶财促， W 工 0 ， XI t …， JCif Xj + 1 ， …，, Xm m/A 

41 到 fr 的更短的路径。因此，最短长度的这种路径的长度一定小于等于〜 

的情况留给读者作为练习 . □ 

由引理1,我们看出 J ? 的传递闭包是]?， i ? 2 , J ? 3 , 的并。这是由于在尺*的两个顶点 

之间存在一条路径，当且仅当对某个正整数在圮的这些顶点之间存在一条路径。因为 

J? H = R [J R 2 U R 3 U … U Rn 

并且表示关系的并的 0-1 矩阵是这些关系的 0-1 矩阵的联合，因此传递闭包的0-〗矩阵是 K 的 
0-1 矩阵的前《次幕的 0-1 矩阵的联合。 

设 Mi ? 是 n 元素集合上的关系 K 的 0 M 矩阵。那么传递闭包 i ?* 的 0-1 矩阵是 


定理 


Mr 


Mr V Mr 1 V Mk 1 V - V Mfi" ] 


例 7 求关系 R 的传递闭包的 0-1 矩阵， 其中 


0 I 


Mr 


解由定理3, K * 的 0-1 矩阵是 

Mi ? 


Mk V Mr J V M ^ 1 


因为 


12] 


0 I 0 


所以 


Mr * 


i o n n l n n i r 

0 1 0 v 0 1 o v 0 1 0 

1 ] 0 111 1 ] 1 

wm m.a 1 — 


合 


Qi 


定理 3 可以作为计算关系 R •的矩阵的贳法基础。为求出这个矩阵，要连续计算 M R 
的布尔幕，直到第 M 次幕为止。当计算每次幂时就构成这个幂与所有较小的碁的联 
当做到第 H 次幕时，就得到关于 R •的矩阵，这个过程见算法 U 



我们可以容易地求出用算法1确定关系的传递闭包所便用的位运算次数^计算布尔幕 Mr , 
Mr \ -t wiT 需要找到 n — 1个的 0-1 矩阵的布尔积每个布尔积可以使用次 
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位运算求得。因此，计算这些乘积使用¥(仏一1)< 〃一 1) 次位运算 a 

为从; I 个 Mr 的布尔幂求 M〆 ，需要求 71 — 1 个 0-1 矩阵的联合 a 计算每一个联合使用 V 次 
位运算 • 因此，在这部分计算中使用 （》 —1)« 2 次位运算。所以，当使用算法1时，用 

一 1)十（^~1)# =-2^ 3 («~1) = 0(#)次位运算就可以求出 n 元索集合上关系的传递闭包的矩 

阵。下面我们将要描述一个更有效的求传递闭包的算法。 


7.4. 5沃舍尔算法 


i ^ Ss ^ 沃舍尔算法得名于史蒂芬.沃舍尔 e . 他在 I 960 年给出该算法。这个算法能够有效 

计算关系的传递 闭包。 笄法1求出 H 允素集合上关系的传递闭包使用2沪（《 — 1) 次位 
运算。而沃舍尔算法只使用2沪次位运算就可以求出这个传递闭包， 

注意沃舍尔算法有时也叫做罗伊-沃舍尔算法，因为伯纳德.罗伊 （B • Roy ) 在1959 
年描述了这个算法。 


假设 i ? 是？| 元素集合上的关系，设%，…， 叫 是这”个元素的任意排列。沃舍尔算法 
中用到一条路径的内点的概念，如果〜幻， X 2， …，6是…条路径，它的内点是 
工2,^ 1,即除了第一和最后一个顶点之外出现在路径中的所有顶点。例如，在有向图的 
_条路径 a , c ， J ， /， L 6，/ 的内点是。 d ， /， g ， A ，匕 r ， rf ， a ， /， A 的内点是 c ， 
d ， a , 广 (注意这条路径的起点不是内点，除_这条路径再次访问它.且不是作为终点来访问 
的。类似地.这条路径的终点也不是内点,除非它在这之前曾被这条路径访问过，且不是作为起 


点来访问的 

沃舍尔算法的基础是构造 


是这个关系的 0-1 矩阵，且 W *=-[ 


系列 0-1 矩阵。这鉴矩阵是 W Q ，Wi 
CO 




Wp 其中 Wo - Mr 


L 如果存在一条从％ 到巧 的路径使得这条路径的所有内 


} (表中的酣々个顶点）之中，那么 = 否则为 0( 这条路径的起 


点都在集合彳奶，奶，…，叫 
点和终点可能在表中的前纟个顶点的集合之外） D 注意 W 〃 = M /? •，因 
为 的第（“ _/) 项是1，当且仅当存在一条从 R 到％ 的路径，且全 
部内点都在集合 （ 句，切，■“， 叫 丨之中（但这些就是有向图的所有顶 

点)。例 S 说明矩阵 w t 表示汁么。 

例8设 K 是一个关系，它的有向图如图所示，设^ 6， C ， 

■ 

d 是集合元素的排列。求矩阵 W D ， W ! , w 3 , w : , 和 w “ 矩阵 
K 的传递闭包。 


b 



© 史薔芬，沃舍尔 （Stephen warsti ^ li ， 生于1935年）沃舍尔生于纽约，在布鲁克莱恩的公立学校接受教有。他 
1956年于哈佛大学获得数学学位.他没有得到更商的学位，因为在那个年代在他感兴趣的领域没有合适的培养计划，但 
是，他在几个不同的大学研修了研究生课程，并&对计算机科学和软件 X 程的发展作出了贡畎 # 

从哈佛大学毕业以后，沃舍尔在 OROt 运筹学办公室）工作，它由约翰*霜眘金斯建立，为美 W 陆军做研究和开发工 
作 □ 1968年他两开 ORO 去， 一 个叫做 TecKiiical Operations 的公司:1:作*在那里他待助建立 f 一个从寧平亊软件课埋研 
究和开发的实验室 • 1961年他离开了这家公司,创建马萨诸塞计箅机联合公司， 后來， 这个公司变成 r 应用数据研 
( ADR ) 公司的一部分 # 在这次合并以后，沃舍尔进人了 ADK 的觀亊会，管理各种 项目和 組织.他1982年从 ADE 退休 . 

在 tt 职期间，沃舍尔在禅作系统、编译器设计、语言设计和运_学®域从事研究和开发工作。在】 971— 1972年学术 
年会上他在法国的大学作了关于软件程方面的报关于这个传递闭包算法，即 N 前所称的沃舍尔算法的正确性通明 
有一个有趣的故爭。他和一个在 Technica ] Op ^ ations 公司的同爭打赌，首先确定这个算法是永远有效的一方将風得一瓶 
甜消 n 沃舍尔一夜之后给出了证明，赌*了，并和这个同事分享了这瓶甜酒*因为沃舍尔不喜欢坐在写宇桌#,他的许 
多创造性工作都是在印度洋的帆船或希腊的柠檬园这种不抒常的地方完成的* 


解 令切=〜 V 2 = b ， V 3= c , 且％=丄 Wo 是这个关系的矩阵，于是 

"0 0 0 1 " 

10 10 

Wo - 

10 0 1 
_0 0 I 0^ 

如果存在一条口 i 到巧的 且只有 W = a 作为内点的路径， Wi 的（彳， P 项有1,注意因为所有长为 
1的路径没有内点，所以仍旧可以使用这些路径。此外存在一茶从 A 到 d 的路径，即6, A 
因此 


^0 0 0 1 

10 11 

Wj = 

10 0 1 

a 1 o 

如果存在一条％到％的且只有和作为内点的路径， w 2 的 g , j ) 项有 k 因为没有 
边以 A 作为终点，当我们允许6作为内点时不会得到新的路径 s 因此， W z = W lD 

若存在_条沾到的只用 0 = 6和 TJ3 = c 作为内点的路径#则 W3 的 （i 1 j ) 项有 1 _ 
我们现在有从 d 到 a 的路径，即 A o a 和从 d 到 d 的路径 t /, r , A 因此 



"o o o n 


W , 


10 11 
10 0 1 
L 1 0 1 1 


最后，如果存在一■条从功到 q 的路径.并且以 v \ = a v V2 ~bt r 及 P4 作为内点，那么 
的 G ， 项为 U 因为这些是图的全部顶点，此项为 U 3且仅当存在一条从 q 到 g 的路径。因此 


W 4 


1 0 ] 

1 0 1 

1 0 1 


这个最后的矩阵就是传递闭包的矩阵 


沃舍尔算法通过有效地计算 W q = Mr ，Wh W 2 , …， W „ = Mr 来计算 Ms ' 不难看出可 


以直接从 Wh ! 计算存在一条从^到％的只 
以 w ， …， w 中的顶点作为内点的路径，当且 
仅当要么存在一条从切到％的且内点是表中前4 一 1 
个顶点的路径 T 要么存在从％到 w 的路径和从 w 
到％ 的路径.而这些路径的内点仅在表中的前 A —1 
个顶点中。这就是说，要么在 w 被允许作为内点之 
前从％到％ 已经存在一条路径，要么允许 W 作为 
内点产生一条从 w 到 w 然后从 w 到~的路径。这 
两种情况如图 7-12 所示。 


第一种类型的路径存在，当且仅当 
且第二种类型的路授存在，当 且仅当 ^ 


[卜 J 


[卜 1] 


[*-n 


1。于是， 


u ] 


是1，当且仅当或者 


[卜 ij 


情況 1 


情况2 


v 卜 ■ ■ ■ > ■丨 
中的全部内点 


八 



^ . v k ] I J 

中的全部内点 

罔712把^加到允许使用的内点集中 
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1，或者1^^ _1] =丨和训^ _ =1。这就得到引理2。 

圆 _ a 设 w *=[ w f ] 是0-]矩阵，它在<“ j ) 位置有1，当且仅当存在一条从切 到巧的 
路径，其内点取自集合 { in ，… ，糾} #那么 ^ 

[*J [H] … [H] A [H] x 

mj = Wy V (叫 八叫 ) 

其中 i , j 和是不超过《的正整数， 

引理2提供了有效计算矩阵 W“A = 1， 2，«)的手段。我们使用引理2把沃舍尔算法的 
伪码在算法2屮给出， 


算法1 沃舍 尔算法 

prooedure War^a//(Mjt ； nXn 的 0-1 矩阵) 
W — Mj ^ 

for k - — 1 to n 
begiti 

for i ; = I to n 

begin 

for j *= 1 to n 

: = u ',> V (叫 A 叫） 

end 

end { W =[ x ^」 是 } 


很容易以位运算次数 if 算沃舍尔算法的计算复杂度 0 使用引理匕从项和 

災$ _1] 找到项《^/ ] 需要2次位 运算。 为从 w t _] 求出 W * 的所有 V 个项需要次位运算。因为 
沃舍尔算法从 W 0 = Mr 开始，计算 " 个 0-1 矩阵的序列 Wi t Wh …， W n = Mf ，使用的位运 

算总次数是^ 2^=2^, 


练匀 


L 设 i ? 是集合 {0, i , 2 f 3丨上的关系， R 包含有序对【0， 1), (1， 1), (1, 2)， （2, 0), (2, 2) 和 
C 3 t 0>.求 

a ) 及的自反闭包 b ) R 的对祢闭包 

2, 设 R 是整数集上的关系 Ul | a 斜 U ft 的 A 反闭包是什么？ 

3, 设 K 是整数集上的关系 {( a , 6) | a S 除 i ? 的对称闭包是什么？ 

4, 从有穷集上关系的有向围怎样构造表示它的自反闭包的有向图？ 

在练习5〜7中画出给定有向阁所表示关系的自反闭包的有向图. 





8,从有穷集上关系的有向图怎样构造表示它的对称闭包的有向图？ 
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9. 对于练习5〜7的有向阁表示的关系，找出关系的对称闭包的有向圈， 

10+找出包含了例2中关系的最小的自反和对称的关系9 

1L 对于练习5〜7的每个有向囹表示的关系，求包含它的最小的反对称关系的有向图, 


12. 假设有穷集 A 上的关系 R 由矩阵表示，证明表示 I?的自反闭包的矩阵是 M R V Ip 

13. 假设有穷集 A 上的关系 i ? 由矩阵表示*证明表示 R 的对称闭包的矩阵是 M^VML 

14. 证明关系 J? 关于性质 P 的闭包如果存在，就是所有包含 J? 的具有性质 P 的关系的交 • 

15. 什么时候可能定义一个关系及的反6反闭包，即一个包含尺的关系是反自反的且被包含在每一个包含 


R 的反自反关系之中？ 

16. 确定下面的顶点序列是否为右面的有向阁中的路径。 

a)a f bt Cw e b)b f t. h, ^ 

c ) a ， a ，ht e * d * e d ) b ^ c T d 、 a t a * & 

c t r ， bt e * d ， f ， d f)ci t a ， b ， b ， c t b f e ， d 

17. 求出练习 16 的有向罔中所有长为 3 的路径 9 



18,确定练习 L6 的有向阁中是否存在一条以下面给定的第一顶点作为起点、以第二顶点作为终点的 路径, 


a ) a , b b ) fc ， a c )6, b d ) a 9 e d 


f ) c , d g ) d , d h ) e，a Oe , c 

19. 设 J ? 是集合 {1，2. 3, 4, 5} 上的关系， 1? 包含有序对 （1，3), (2, 4)，（3，1)，（3, &)，（4, 3 K (5* 
1)， （5, 和 （5, 4>,求 

a ) ii 2 记 c ) R 4 d ) R s e ) R 6 i ) R m 

20, 设 R 是关系 * 如果存在一条从 a 城到 6 城的直达航班，则及包含有序对（〜什么时候 U ， W 在下 
面的关系中？ 

а ) R 2 b ) R J c)iT 

21 ■设；？是所有学生的集合上的关系，如果且 s 和6 至少有一门公共课程，则设包含了有序对以， 

б) , 什么时候6>在下面的关系中？ 

^) R 2 b ) R 3 c ) R _ 

22. 假设关系1?是自反的，证明 f 是自反的 & 

23, 假设关系只是对称的.证明是对称的 。 

£4-假设关系 fi 是反自反的，关系记一定是反自反的吗？ 

25* 使用算法 1 找出下面 {1, 2, 3, 4 〖上的关系的传递闭包. 
a)“K 2 ) t (2, 1>，（2， 3). (3， 4 K (4， 1 M 

b 3 U 2，1)- (2， 3), (3, 〖），（3，4>， （4, 1)， （4, 3)> 
e ) Ul ，2), (1* 3>, (1，4〉， （2, 3)，（2，4>，（3， 4)} 
dMU ， U “1, 4>. (2，1入 （2, 3}, (3，1)，（3，2)，（3，4)，（4， 2)} 

26. 使用算法1找出下面 h，k d 上的关系的传递闭包。 


a) {(a* 

c), 

ih ， 

d) , 


a) * 

(d r 

b), 


d)) 

i 






tons 

f) n 

(h. 

e) * 

(c ， 

沪）， 

(cL 

a) ， 

On 

h). 

t)} 







6), 

ia f 

山 

(a ， 

e ) ， 

(h f 

a) f 

(b. 

r) t 

(c ， n ) ? 

U, &K 

(d. 

£1 ) ， 

(e ， 

d)} 

d){(a ， 

e) * 

(b. 

a ) ， 

(h. 

d). 


d) t 

(d. 

a) 

t (d, r) 

* (t?i a} 

， O 

, h) 9 

(e ， 

h c)i e)} 


27. 使用沃舍尔算法找出练习 2 S 中关系的传递闭包 。 

2 B . 使用沃舍尔算法找出练习26中关系的传递闭包。 

29. 求出包含关系 (（U 2>，（1， 4 K (3* 3)，（4， 1) 〖的最小的关系，使得它是 

a ) 启反的和传递的 6 b ) 对称的和传递的。 <:) 自反的、对称的和传递的. 

30- 完成引理1当 a # A 的情况下的证明* 

31. 已经设计出算法用0(# & )次位运算来计算两个” X ”的 0-1 矩阵的布尔积，假设町以使用这些算法*给 
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出用算法1和沃舍尕算法求 II 元索集合上关系的传递闭包所用位运算数的大 O 怙计。 

*32, 如果有向图的两个顶点间的最短路径存在，设计一个算法，利用路径中的内点的概念求这种最短路径 
的长度. 

33. 修改算法1找出 n 元索集合上关系的传递闭包的自反闭包 * 

34. 修改沃舍尔算法找出 II 元素集合上关系的传递闭包的自反闭包， 

35. 证明集合{0，1, 2} 上的关系 R ={(0, 0 ) t <0, 1), (1, 1>，（ 2 , 2 )丨关于下述性质 P 的闭包不存在， 
如果 P 

a ) ft 不是自反的' b ) w 有奇数个元素' 

7.5 等价关系 

7.5. 1引言 


在学期开始之前学院的学生登记注册。姓氏的第一个字母从 A 到从 H 到 N 和从 O 到 Z 
的学生分别可以在上午8点到11点、上午11点到下午2点、下午 2 点到 5 点之间的任何时间注 
册，设 J? 是关系， R 包含（X ，当且仅当文和 y 是姓的第一个字母在同一组的学生 a 因此I 
和 j 可以在同一时间注册，当且仅当 （x. R . 容易看出只是自反的、对称的和传递的。 
此外，根据他们的姓的第一个字母， K 把学生的集合划分成 3 类。为了解一个学生在什么时问注 
册，我们仅关心这个学生在 3 个类中的哪个类，我们并不需要识別这个学生。 

如果4整除整数 a 和6有模 4 同余的关系 D 后面我们将证明这个关系是自反的、对称 
的和传递的.不难看出^和 △ 相关，当且仪当被 4 整除时，0和有相同的余数 g 这个关系将整 
数集划分成不同的 4 类。当我们仅关心一个整数被 4 整除的余数时，我们只需耍知道它在哪个类 
而不必知道它的特定值。 

这两个关系 • R 和模 4 同余关系是等价关系，即是自反的、对称的和传递的。本节将证明这 
种关系把集合划分成由等价元素构成的不相交的类。当我们仅关心集合的一个兀素是否在某个 
元素类，而不介意它的特殊身份时，就出现了等价关系。 


7,5. 2等价关系 



在这一节我们将研究具有一组特殊性质的关系，可以用这组性质为在某一方面类似 
的相关个体之间建立联系。 


集合 A 上的关系叫 做等价关系， 如果它是自反的1对称的和传 递的。 

两个由等价关系联系起来的元素叫 做等价的元素 （因为 等价关系是对称的，这个定义是有意 
义的）。由于等价关系是自反的，在一个等价关系中每个元素都与自身等价 U 此外，因为等价关 


系是传递的*如果 a 和6是等价的且 6 和 C 是等价的，那么 a 和是等价的， 

例1〜例4说明了等价关系的概念， 

~ I 

例 1 设是英 语字母 串的集合上的关系并且使得当且仅当 Ka ) = 〆 6 )， 其中 Kd 是串 
的长度《 i? 是等价关系吗？ 

解因为 /(d = Ka ), 从而只要 a 是一个串，就有^故 i? 是自反的。其次，假设 “Kh 
即 /U) 二 KA )。 那么有因为 i(6) = Ka)， 因此 i ? 是对称的。最后，假设和那么 
有 Z ( a ) =仙）和 = 。_此/(3)=/(()，即从而 H 是传递的。由7: i? 是自反的、对 

称的和传递的， i? 是等价关系。 ■ 
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例 2 设是整数集上的关系， 满足 aRb ， 当且仅当(2 = 6或 £ | = 一心在 7.1 节我们证明了尺 
是自反的、对称的和传 递的。 因此 i ? 是等价关系。 _ 

例 3 设 K 是实数集上的关系，满足 aKh 当且仅当 a — 6是整数 * K 是等价关系吗？ 

解因为对所有的实数〜 = 0 是整数，即对所有的实数有 因此 i ? 是自反的 0 现 
在假设^^6,那么 a — 6是整数，所以 6— a 也是整数，因此有狃“ i ? 是对称的，如果和 
bR “ 那么 a — 6和是整数，所以 a — r 二 U — 6>十（6— r ) 也是整数 ◎ 因此 We , 于是， J ? 是传 
递的。 综上所述， i ? 是等价 关系。 ■ 

最广泛使用的等价关系之一是模 m 同余关系，其中 m 是大于1的正整数。 

例4 換 m 同余 0 设 w 是大于1的正整数，证明关系 

R = { ( a , A ) I a = 6 Ctnod m )} 

是整数集上的等价关系， 

解回顾 2. 4节， a =6 (mod m ) ? 当且仅当 m 整除 a — K 注意 a —a = 0 被 m 整除，因为0 = 
0 • 因此 d 三 dmod m )， 从而模 m 同余关系是自反的，现在假设 a 三 6 <mod m ), 那么 a _6 被 

m 整除，即 ☆一& = 6 m ， 其中々是整数^ 队雨 b ~ a =( — k ) m t HP 6= a (mud m ) ^ 因此模同余关 
系是对称的 B 下面假设 a 三 6 (mod m ) 和 6 三 c(mod m ), 那么 m 整除和因此，存在整数 A 
和“使得 a — 6 =和 b ~ c — Intt , 把选两个等式加起来得 a ~ ( a ~ b ) ^ ( b ~ c ) ^ < fem + 

( k ^ Drn , 于是， a^cimod m ), 从而模 m 同余关系是传递的。综上所述，模 m 同余关系是等价 
关系。 _ 

7.5-3 等价类 


设 A 是在你们学校所有的高中毕业生。考虑 A 上的关系 ii ， ii 由所有的对（ X ，： y ) 构成，其 
中 I 和 y 从同-高中毕业。给定学生 I ，我们可以构造所有的关于 i ? 与 I 等价的学生的集合。这 
个集合由与 I 在同一髙中毕业的所有学生构成 d A 的这个子集叫做这个关系的一个等价类 D 


I 定义 


设是集合 A 上的等价关系，与 A 中的一个元素 a 有关系的所有元素的集合叫做 a 
的等价类 ， A 的关于/?的等价类记作 [ ah . 当 A 有一个关系被考虑时，我们将省去下标 J ? 并把 


这个等价类写作 U] d 


换句话说，如果只是集合 A 上的等价关系，元素 a 的等价类是 

[ a ]/< — {s \ ( a , s ) G R ) 

如果6叫做这个等价类的代表元。一个等价类的任何元素都可以作为这个类的代表元_ 
也就是说，对作为这个类的代表元所选择的特定元素没有特殊要求。 

例5对于例2的等价关系，一个整数的等价类是什么？ 

解在这个等价关系中，一个整数等价于它自身和它的相反数。从而 [d = {— 〜 a > D 这个 
集合包含两个不同的整数，除非 a = 例如，[7]={—7, 7}, [-5] = {-5, 5), [0] = {0 } B ■ 

例6对于模4同余关系，0和1的等价类是什么？ 

解 0的等价类包含使得 a = G ( mod 4> 的所有整数 a 。 这个类中的整数是被4整除的那些整 
数9因此，对于这个关系0的等价类是 

Q 0 J =■ 卜-*，一8，一4,0,4*8，”，} 

1的等价类包含使得 a = l ( m 0 d 4) 的所有整数 a 。 这个类中的整数是当被4除时余数为1的那些整 

数。因此，对于这个关系1的等价类是 

[1]={…， — 7, — 3 tl ，5.9，，”} ■ 

在例6找到了 0和】关于模4同余的等价类 D 用任何正整数 m 代替4很容易把例6加以推 
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广. 模 m 同余关系的等价类叫作模 m 同余类 D 整数 a 模 m 的同余类记作 [ o ： L ， 满足 U〕 m = 
{ …， a ^ 2 m * a 一 m * a + a + 2 m , …},例如，从例 6 得出 [0]4 = { …， 一 8, —4，0， 4* 
S T = { … ， 一 7，1，5，9， *“} D 


7+5+4等价类与划分 


设 A 是你们学校恰好主修一个专业的学生的集合， K 是 A 上的关系，如果 r 和: y 是主修同 
一专业的学生，则（工，>0属于 J ?。 那么正如读者可以验证的， J ? 是等价关系 a 我们可以看出 J ? 将 
A 中的所有学生分成不相交的子集，其中每个子集包含某个特定专业的学生。例如， 一个 子集包 
含所有 （只主修） 计算机专业的学生.第二个子集包含所有历史专业的学生。而且这些子集是 R 
的等价类。这个例子说明一个等价关系的等价类怎样把一个集合划分成不相交的非空子集。我 
们将在下面的讨论中把这些概念进一步精确化。 

设 R 是集合 A 上的等价关系。下面的定理证明 A 的两个元素的等价类或是相等或是不相交 & 


EgSM 设 J ? 是集合 A 上的等价关系，下面的命题是等价的 
COaRh Cii )[ a ]-[ A ] ( iii)MH 


证首先证明 （ U 推出 Gi )。 假设我们将通过和来证明 [ a ] = |>] •假 


设那么闶为和 R 的对称性，有又由于 ft 是传递的以及和 aJ ? c , 就 
得到因而有这就证明了 [ a ] G [>]。 类似地，可证明证明留给读者作为 


练习。 

其次我们将证明 （ i 〖) 推出 （ w >。 假设这就证明了 i >] n [6] 嶙0，因为 [ a ] 是非空的 
(由 i ? 的自反性 aeh ])。 

下面证明 （ iii ) 推出假设 U ] n [6： l 关0，那么存在元素^满足 ceU ] 和 r €|>： L 换句话 
说，和以?“由对称性有 cRl 再根据传递性，由和就有 

因为 （ i ) 推出 （ U ), ( ii ) 推出（出），（⑴)推出 （ i ), 个命题（〖）， （ ii > 和 （ ii 〖） 是等价的。 □ 

我们现在将显示一个等价关系怎样划分一个集合 g 设是集合 A 上的等价关系， J ? 的所有 
等价类的并集就是 A 的全部，因为 A 的每个元素 a 都在它自己的等价类即 [ ah 中。换句话说， 

U la ： R 二 A 

A 

此外，由定理1,这些等价类或是相等的或是不相交的，因此当 

n [^]w — 0 

这两个观察证明等价类构成 A 的划分，因为它们将 A 分成不相交的子集。更确切地说，集 
合 S 的划分是一族 S 的不相交的非空子集，且 S 就是它们的并 D 换句话说，一族子集 A ,， i ^ I , 
(其中 J 是指标集)构成 S 的划分，当且仅当 

A , # 0，对于 i 6 

A , PI - 0, 当 

和 

IJ A j ~ S 

(这里符号表示对于所有的 I € J 集合九的并 
集。）图 7-13 说明了集合的划分的概念 D 

例7 假设 S ={1 T 2,3, 4 f 5，6}, —族集合 

Ai = n . 2， 3}, 八 2= U , 5} 和 A 3 = 忉}构成 S 的一个 
划分，因为这些集合是不相交的，且它们的并是 S 。■ 
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我们已经看到集合上等价关系的等价类构成这个集合的划分 D 这个划分中的子集就是这些 
等价类，反过来.可以用集合的每个划分来构成等价关系,两个元素关于这个关系是等价的，当 
且仅当它们在这个划分的同一子集中。 

为看到这一点 * 假设彳凡丨 0 是 s 的划分。设 i ? 是 s 上的由有序对: y ) 组成的等价关 
系，其中2和> 属于这个划分的同一子集为证明 K 是等价关系，我们必须证明 i ? 是自反的、 
对称的和传递的6 

对于每个有 U , a ) eK , 因为 a 和它自己在同一子集中，因此 R 是自反的。如果 
( a ， b ) en ， 那么 * 和 a 在这个划分的同_子集中，因此有（仏 a ) ei ? e 从而况是对称的，如果 
( a , 和 （6, c ) eR , 那么 a 和6在这个划分的同一子集中，比如是 X , 6和 r 也在这个划分 

的同一子集中，比如是1%因为划分的子集是不相交的 * 并且6 属 和必有 X = 因而 
a 和于这个划分的同一子集，即（❼于是 i ? 是传递的。 

这鱿证明了 K 是等价关系 4 R 的等价类由 S 的子集构成，这些子集包含了 S 的有关系的元 
素，根据 K 的定义，它们就是划分的子集。定理2是对等价关系和划分之间建立的这种联系的 


总结 D 


定理2 


设 K 是集合 S 上的等价关系 . 那么 R 的等价类构成 S 的划分相反，给定集合 S 


的划分 { A a | i 6 存在着等价关系及，它以集合 /) 作为它的等价类。 

例8说明了怎样从一个划分构造一个等价关系3 

例8 Ai = U , 2, 3}, A 2 ^ U , 5 } s A S = M 6 丨是例7给出的集合 S=(U 2, 3, 4, 5,幻的 
划分，列出这个划分所产生的等价关系 i ? 中的有序对。 

解划分中的子集是及的等价类，对（心 6) eR , 当且仅当 a 和 ft 在划分的同 一/ h 子集中。 


由于 A ]= U , 2， 3} 是一个等价类，因此，对（1，】）■ (U 2)，（1，3>，（3，1)，<2，2)， 
(2，3)， （3, 1)， （3, 2), (3, 3) 属于及；由于也={4, 5 丨 是一个等价类 t 因此，对 （4, 4)， 
(4，5>，（5， 4), (5, 5) 也属于仏最后，由于 （6) 是一个等价类，对 （ e , 6) 属于 I 此外没有 


其他的对属于 ■ 
模 m 同余类对定理2提供了一个有用的说明。存在 m 个不同的模 m 同余 类* 对应于当一个 
整数除以 济时吋 能得到的相个不同的余数。选 m 个同余类记作 [0 ] m ， [ l]mi …. ◎它 

们构成了整数集合的划分. 

例9模4同余产生的整数划分中的集合是什么？ 

解存在4个同余类，对应于[0] 4 , [1] 4 , [2] 4 和 [3] 4s 它们是集合 

[ q ] 4 ■{…，一 8* — 4,0,4,8广*} 

[ 1 ]4 — < …， 一 7， 一 3，1，5，… } 

I …- 一 6 , 一 2,2*6 t 10，*.*} 

[ 3] 4 = { …， 一 5 ， 一 1 - 3 ， 7 ， 11 ，… } 

这些同余类是不相交的，片且毎个整数恰好在它们之中的 一个。 换句话说，正如定理 2 所说，这 
些同余类构成 了一个 划分。 ■ 

练习 

L 下面是（ 0 , h 2 , 3} 上的 关系，其中哪些是等价关系？确定一个等价关系的性质，这些性质是其他关系 
所欠缺的。 

a ) <<0, 0)，（1， 1), (2, 2)， （3 r 3)} 

b ) {(0, 0), (0, 2)， （2. 0), (2， 2)， （2, 3 > t (3, 2)， （3, 3)} 
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c ) Uo , 0)， n , （ I - 2)，（2，1)，(2， 2>. (3, 

d ) {(0_ 0)，（1，1)，（1，3), (2，2), (2，3)，（3, 1), (3, 2)* (3, 3)} 

e) U0, (?)• (0 ， l) n (0. 2), (1 ， 0), (1, 1) T (1, 2), (2 ， 0), (2 - 2), (3, 3)J 

2 - 下面是所有人集合 h 的关系，其中哪些是等价关系？确定一个等价关系的性质，这些性质是其他关系所 
欠缺的 

a ) { U , b ) I ^!与&有相同的年齡 } 
h ){( a , W | a 与6有相同的父母 } 

c )|( a , h ) \ a 与&有 一个相同的父亲或者一个相同的母亲} 
b } 1 a 与6相识) 

e ){ ( a t h ) I ct 与 & 说同^—种语言 } 

3- IF 面是从 Z 到 Z 的所有函数集合上的关系，其中哪些是等价关系？确定一个等价关系的性质，这些性质 
是其他关系所欠缺的. 

&) U /, g ) I / Cl ) = gU )} 

b ) {(/, g ) I /( o )- ff ( o ) 或 /n 卜茗⑴) 

c ) { C /-» g ) i 对所有的 = 1} 

d >{(/* g ) I 对某个 f ：6 Z * 对所有的 fU )- gU )^ C } 

e ) U/ T g ) 1 /〔0} = g ⑴且 /( l )- g ( O )} 

4. 定义 3 个在你们离敗数学班中学生集合上的等价关系，要求与书中以论的关系不同*确定关于这些等价 
关系的等价类 & 

5-假设 A 是非空槊合，/是以 A 作为定义域的函数，设 J ? 是 A 上的关系，若 / U ) = /( y ), 则( I ,夕)域于見 
a ) 证用 R 是 A 上的等价关系。 bW 的等价类是什么？ 

6, 假设 A 是非空集合， R 是 A ±的等价关系，证明存在以 A 作为定义域的函数/，使得（工， y )^ R , 当且 
仅当 = 

7, 设 li 是长度至少为3的所有二进位串的集 合上的 关系， I ?由对 U , W 构成，其中 z 和 y 在它们的前3位 
相同„证明 K 是等价关系 。 

8, 设是长度至少为3的所有二进位串的集合上的关系， K 由对（ X ， W 构成，其中 x 和 j 除了在它们的前 
3位有可能不同之外其他位都相同。证明 J ? 是等价关系， 

9, 证明命题等价是在所有复合命题集合上的等价关系^ 

HX 设 i ? 是正整数的有睜对集合上的关系， ( U , b) T (“ 及当且仅当证明 i ? 是等价关系 6 

1 L (需要微积分） 

设 K 是从 R 到 R 的所有可微分函数的集合上的关系， R 由所有的对（/，政)构成，其中对所有实数; c ， 
fX ^)= g % x } 0 证明只是等价关系， 
b ) 什么函数与函数 /( x )=^ 2 在同-个等价类中？ 

12, (需要微积分） 

a ) 设 a 是正整数， J ? 是实系数多项式集合上的关系， K 由所有的对 （/, g ) 构成，其中= 

[这里的是 / U ) 的”阶导数],证明 i ? 是等价关系， 

b ) 什么函数与函数在同一个等价类中，其中 n = 

13, 设/?是所有 URL (或 Weh 地址） 集合上的关系，当11仅当在 r 的 Web 页与在: y 的 Web 贞相同，证 
明 R 是等价关系。 

U - 设 i ? 是已经访问过某个特定 Web 贞的所有人的集合上的关系， xRy 当且仅 当网页浏览者1和网页浏览 
者: y 从这个阿页开始按照同样的一组链接进行访问（从一个 Web 页跳转到另一个 Web 页直到他们停止 
便用 WAh 证明 K 是等价关系1 

在练习15〜17中确定具有所承有向图的关系是否为等价关系。 
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15. 



16 




18 - 确定由下面的 0-1 矩阵表示的关系是否为等价关系 

厂 1 0 1 0 1 


a ) 


1 1 11 
0 1 1 


b ) 


0 10 1 

M 0 1 0 


n ] i oi 
1110 
1110 


Lo o o ij 

19 -设 J ? 是所有二进位串的集合上的关系， jRf 当且仅当 I 和2包含相同个数的1，证明 J ? 是等价关系。 


20- 练习1中的等价关系的等价类是什么？ 

2 L 练习2中的等价关系的等价类是什么？ 

22. 练习3中的等价关系的等价类是什么？ 

23* 对于练习19中的等价关系，二进位串 01} 的等价类是什么？ 

24. 对于练习7中的等价关系，下述二进位串的等价类是什么？ 

a )0 l 0 b )1011 c)Illll 

25+对于练习3中的等价关系 T 描述练习24中的二进制串的等价类 

26. 当 m 是下面的整数时， [4] ra 的同余类是什么？ 

a )2 t >)3 c )6 

27. 描述每一个模6问余类。 

28. a ) 对于练习10中的等价关系（1， 2) 的等价类是什么？ 
bV 对于练习]0中的等价关系 J ? _释等价类的含义。 

29. T 面哪些子集族是2, 3, 4, 5, 的劁分？ 

a )《 lU r 3,化 {4* 5, 6} b > { 1 } , { 2， 3* fi } ，⑷，⑸ 

c >{2, 4, {It 3, 5} d)(U 4 t 5}, {2, 6} 


30. 下面哪些子集族是彳一3, 

~ 2 j — ] ， 0 ， 1 ■ 

2. 3} 的划分？ 



a ) < _ 3， _ 1 * 1 . 3 } t \ m 

…2，0 1 2 } 

b ) ^ — 3 * 

一 2， 

一1, 0}, {0 t 1, 2， 3} 

c ){ _ 3， 3}，（一 2* 2}， 

卜 U 1 } ， ⑻ 

d ) i — 3 • 

— 2, 

2, 3}, 卜1, 1} 


31. T 面哪些子集族是 S 位二进位串的衆-合上的划分？ 

a ) 以1开始的二进位串的集合，以00开始的二迸位串的集合.以01开始的二进位串的集合， 

b ) 包含串00的二进位串^合，包含串01的二进位串的集合，包含串10的二进位电的集合，包含串 
11的二进位串的集合. 

c ) 以00结尾的二进位串的集合，以01结尾的二进位串的集合，以10结尾的二迸位串的集合，以11结 
尾的二进位串的集合 . 

d ) 以111结尾的二进位串的 集合. 以 Oli 结尾的二进位串的集合.以00结尾的二进位串的集合。 

e ) 含 3 A 个1的二进位串的集合，其中*为非负 整数： 含 3 i + l 个1的二进位串的集合，其中纟为非负 
整数 I 含从十 2 个 1 的二进位奉的集合，其中*是正整数， 

32. 下面哪些子集族是整数集合的划分？ 

a ) 偶数集合与竒数集合。 

b ) 正整数集合与负整数集合。 

c ) 被3整除的整数集合，当被3除时余数力1的整数集合，当被 3 除时余数为 2 的整数集合 . 

d ) 小于一 100的整数集合，绝对值不超过100的整数集合，大于100的整数集合 4 


d)0101010l 


d >8 
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d 不能被3整除的整数集合，偶数集合，当被6除时余数为3的整数集合 。 

33. 下面哪些是整数的有序对的集合 ZXZ 的划分9 

或 y 是奇数的$对的集合； I 是偶数的 U , P 对的集合 I y 是偶数的 W 对的集合. 
b ) i 和 j 都是奇数的(>， j > 对的集合；： r 和 j S 有一个是奇数的 （ 对的免合？ 和 jy 都是偶数的 
: y ) 对的集合 a 

e ) 尤是 IE 数的 y ) 对的集合； y 是正数的 U , : y ) 对的集合 t : r 和 y 都是负数的 y ) 对的集合， 

和 y 都被3整除的 U ， 对的集合 i I 被3整除且 j 不被3整除的 U , W 对的集合；I 不被3整除 
且 y 被3整除的 U , W 对的集合 i I 和 y 都不被3整除的： y) 对的 集合。 
e) 工>0 息 j>0 的（1， jr) 对的集合； jc >0 且的 O，y) 对的集合 i j ：<0 且 j〉0 的 Cj ：， jO 对的巢 

合； 的 〔 jr ， y ) 对的集合。 

且： y 关 0 的 U ， ： v ) 对的槊合 t i = 0 且的 U , y ) 对的集合; i 关0且 y = 0的 （: r * : y ) 对的 

集合 & 

34. 下面哪些是实数集合的划分？ 

a ) 负实数集合， { Oh 正实数集合 e 

b ) 无理数集合，有理数集合 

c ) 区间 [ A ， k + 1] , A = …，一2，_1， 0. 1，2，… 

d > SHa ， 是+1)， * = -2, _1，0，1, 2，… 

e ) 区间（是， A 十 1〕，4=…，一2， 一 1，0， l t 2，… 

f ) 集合 U + rt | Tiezh 对一切尤6[0，1> 

35, 列出由 {0, ]， 2 t 3, 4, 5} 的划分产生的等价关系中的有序对 t 

a }{0}, Ut 2 \, (3, 4, Ty ) b ){0, 1} U - {4， 5} 

cMO , 1， 2}，{3, 4， 5} d ){0 U ⑴， {2 }r ⑶ T U ) * ⑸ 

36, 列出由 { a , 6, r ， f ，/, 的划分产生的等价关系中的有序对 . 

a ){ ti , 61, icf d ] ^ f r b ) , ⑻. { c ^ d ] § { e ^ f }^ { g } 

c ) {a t ft* r t d \ , { e ^ g ) d ){ a ^ c , g } ^ { h ^ d ) t { f } 


如果在划分 Pi 中的每个集合都是 划分朽 中每个集合的子集，则 Pi 叫做 h 的加细。 

37. 证明由模6同余类构成的划分是榱3同余类构成的划分的加细。 

38. 证明对于住在茉闰的人的集合，由住在同一郡或教区的人的于集构成的划分是住在同一州的人的子集 


所构成划分的加细《 

39_证明对于16位二进位串的集合，最后8位相同的二进位串的等价类所构成的划分是由最后4位相同的 


二进位串的等价类所构成的划分的加细， 

40- 假设 良和& 是集合 A t 的等价关系+ P * MPz 分别是对应于&和尽的划分，证明 Rl ^ Ri ， 当且仅 


当巧是 h 的加细 u 


41+求出在集合 U , 6, g i 4上包含关系 A ), c >, 的最小的等价关系， 

42,假设私和沁 是集合 S b 的等价关系。确定下面 K 与柘的每个组合是否一定为等价 关系。 

b ) i?i f\R, ㊉ 恥 


43, 考虑例 3 的等价关系，即 R =\^, y ) \ 是整数 h 

d 关于这个等价关系的 I 的等价类是什么？ 

1>)关干这个等价关系的1/2的等价类是什么？ 

*44. 如插阁所示，在具有 3 颗珠子的手镯上每颗珠子可以是红的、白的或蓝 
的.如下定义手镯之间的等价关系 R t 设疚和 执是手 镯， CB lt 氏）属于 


珠子1 



© 原文误为 - 负实败， m, 正实数％已改正。〜译者注 
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R ， 当且仅当払可以由旋转玖得到，或先 旋转仏 然后再翻转啟得到， 
a ) 证明 R 是等价关系 & h ) R 的等价类是什么？ 

*45 .设 J ? 是 2 X 2 棋盘的所有涂色集合上的关系，其中4个方格中的每一个可以被涂成红色或蓝色， G 和 
Q 是被这样涂色的 2 X 2 棋盘， ( C t * 属于只，当且仅当 C 2 可以由旋转 G ， 或旋转 Q 然后再翻转 
C ! 得到 d 

a ) 证明沢是等价关系 s b ) R 的等价类是什么？ 

46 - a ) 设只是从7/到 Z + 的函数的集合1:的关系， a (/, 当 a 仅当/是 0 QK 参见2,2节）《证明 

K 是等价关系 。 

b ) 对于 u ) 的等价关系1描述包含 / h )= V 的等 价类。 

47. 通过列举确定3元集上的不同的等价关系个数 . 

48, 通过列举确定4元集上的不同的等价关系个数， 

M 9- 当我们构造一个关系的自反闭包的对称闭包的传递闭包时，一定得到一个等价关系吗？ 

*50. 当我们构造一个关系的传递闭包的自反闭包的 对称闭 包时，一定得到一个等价关系吗？ 

5 L 假设我们使用定理2从个等价关系及构造一个划分 P 。 如果再次使用定理£从 P 构造一个等价关系， 
那么结果的等价关系圮是什么？ 

52,假设我们便用定理2从一个划分 P 构造一个等价关系如果再次使用定理2从 K 构造一个划分，那 
么结果的划分 P 是什么9 

53 - 设计一个算法找出包含 一个给 定关系的最小的等价关系。 

，54-设表示？1元集上的不同的等价关系个数（由定理2,也是 n 元素集合的划分个数 >• 证明 〆 W 满足 

递推关系 pu )= ^ Cu —]. — j — l ) 和初始条件 MO ) = U [注：数 〆 叫做贝尔教，根据美 

/»□ 

国数学家 E . T , 贝尔命名 

55 - 用练习54求 n 元素集合 卜的不 同的等价关系 个数. 其中是不超过】0的正整数。 

7.6 偏序 

7 . 6 * 1 ' 引言 

嘯，: .. 我们常常用关系对集合的某呰元素或全体元素排序^例如，使用包含着字对 （ a , W 
" 1 • ： ^的关系对字排序，其中按照字典顺序排在 J 的前面 D 使用包含着对 U ， /的关系 

安排课题，其中 r 和. V 是课题中的任务并且1必须在 y 开始之前完成。使用包含着对（ I ，的 
关系排序整数集合，其中 r 小于3^货我们把所有形如( X ，工)的对加到这些关系中时，就得到了 
一个自反、反对称和传递的关系。这些都是刻画关系特征的性质，而这些关系使用它们相对的大 
小来排序集合的元索 

集合 s 上的关系只，如果它是自反的、反对称的和传 递的. 就称为 偏序。 集合 S 与 
偏序尺—起叫作偏序集，记作 （ S , R )。 

例1 证明“大于或等于”关系（>>是 整数集 合上的偏序。 

解因为对所有整数 d 有 ㊁ 是自 反的。如果且 那么 a = b ， 因此>是反对 
称的 & 最后. 因为和推出 age , 所以 > 是传递的。从而 >是整数集合上的偏序且 

( Z , 会〉 是偏序集， ■ 

例2整除关系“ I ”是正整数集合上的偏序，因为正如7 j 节所述，它是自反的、反对称的 
和传递的。我们看到 < z +, I ) 是偏序集 （ Z + 表示正整数集合）。 ■ 

例3证明包含关系£是集合 S 的幂集上的偏序。 

解因为只要 A 是 S 的子集，就有 AGA ， S 是自反的 . 因为和推出 A = B , 
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因此它是反对称的 u 敁后*因为 AGB 和推出 ACC， £是传递的。因此， S 是 P(S) 上的 
偏序，且（尸 (S), O 是偏序集。 _ 

在一个偏序集中记号^<6表承 U. 使用这个记号是由于“小 T 或等 T” 关系是偏序关 

系的范例。（注意符号<用来表示任意偏序集的关系，并不仅仅是"小于或等于”关系。）记号 
表示 (H 如果 a<6, 我们说、小于//’或1大于 

当沒与6是偏序集 （ S , <) 的元素吋，不一定有或例如，在 （ P < Z >，[) 中. 
{1，2丨与 U , 3丨没有关系，反之亦然，因为没有一个集合 被另一 个集合包含，类似地，在 


( Z , J ) 中，2与3没关系 • 3也与2没关系.因为2 13且3 >2+由此得到定义2 


a 


定义2 


偏序集 （ S , 的元索 a 和/> 叫作可比的， 如果或办当和6是 S 的元素 


并旦既没有也没有 6< a , 则称 a 与 △是不 可比的 D 

例4在偏序集 . | ) 中，整数3和9是可比的吗？ 5和7是可比的吗？ 

解整数3和9是可比的*因为3 I 9。整数5和7是不可比的， ㈥ 为5 J 7 且7 >5。 ■ 

用形容词“部分的（偏的）”描述偏序是由于一些对元素可能是不可比的。当集合中的每对兀素 


都吋比时，这个关系叫作全序。 

Eggga 如果 （ s * <>是偏序集，且 . s 的每对元素都是可比的，则 s 叫作全序集或线序集， 
且<叫作全序或线序。一个全序集也叫作链。 

例 S 偏序集 （ Z , <) 是全序集，因为只要 a 和6是整数，就有或_ 
例6 偏序集 （ Z f , I >不是全序集，因为它包含着不可比的元素，例如5和夂 _ 

在第3章我们注意到 （ Z +，<) 是良序的，其中 S 是通常的“小于或等于"关系。我们现在定 


义良序集。 


定义4 


对于偏序集 （ S * <), 如果<是全序，并且 S 的每个非空子集都有一个最小元素, 


就称它 为良序集。 

例7 正整数的有序对的集合 Z f X /户与 < 构成良序集。对于 U !， 心） 和（6卜 h 、， 如果 
ai < b if 或如果且化(字典顺序 >. 则（⑷* a 2 )<< h x , b 2 ). 有关的验证留作节后的练 
七，集合 Z 与通常的<序不是良序的，因为负整数集合是 Z 的子集，但没有最小 元素， _ 

在 3.4 节我们显示了怎样使用良序归纳原理证明关于一个良序集的结果 a 现在我们叙述并证 


明这个证明技术是有效的 D 

良序扫纳原理。设 s 是一个良序集，如果下述条件成立： 

基础步 s 尸(办）对 s 的 鍅小元 素为真，且 

归纳步；对一切: y € S ， 如果 P ( x ) 对所有的 为真， 则 P ( y ) 为處 D 
那么 P ( x ) 对所有的为真， 

证假若 p < x ) 不对所有的为真，那么存在一个元素 j ， es 使得 / np 为假，于是集合 
A = U€S I PG ) 为假 } 是非空的，因为 S 是良序的，集合 A 有最小元素易知 u 关办，因为从 
基础步知道 P ( x n ) 为真 D 根据。是选自 A 的最小元素，我们知道对所有的:都有 P ( jt ) 
为真由归纳步这就 pJ 以推出 P ( a > 为真这个矛盾就证明了 必须对所有为真„ □ 

良序归纳原理对证明关于良序集的结果是一种通用的技术。即使可以使用关于正整数集合 
的数学归纳法证明一个定理时，使用良序归纳原理甚至可能更简单，正如我们在 3. 4卞例15中 
所看到的，在那里我们证明了 -个关于良序集 （ NXN ，<) 的结果，其中<是卜\、上的字典顺序 B 


7 . 6.2 字典顺序 

字典中的字按照宇母顺序或字典顺序排列，宇典顺序是以字母表中的字母顺序为基础的。 
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这是从一个集合上的偏序构造一个集合上的申的序的特殊情况。我们将说明这种构造在任一个 
偏序集上是怎样做的。 

酋先，我们将说明怎样在两个偏序集和 （Ah < 2 >的笛卡儿积上构造一个偏序， 
在 AiXA 上的 字典顺 序定义 如下： 如果第一个对的第一个元索（在中）小于第二个对的第一 

个元素，或者第一个元素相等，但是第一个对的第二个元素（在中>小于 第二个 对的第二个元 

\ 

素，那么第一个对小于第二个对。换句话说， （ q , a 2 > 小于<6卜6 2 ),即 

(^1) < ih ] * f > 2 ) * 

或者或苒 ai =6〗且的<#2。 

把相等加到 AiXAz 上的序 < 就得到偏序这个验证留作练习。 

例 8 确定在犏序集 （ ZXZ , <>中是否有 （3, 5 X (4, B ), (3, 8 X (4, 5) 和（4，9)< 
(4, H )? 这里的<是从 Z 上通常的<关系构造的字典顺序 D 

解 因为 3<4, 故而 （3, 5 X (4, 8>且（3, 8 X (4, 5). 因为 （4, 9) 与 （4, 11) 的第一元索 
相同，但是 9<1〗， 我们有 U , 9)<；(1, 11)。 _ 

图 7-14 明显地显示了 Z + XZ 十中比 （3. 4) 小的有序对的集合， 
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图 7-14 按照字典顺序比 （3, 4) 小的有序对 


可以在 ri 个偏序集 （ A ! ， ( A 2 ¥ < 2 ),…，的笛卡儿积上定义字典顺序 P 如 
下定义 A … XA „ 上的偏序< 3 如果或者存在整数 f >0 使得⑴=如 ，…， a ,= 

1 且 Aj '4 1 * 那么 

(gl , a 2 ，苡 n ) < ib \， bt ， 

换句话说.如果在两个〃元组不同元素出现的第一位置 h 第一个〃元组的元索小于第二个〃元组 

的元素，那么第一个〃元组小于第二个 n 元组， 

例9注意 2. 3, 5)<(〗，2, 4, 3>,因为这些4元组的前两位相同，但是第一个 4 元组 

的第三位3小于第二个4元组的第 H 位 4( 这里的4 组上的 字典顺序是整数集合上的通常的“小于 
或等于”关系导出的字典顺序 h ■ 

我们现在可以定义串上的字典顺序。考虑偏序集 S 上的串 和幻 知…乂，偎定这些 
串不 相等。 设？是 n 中较小的数。定义字典顺序如下=小于 A ] 如…心，当且仅.当 
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(a! ， “ 2 ， a?) < ( 61 ， & 2 ， 6 t ) 或者 

( dl ，句■…，山 ） = (6 i ，卜，…， ) 并且 m <C n 

其中这个不等式中的 < 表示没中的宇典顺序。换句话说，为确定两个不同串的序，较长的串被 
切到较短的串的 长度 “ 即 f = min(m ， n) 。 然后使用少上的字典顺序比较每个串的前^位组成的 
; 元组，如果对应于第一个串的 f 元组小 f 第二个串的 f 元组，或者这两个 r 元组相等，但是第二 
个串更长，那么第一个串小于第二个串。这是偏序的验证留给读者作为练习。 

例 10 考虑小写英语字母串构成的集合。使用在字母表中的宇母序，可以构造在串的集合 
上的字典顺序。如果两个串第一次出现不同字母时，第一个串的宇母先于第二个串的字母，或者 
如果第一个串和第二个串在所有的位都相同，但是第二个串有更多的宇母，那么 1 第一个串小于 
第二个串。这种排序和字典使用的排序相同 0 例如， 

di screet-Kd iscrere 

因为这两个串在第 7 位首次出现不同字母 t 并且 

discrepl ^ Kdi ^ cr ^ etne^s 

因为这两个串盼 8 个字母相同，但是第二个串更长。此外， 

discrete^Kd i sere t ion 


因为 


di ^ crete^discreti 



7 . 6.3 哈塞图 


在存穷偏序集的有向图中有许多边可以不必显示出来， 因为 它们是必须存在的，例如，考虑 
在集合 U , 2, 3, 4} 上的偏序 Ua , 的有向图，参见图？-15心因为这个关系是偏序， 

它是自反的并且有向阐在所有的顶点都有环 s 因此，我们不必显示这些环，因为它们是必须出现 
的。 在图 7-15 b 中没 有显示 这些环 s 由于一个偏序是传递的，我们不必显示那.由于传递性而必 
须出现的边 a 例如，在图 7，15 c 中没有 M 示边 （1, 3)， U , 4 > 和（2， 4 )，因为它们是必须忠现 
的，如果假设所有边的方向是向上的（如图中所示），我们不必菝示边的方向；图 7-15 c 没有显示 


方向 。 

一般说来，我们可以使用下面的过程表汞一 
个有穷集上的偏序。从这个关系的有向图开姶 • 
由于偏序是自反的，每个顶点有一个环.移走这 
些环，移走所有由于传递性出现的边 * 因为偏序 
是传递的，这些边是必须出现的。例如，如果 

JL 

( a , ft ) 和（6, r ) 在偏序中，移走边（〜 c )， 因为它 
必须要出现。此外，如果 W 也在偏序中，移 
走边 （ a ， d ) T 因为它也是必须出现的。最后，排 
列每条边使得它的起点在终点的下面（正如在纸上 
所國的 I 移走所有有向边上的箭头，因为所有的 
边向上指向它们的终点，（只有和偏序集的覆盖关 



m 7-1S 构造关 TCUt 2, 3, 4h O 的哈塞阁 


系中的对所对应的边留下来。见节末练习 22 前面的说明 J 

这些步骤是有着明确定义的，并且对 于 - 个 有穷偏序集只有有限步需要执行。当所有的步 
骤执行以后，就得到一个包含着足够的表示偏序信息 的图。 这个图叫作哈塞用，它是用 20 世纪 
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德国数学家赫 尔姆， 哈某 e 的名宇命名的， 

例 11 画出表示彳1，3, 4, S ，12} 上的偏序 （（〜6) u 整除 M 的哈 塞图。 

解由这个偏序的有向图开始，如图 7-16 a 所示。移走所有的环，如图 7- lfib 所示。然后删除 
所有由传递性导出的边，这些边是 (1, 4>，（1，6>，（1， 8), (U m , (2, 8), (2， 12) 和 (3. 12), 
排列所有的边使得方向向上， 并且删 除所有的箭头得到哈寒阐。结果如图 7-16 c 所示 a _ 




c ) 


m 7-16 构造 （{1* 2, 3. 4, 6* S t 12}, 1 ) 上的哈塞围 

例 12 Hi 出幕集 P ( S ) 上的偏序 {d B ) iAQm 的哈塞图，其中 d 。 

解 关于这个偏序的哈塞图是由相关的有向图得到的，先删除所有的环和所有由传递性产生 
的边，即（0， U , 6}), <0, fat c |), (0, {6, c }), (0, U , h d )，( U }, { a , 6, c }), 
Ub }, { a , h , 和（丨 d , 彳心6, d ) Q 最后，使所有的边方向向上并删除箭头。得到的哈塞图 
如图 7-17 所示。 ■ 

7.6.4 极大元索与极小元索 

具有极值性质的偏序集元素有许多重要 应用。 偏序集的一个元素叫作极大的，当它不小于 
这个偏序集的任何其他元素0即 a 在偏序集 （ S ， 中是极大的，当不存在 66 S 使得类 
似地，偏序集的一个元索叫作极小的，如果它不大于这个偏序集的任何其他元素。即 a 在偏序集 
( S ，<) 中是极小的，如果不存在使得使用哈塞图很容易识别极大元素与极小元素, 
它们是图中的“顶”元素与"底”元素_ 

例 13 偏序集4, 5, 10，12，20， 25), | )的哪些元素是极大的，哪些是极小的？ 


■: 9 鳟尔婢 ■哈塞 《Helmut H « se ，1898—1979) 哈塞生于卡斯尔.离申 午业以 后在德国海军服役，他于 
i ' TP'-V ^ 19 K 年进人 野廷根大学学并于 1920 年到马尔堡大学在数论专家科特•亨泽尔的指导下学匈。在这段 
时间，哈塞对代数效论做出了基础性的贵献.他接替了亨 泽尔在 马尔堡大学的工作， 1幻4年 成为著名的哥廷根数学研究 
所的 所长， 弁在年受聘于汉堡大学 fl 哈塞为著名的德国数学朗刊 U>elk 学报 S 担任 T SO 年的壤 辑工作 • 当纳柙强迫 
亨泽尔辞职时，他在 1936 年承担了主编的 工作。 在第二次世界大战时期，哈塞为德国海军从爭应用数学研究，他的讲演 
表述淸晰， R 格独特 . 他把 •- 生的梢力都_注于数论和他的学生。（哈塞由子与纳柞党的联系而受到非议 * 调査 II 明他是 
强烈的口耳曼民族主 义者，但不 JS 狂热的纳粹分子 






解图 7-18 关于这个偏序集的哈塞图显示了极大元素是12，20和25,极小元索是 2 和5。 
通过这个例子可以看出， - 个偏序集可以有多于一个的极大元素和多于一个的极小元素。 ■ 



m 7-17 (尸 （ U , L r }), O 的哈塞图 罔 >18偏 序集的哈垩罔 

有时在偏序集中存在，个元素大于每个其他的元素。这样的元索叫做最大元素。即“是偏序 
集 （ S f <) 的最大元素，当对所有的有当最大元素存在时它是唯一的[见节末练 
习 34( a )]。 类似地，_个元素叫做最小元素，当它小于偏序集的所有其他元素。即“是偏序集 
( S , <) 的最小 元素， 如果对所有的 66 S 有当最小元素存在时它也是唯一的[见节末练 
习 34( b )]. 

例 J 4 确定图 7-19 的每个哈塞图表示的偏序集是否有最大元素和最小元素 & 


h c d d e d d 



a a b a h 


a ) b ) c ) 

m 7-19 四个偏序集的哈塞阑 

解哈寒图图 7- i 9 a 的偏序集的最小元素是这个偏序集没有最大元素 & 哈寒图图 7 1扎 
的偏序集既没有最小元素也没 将最大 元素。哈塞图图 7_19 c 的偏序集没有最小元素，它的最大元 
素是 A 哈寒阁图 7^ i 9 d 的偏序集有最小元素 a 和最 大元素 I ■ 

例 IS 设 S 是集合 D 确定偏序集 （ P ( S )， O 中是否存在最大元素与最小元素 a 
解 最小元素是空集，因为对于 S 的任何子集 T ， 有集合 S 是这个偏序集的最大元 
素，因为只要7是 S 的子集，就有 TGS , ■ 

例 16 在偏序集 （ Z + , | > 中是否存在最大元素和最小元素？ 

解 1是 M 小元素，因为只要 〃是正 整数，就有11«。因为没有被所有正整数整除的 整数. 

所以不存在最大元素。 ■ 

有时候可以找到一个元素大于偏序集 （ S ，<) 的子集 A 中所有的元素。如果 w 是 S 的元素使 

得对所有的元素有那么“叫做 A 的一个上界。类似地，乜呵能存在一个兀素小于 
A 中的所有其他元素，如果 i 是 S 的一个元素使得对所有的元素有丨那么 r 叫做 A 的 

一个下界。 




例 17 找出在图 7-20 所示哈斯图的偏序集的子集彳心 A . d # 0% A } 和 U , o /} 的下界 
和上界。 

解 { a , 6, d 的上界是 e ，/, j 和 A , 它的唯一的下界是 cu 
{ j , M 没有上界，它的下界是 a , 6. r ， 山 e 和/。 U ， ^山 /) 

的上界是/， A 和，它的下界是 a 。 ■ ^ 

元素: r 叫作子集 A 的最小上界，如果: r 是一个 h 界并且它小 
于 A 的其他上界 . 因为如果这样的元素存在，只存在--个，称这 d 
个元素为最小上界是有意义的[见节末练4 36( a )]. 即如果只要 
沒就有并且只耍=是 A 的上界 T 就有 I 就是 A h 
的最小上界> 类似地，如果: v 是 A 的下界，并且只要£是义的下 
界，就有3就是 A 的最 大下界 。 A 的最大下界如果存在也 
是唯一的[见节■末的练习 36( b)] a — 个了集 A 的最大下界和最小 ^7-20 偏序集的哈塞闱 

上界分别记作 glb ( A ) 和 [ uh ( A) a _ 

例18在图 7-20 所示偏序集中如果 U ， d 的最大下界和最小上界存在_求出这个最大 
下界和最小上界。 

解 { h , d , 开}的上界是 g 和 A 。 闪为 g 夂 A ， 是最小上界。彳6 ， A W 的下界是 a 和因 

为 a<M 6是最大下界 . _ 

例 19在偏序集 （ Z +, | ) 中，如果集合 {3, 9, 和丨〗，2，4，5， 10} 的锻大 F 界和最小 

上界存在，求出这些最大下界和最小上界。 

解如果3, 9, 12被一个整数整除，那么这个整数就是<3, L 12> 的下界 D 这样的整数只 
有1和3。因为1 I 3, 3是{3，9, 12} 的最大 下界。 集合{ I , 2,4,5， 10} 关系到 I 的下界只有 
1,因此 i 是{1，2, 4, 5, 10} 的最大下界 a 

_个整数是 <3，9， 12} 的上界，当且仅当它被3, 9 和12整除 B 具有这种性质的整数就是那 
些被3, S 和12的 M 小公倍数36整除的整数.因此，36足{3, 9， 12) 的最小上界。一个正整数 
是集合 U , 2, 4, S , 10} 的上界，当且仅当它被 1, 2, 4 , 5 和 10 整除 Q 具有这种性质的整数就 
是被这些整数的最小公倍数20整除的整数，因此，20是 {K 2 , 4, 10>的最小 上界。 _ 



7. 6. 5 格 

如果一个偏序集的每对元素都有域小上界和最大下界 t 就称这个偏序集为格。格有许多特殊 
的性质 a 此外，格有许多不同的应用，如用在信息流的模型。格在布尔代数中也起到了重要的 作用。 
例20确定图 7-21 的每个哈塞图表示的偏序集是否是格， 





bj 


a ) 




阐 7-21 三个偏序集的哈塞图 


a 


c ) 
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解 在图 7-21 a 和图7 2 U 中的哈寒图表示的偏序集是格，因为在每个偏序集中每对元素都 
有最小上界 和敁大 下界，读者应该能验证这一点。另一方面，图所示的哈斯團的偏序集不 
是格，因为元素6和<:没有最小上界。为此只要注意到 e 和/中每一个都是上界，但这3个 
元素的任何一个关于这个偏序集中的序都不大于其他2 个。 ■ 

例21偏序集 （ Z + . 1 ) 是格吗？ 

解 设 a 和 A 是两个正整数 B 这两个整数的最小上界和最大下界分别是它们的最小公倍数和 
最大公约数，读者应能验证这-点。因此这个偏序集是格， _ 

例 22 确定偏序集（（1，2， 3. 4， 5}, 丨）和（{1, 2，4, 8. 16}. ! ) 是否为格。 

解因为2和3在 （{K 2, 3, 4, 5丨，丨 ） 中没有上界，它们当然没有最小上界。因此第一 


个偏序集不是格。 

第二个偏序集的每两个元素都有最小上界和最大下界.在这个偏序集中两个元素的最小上 
界是它们中间较大的元素，而两个元素的最大下界是它们中间较小的元素#读者应能验证这一 
点。因此第二个偏序集是格 b ■ 

例23确定 （ P(Sh G ) 是否是格，其中 S 是集合， 

解设 A 和万是 S 的两个子集， A 和 B 的最小上界和最大下界分别是 / UJB 和 AflB ， 速者 


可以证明这一点，因此 （ P ( S ), S ) 是格。 _ 

姻^ 例 24 倍息流的格模型在许多设置中.从一个人或计算机程序到另一个人或计算 
机程序的信息流要受到限制，这可以通过安全权限来实现。我们可以使用格的模型 
来表示不同的信息流策略 。 例如，一个通用的信息流策略是用于政府或军事系统中的多级安全 
策略。为每组信息分配一个安全级别，并且每个安全级别用一个对 （ A , C ) 表示，其中 A 是权限 
级别， C 是种类，然后允许人和计算机程序从一个被特别限制的安全类的集合中访问信息。 

在美国政府中，使用的典型的权限级别是不保密（0)、秘密（])、机密 （2) 和绝密（3)。在安全 
级别中使用的种类是一个集合的子集，这个集合含有与一个特定行业领域相关的所有的分部， 
毎个分部表示一个指定的对象域_例如，如果分部的集合是彳阂谍，鼹鼠，双重间谍丨，那么存在 
8个不同的种类，分部集合有8个子集，对于每个子集有一类*例如谍，級鼠 


我们可以对安全类排序，规定 （ Ai t CiX ( A 2 , C2 ) 当且仅当 Ai < A 2 和^;。。信息允许 
从安全类 ( A , Ci ) 流向安全类 （An C2 ) 当且仅当 （ A ” C ] )<( A ^ C 3 ). 例如，信息允许从安 
全类 （机密1 彳 间谍，鼹鼠 P 流向安全类 （绝 密，彳 间谍，鼹鼠， 双 重间谍})， 反之，信息不允许从 


安全类（绝密， { 间谍，級鼠丨）流向安全类（机密， { 间谍，鼹鼠，双重间谍丨1或< 絶密，<间谋”， 
我们留给读者（见节末练习 42) 证明所有安全类的集合与在这个例子中所定义的序构成_ 


个格。 



7-6.6 拓扑排序 



： i 假设一个项 R 由20个任务构成，某些任务只能在其他仟务结東之后完成。如何找到 
关于这些任务的顺序？为了对这个问题构造模型，我们建立一个任务集合上的偏序， 
使得当且仅当 a 和6是任务且直到 a 结束后6才能开始^为安排好这个项目，需要得出与 
这个偏序相容的所有20个任务的顺序，我们将说明怎样做到这〜点。 

我们从定义 开始。 如果只要 afifc 就有则称一个全序 < 与偏序況是相 容的。 从一个偏 


序构 造一个 相容的全序叫 作拓扑排序， 我们需耍使用引理 U 
HEIM 每个有穷非空偏序集 （ S ， 都有极小元素 d 

证选择 S 的一个元素 a 。。 如果 a ◦不是极小元煮，那么存在元素 ait 满足 ai < a 0 ii 如果^ 





系 
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不是极小元素，那么存在元素 a 2 , 满足沿 继续这一过程，使得如果~不是极小元素，那 
么存在元素 知 + 1 满足 + 因为在这个偏序集只有有穷个元素，这个过程一定结束并且具 

有极小元素 □ 
我们将要描述的拓扑排序算法对任何有穷非空偏序集都有效。为在偏序集 （A t 上定义一 

个全序，首先选择一个极小元素 ai; 由引理1这样的元素存在。接着，正如读者应该验证的， 
(A —彳 aO, <) 也是一个偏序集。如果它是非空的，选择这个偏序集的_个极小元素的，然后再 
取走 a 2> 如果还有其他的元素留 下来， 在 A-Un a 2 > 中选择一个极小元素继续这个过程， 
只要还有元素留下来，就在 A—M!, 中选择极小元 素以十 

因为 A 是有穷集，这个过程一定终止。最终产生一个元素序列 W 所需要的 
全序定义为 

< 1 } K ciz ^ < a n 

这个全序是与初始的偏序相容的。为看出这一点，注意如果在初始的偏序中^ r 在筲法的某 
个阶段被选择为极小元素，则这时6已经被移出，否则 e 就不会是极小元素 D 关于这个拓扑排序 
算法的伪码在算法1给出， 


算法 1 拓扑排序 

procedure topological sort (S ： 有穷偏集） 
kt =1 

whtlt Si ^0 

begin 

知： == S 的极小元素 { 出引理 1 这样的元素一定存在} 
S ! — S ™ { a *} 

k 1 —k + 1 

end{ai t t t 是 S 的相容的偏序 } 


例 25 找出对于偏序集 （ U , 2, 4, 5. 12, 20), | >的一个相容的全序。 

解第一步是选择一个极小元素，这个元素一定是1，因为它是唯一的极小元素。下一步选 
择（彳 2 f 4, 5，12, 20}* ! ) 的一个极小元索。在这个偏序集中有两个极小元素，即2和5。我们 

选择 L 剩 T 的元素是 U , 4, 12, 20}。在这一步，唯一极小元素是 L 下一步选择4，因为它是 
((4，12，20}， ！） 的唯一极小元素.因为〗2和20都是 （ U 2, 20}, I )的极小元素，下一步选 

哪一个都可以 s 我们选20,只剩下12作为最后的元索 9 这产生了全序 

I <5 <2 <20 <12 

这个排序算法所使用的步骤在图 7-22 中给出， _ 


i 12 20 

? v^ 

1 

1 12 20 

L K 

• * 

2 5 

卜 M 

1 

2 

12 20 

4 

12 20 

• • 

# 

选极小元素1 

5 

2 

4 

20 

t 2 


m 7-22 ({K 2, 4, 5, 12, 20}, \ ) 的拓扑排序 
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在项目的安排中常会用到拓扑排序 & 

例26 —个计算机公司的开发项目需要完成7个任务 9 其中某些任务只能在其他任务结束 

后才能开始，考虑如下建立任务上的偏序，如果任务 y 在 x 结 g 

束后才能开始，则任务任务这7个任务关于这个偏序 
的哈塞图在图 7-23 中给出 & 求一个全序，使得可以按照这个 
全序执行这些任务以完成这个项目。 

解 可以通过执行一个拓扑排序得到 7 个任务的排序》棑 
序的步骤显示在图 7-24 中 & 这个排序的结果， A<C<B<E< 

F<D<G, 给出了关于任务的种叶能的 次序。 _ 阁 7-23 关于7个任务的哈塞网 





BHBB 


图 7-24 任务的拓扑排序 


练习 

1- 下面哪些集合是偏序集？ 


a)(Z, b)(Z ， 关） cKZ, >) d)(Z ， 介） 

2. 确定由下面的 0- 1矩阵表尕的关系是否为偏序 . 



6. ms, 仍是偏序集。证明 （ s t ir 1 ) 也是偏序集，其中尺 1 是 J ? 的逆，偏序集 （ s . jr 1 ) 叫做 （ s ， 扪的 
对偶。 

7-求下面偏序集的对偶1 

a )({0 t 1. 2}, <) bMZ ， >) c)(P( 7 ,), d)(Z H ' > |> 

3. 在偏序集 I >中下面哪对元素是可比的？ 

a )5, 15 b )6 T 9 c )8, 16 d )7 t 7 


















9. 在下面偏序集中找出两个不可比的元素 t 

a ) (尸 （{0, 1， 2 }) t C ) b )({ l t 2, 4，6， 8}, | ) 

10 . 设2, 3, 考虑基于通常“小于”关系的宇典顺序， 

找出所有在 SXS 中小于（2, 3) 的对。 b ) 找出所有在 SXS 中太于 （3, 1) 的对 # 

C ) 圖出偏序集 （ SXS ，<) 的哈塞图。 

11. 找出下爾的 〃元组 的字典順序。 

aXU 1, 2), (K 2, I) b>(0, 1 ， 2 ， 3), 【 0 ， 1, 3, 2) 

e )<1， 0, 1, 0, 1), (0，1, U U ⑴ 

12. 找出下面小写英语字母串的字典顺序. 

^)quack ^ quick ^ quick^itv^rt qukkuind ， quacking 
h)ofien * vpe?ier^ opera $ operand , opened 
c)zoo p zerOf zoo?n * zoology t zoological 

13 -找出二进位串 0, 01, IK 00 K 010, Ollt 000] 和 0101 的基于 0<1 的宇典顺序 
H . ei ^ io , 1, 2, 3, 4, 5 H •.的"大于或等于”关系的哈塞图。 

15- 幽出10, 2* 5. 10, 11, 15} 上 的“小 于或等干”关系的哈塞罔。 

16, ■ 出下述集合上的整除关系的哈塞罔。 

dMH 3, 4, 5, 6} b ){3, 5, 7, IK 13, 16, 17} 

c ： H 2* 3，5, 10, 11, 15, 25} dHl , 3， 3, 27, 81, 243^ 

17, 画出下述集合上整除关系的哈塞图。 

战 H ]. 2，3，4, 5，6，7， S } b >{ l ， 2，3, 5，7，11, 13} 

e ){ l , 2, 3. 6, J 2* 24, 36, 48} dHU 4* 8, 16, 32, 64} 

18, 画出在集合 P ( S ) 上包含关系的哈塞图，其中 S = U _ 6, g 


在练习19〜21列出所示哈塞图的偏序中的所有有序对 t 



a 


设 ( s , 是偏序集 fl 我们说一个元素覆盖元素当并且没有元索 zes 使得工 
使得 y 覆盖的对（ X , W 的集合叫作 （ s , <) 的覆盖关系 s 

22. {U 2* 3, 4 t 6, 12 〖上 的偏序 6) I a 整除 W 的覆盖关系是什么？ 

23, S 的幂集上的偏序彳 （4, B) 的覆盖关系是什么？其中 h d 


证明有序对 （A W 屈于有穷傰序集 （S, 的獲盖关系，当 JI 仅当I小于 Y 井且在这个偏序集的哈寒阁 

中存在一条连接: r 和.V的边。 


25. 证明一 个有穷 偏序集町以从它的报盖关系重銪构造出来 d 

26. 对于 由石面的哈塞 罔表示 的偏序 回答下 面的问 

a ) 求极大元素 d b ) 求极小元素， 

c > 存在最大元素吗？ d ) 存在最小元素吗？ 

d 求 L d 的所有上界 u 0如果存在的话，求 U , &_ d 的最小上界, 

g ) 求^ M 的所有下界。 如果存在的话，求!/，$, / U 的最大下界 

27-对偏序集（{3, 5, 9, 15, 24, 45}, | ), 回答下述问题。 

a ) 求极大元素 a b ) 求极小元素& 

c ) 存在最大元素吗？ d > 存在最小元素吗？ 
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e ) 找出 {3, 5} 的所有上界。 f ) 如果存在的话，求彳3, 5〖的最小上界 s 

g) 求彳15, 45^的所有下界. 如果存在的话，求彳15, 45} 的最大下羿 & 

28+ 对偏序集（{2，4，6, 9， 12* ]8. 27, 36, 4 S ， 60, 72}，| ), 回答下述问 

a ) 找出极大元素 B b ) 找出极小元聚 g . 

e > 存在最大元素吗？ d ) 存在最小元素吗？ 

e) 找出 {2, 9} 的所有上界 。 f) 如果存在，找出彳 9) 的最小上界。 

g) 找出彳60, 72} 的所有下界 * h) 如果存在，找出丨 SO. 72} 的最大下界 0 

29-对偏序集 （{UK ⑵，⑷， U, 2}，{1， d ， 化 {3, 4 } t U， 3，4}，彳2, 3, 4}}, G ), 回答 
下述问题。 

d 求极大元素. b ) 求极小元素 

c ) 存在最大元索吗？ 存在最小元素吗？ - 

0)求<{2}, {4} 丨的所有上界 a f ) 如果存在的话 * 求丨！2}, i 4 U 的最小上界。 
g ) 求 U 1, 3, 4}, {2, 3, 4}} 的所有下界 B 
h > 如果存在的话，求3, 4}，彳2, 3, 4 U 的最大下界. 

30. 给出满足下述条件的偏序集： 

a > 有一个极小元素但没有极大元素。 

b ) 有一个极大元素但没有极小元素， 

c ) 既没有极大元索也没有极小元索 . 

3 L 证明字典顺序是两个偏序集的笛卡儿积上 的 偏序. 

32. 证明字典顺序是一个偏序集的串的集合上的偏序 a 

33- 假设 CS , 和 （ T , 是偏序集 & 证明 （ SXT ，<) 也是偏序集，其中 （h !)<(«. 当且仅当 

34. a ) 如果偏序集存在最大元素 T 证明恰好存在一个最大元素. 
b ) 如果偏序集存在最小元素，证明恰好存在一个最小元素 a 

35. a ) 证明在一个具有最大元索的偏序集中恰好存在一个极大元素。 
b) 证明在一个具有遵小元索的偏序集中恰好存在 〜个极 小元素 . 

36. a ) 证明如果偏序集的子集存在最小上界的话，则是唯一的。 

b ) 证明如果偏序集的子集存在最大下界的话，则是唯_ - 的9 

37. 确定具有下面哈塞围的偏序集是否 为格. 
a) 

d 
h 

a 

38. 确定下 面的偏 序集是否为格 . 

a )({ l ， 3, 6， 9， 12}. i ) 5, 25， 125}, f ) 

c ) ( Z t » d )( P ( S )， 其中 P ( S ) 是集合 S 的幂集 

39. 证明一个格的每个有限非空子集有最小上界称最大下界。 

40. 证明如果偏序集 （ S , K ) 是格，那么对偶偏序集 （ S , i ?—') 也是格， 

41. 在一个公司黾用信息流的格模型控制敏感信息，这些信息具有由有序对 （ A , C ) 表示的安全类别*这爭_ 
A 是权限级别，这种权限级别町以是非私有的（0〕、私有的（1)、受限制的 （2) 或注册的（3)。种类 C 是 
所有项 H 集合 I 猎豹，黑斑羚，美洲的子集 < 在公司里常常使用动物的名字作为项目的代码名字夂 
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a ) 信息是否允许从（私有的， { 猎豹，美洲狮 I )流向（受限制的，{美洲_丨）？ 

b ) 信息是否允许从（受限制的， （ 猎豹 }) 流向（注册的， { 猎豹，黑斑羚 })? 
e ) 允许信息从（私有的， { 猎豹，美洲獅 ）） 流向哪个类？ 

d > 允许信息从哪个类流向安全类（受限制的，{黑斑羚,美洲 _})? 

42.证明安全类别 （ A ， C ) 的集合 S 是一个格，其中 A 是表示权限级别的止整数且 C ； 是种类的有穷集的子 
集，具有 （ A ]fl QX ( A Z , Q ), 当且仅当且 C , GC ^ [提示：首先证明 （ S ，<) 是一个偏序 
集 t 然后证明 （ A lfl C t ) 和（烏， CV ) 的最小上界和最大下界分別是汽 2 >， C fc UC 2 > 和 
(minC A, t A 山 Ci nC 4 ) J 

*43. M 明一个集合上的所有划分的槊合与关系 < 构成一个格，其中如果划分 P _ 是划分朽的加细，则朽4 
P 2 (见节的练习37前面的说明） 。 

44. 证明每个全序集都是一个格 d 

45. 证明毎个有限格都有一个最小元素和一 个巖大 元素. 

46. 给出一个无限格的例子使得 

a) 既没有最小元素也没有最大元素 w b) 有一 个最小元素但没有最大元索。 

c ) 有一个最大元素但没有最小元素 。 d ) 有一个最小元素也有一个最大元索 * 

47. 验证 （ Z — XZ 、 <>是一个良序集，其中<是如例7所声明的字典顺序 s 

48. 确定下述每个偏序集是否为良序的. 
a ) CS , Ot 其中 S = UO , 11, 12，…} 

bXOnCO , 1], <)(0 和1之间的有理数集合，包含0和 1) 

c ) ( S , <), S 是分母不超过3的正有理数集合 

d ) ( Z 、>), 其中 Z 是负整数的集合 

如果偏序集中不存在元素的无限递减序列 ■ 即元素 a ， A ， …1 a ”•使得…， 则 it 
个偏序策-是良基的 n 设偏序集 （!?，<), 如果对所有的和 jy 6 S ( x <>0 都存在元素托尺使得 
则称这个偏序*是禰密的， 

49_证明偏序集 （ Z , <)( 其中当且仅当 I xl <U >是良基的，但不是全序集 d 

50. 证明至少有两个相关元#的稠密的偏序集不是良基的， 

51. 证明有理数和適常的“七于戌等于 M 关系构戌的偏序集 （ Q , O 是稠密偏序集。 

^52. 证明小写孩文字母的串的衆合关于宇_赕字既不是良基的，也不是稠密的， 

53+ i £ 明偏 序集是 良序的*当且仅当它是全序的并且是良基的 b 

54 , 证明一个有穷非空偏序集冇一个极大元素 。 

55. 求一个全序，使得它与练习哈塞罔所表示的偏序集相容* 

56* 求一个与集合 {1, 2, 3, S , S , 12, 24, 36} 上的整除关系相容的全序， 

求一个与例26构造的序不同的完成开发项目中任务的序。 

58. 如果表示建筑一座房子所需任务的哈塞阁如下图所示，通过指定这些任务的顺序束安排它们. 

59, 如果关于一个软件项 S 的任务的哈塞罔如下所示，对这个软件项目的任务进行排序。 


铺地毯 

铺地板 

装管道 


完成 



内部设施 
外部设施 

内部油漆 

外部装修 
建培板 


法外墙 

建框架 

打地基 



设置测试点 
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关键术语和结果 

术语 


从 A 到 B 的二元关系； AXB 的子集 
A 的关系 ：从4到 自 身的二元关系 <即 AXA 的子集）。 

5。仏尺与 S 的合成， 

R~ l t R 的逆关系 a 
R 的^次幂。 

自反的； A 上的_个关系是 A 反的，如果对所有的 a £ A 有 U ， a )^ R a 
对 称的： A 上的一个关系是对称的，如果只要 U ，6> eK 就有 a ) eR . 

反对 称的： A 上的关系是反对称的，如果只要（心和（6, 就有 u = h 

传递的： A 上的关系 fi 是传递的，如果从 U , 和（6， c ) Gi ? 推出 （ a ， c )^ R , 

Ai , A 2 ，A 的打元 关系： A ] 的了- 集， 

关系教据模型： 一 个使用 a 兀关系表示数据库的模型， 

主关 键字： 元关系的™个域，使得-个 n 元组被它在这个域的值唯一确定。 

复合关键字 I 一个《元关系域的笛卡儿积， 使 得一个”元组被它在玫些域的值唯一 确定， 
选择算子： 一个函数，它在 n 元关系中选出满足特定条件的 n 元组。 

投影 i 一个涵数.它从一个〃元关系通过删除域产生一个阶较小的 关系。 

连接： 一个函数，它把具有某些相同的域的〃元关系组合起来 • 

有向 ® :称为顶点的元素以及这些元索的有序对<也叫做边）的集合。 

环： 形如 （ a , d ) 的边。 

关系 i ? 关于性质 P 的闭包 t 包含 K 的关系 S 《如 果存在的话）具有性质 P ， 并且被任何包含 K 
M 具有性质 P 的关系所包含， 

有向@中的路径：边的序列 （ a ， XI ) ^ Cxi ^以），… » x w -])，C x n - 1 T &) 使得序列 

中每条边的终点是后面一条边的起点。 

有向图的回路 （或 圏)； 以问一顶点作为起点和终点的路径。 

KM 连通性关 系）： 由有序对 6) 构成的关系，条件是存在一条从 a 到 A 的路径 。 

等价 关系： 白反的、对称的和传递的关系。 

等价: 如果 R 是等价关系，若幻那么 a 等价于占。 
la ^ R U 关于 W 的等价类） s A 中所有等价子 a 的元素的集合 4 
(模 M 的同余 类）：与 a 模 m 同余的整数的 集合。 

集合 S 的划 分： 一 族两两不相交的非空子集，且这些子集的并就是 
偏序： 自反的、反对称的和传递的关系。 

偏序集 （ S ， K ); 集合 S 与这个集合上的偏序 
可比的：偏序集 （ A ，<) 的元素 a 和 6 是可比的如果或 6 
不可比的；一个偏序集的元素不是可 比的。 

全序 （或线序）：-个 偏序. 并且它的每对元隶都是可比的 a 
全序（或 线序） 集 ：具有一个全序（或线序）的偏 序集， 

良序集；偏序（5， <)， 其中<是全序， S 的每个非空子集至少有一个元素. 

字典 顺序： 笛卡儿积或串的一个偏序 & <参见？ .6.2 节） 


哈塞图；偏序集的图表示，其中所有的环和由传递性导出的边不出现，并且顶点的位置指示 
了边的方向. 

极大元素 ： 偏序集的一个元素.它不小于这个偏序集的任何其他元素。 

极小元素=偏序集的一个元素，它不大于这个偏序集的任何其他元素， 

最大元素：偏序集的一个元素，它大于或等于这个集合的所有其他元素， 

最小元素：偏序集的一个元素，它小于或等于这个集合的所有其他元素。 

集合的上界； 偏序集的一个元素，它大于这个集合的所有其他元素。 

集合的下界: 偏序集的一个元素，它小干这个集合的所有其他元素 Q 
集合的最小 上界： 集合的一个上界，它小于所有其他的上界， 

集合的最大 下界： 集合的一个下界，它大于所有其他的下界， 

格：一个偏序集，其中每对元素都有一个最大下界和一个最小上界1 
与一个偏序相容的全序： 包含了给定偏序的个 全序。 

拓扑 排序： 用给定偏序构造 -个 相容的全序。 

结果 

• 集合 A 的关系 i ? 的自反闭包等于 RU 其中 A = Ua , a ) I A } „ 

-集合 A 的关系 K 的对称闭包等于 R UR — 1 ，其中 R ^ l = Hb , a ) I ( a , h ) € R ), 

• 一个关系的传递闭包等于从这个关系构成的连通性关系 t 
• 为了求一个关系的传递闭包的沃舍尔算法（见7.心5节、 

* 设尺是等价关系，那 么下面 三条语句是等 价的： U ) aRb , (2) U ] Kfl [6： U #04 (3)[ a ] fi - 

_ 集合 A 的等价关系的等价类构成 A 的划分，相反，从一个划分可以构造一个等价关系使 
得等价类就是划分中的子集。 

* 良序归纳原理 
• 拓扑排序算法（见 7. 匕5节 h 

复习题 

L ^) tt 么是集合上的关系？ b ) 个 n 元素集合 h 有多少个关系？ 

2. a ) 什么是自反关系？ b > 什么是对称关系？ 

c > 什么是反对称关系？ d ) 什么是传递关系？ 

3. 给出一 个集合<1, 2,夂 4} 上的关系的例子，使得它是 

a ) 自反的、对称的但不是传递的。 h ) 不是 fi 反的，是对称的和传递的 t 

c ) &反的、反对称的_但不是传递的& d ) fj 反的、对称的和传递的。 

e ) 自反的、反对称的利传递的 a 

4. 3 )在_个〃元素樂合上有多少个自反的关系？ 

b ) 在一个《元素集合 ]： 有多少个对称的关系？ 

c ) 在-个 rt 元素集合上有多少个反对称的关系？ 

5. a ) 解释在一个大学里怎样用一个 a 元关系表示有关学生的信息 . 

b ) 怎样用一个包含学生姓名、地址、电话苧码、专业和平均学分绩点的5元关系构造包含学生姓名、专 
业和平均学分绩点的3 7 U 关系， 

c ) 怎样将包含学生姓名、地址、电话号码和专业的4元关系和包含学生姓名、学号1专业和学分数的4 
元关系组合成一个 单-的 《元关系？ 

S . 幻解释怎样使用一个 0-] 矩阵表涿有穷集上的关系 a 
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t >) 解释怎样使用表示关系的 0-1 矩阵来确定这个关系是否为自反的、对称的和反对称的 t 

7. “解释怎样 使用一 个有向阁来表示有穷集上的关系。 

b ) 解释怎样使用表眾关系的有向阁来确定这个关系是否为自反的、对称的和反对称的 。 

8. a ) 定义一个关系的自反 闭包和 对称闭包. 
bV 可以怎样构造一个关系的自反闭包？ 

c ) 可以怎样构造〜个关系的对称闭包？ 

d ) 求集合彳1, 2* 3, 4} 上的关系 UU 2), (2, 3)，<2, 4), (3， 1)} 的自反闭包和对称闭包。 

9. d 定义一个关系的传递闭包 B 

b > 个 关系的传递闭包能够通过包含所有的对（〜 c ) 得到吗？其中 c ) 满足 ( a ， 6) 和 （6, d 属于 

c ) 描述求关系的传递闭包的两个算法， 

d ) 求关系{(1， 1 K (1，3)， （2, 1>, (2， 3), <2, 4)，（3，(3, 4)， （4* D } 的传递闭包。 

10. a ) 定义等价关系 

b ) 集合6, r ， W 上 的哪些 关系是包含了 （ fl ， 6>和（6，的等价关系？ 

IL a > 证明模…同余关系是等价关系，其中 m 是正整 数 # 

b ) 证明关系 Ua ， 6> I as 士 6( mod 7)} 是整数集上的等价关系， 

12. a ) 什么是_个等价关系的等价类? 

b ) 什么是镆5同余关系的等价类？ 

c ) 什么是问 M 11( b ) 中等价关系的等价类？ 

13+解释在集合的等价关系与集合划分之间的联系. 

d 定义偏序。 证明正整数集合上的整除关系是偏序。 

15 - 解释怎样用集合 和糸 上的偏序定义在集合 A , XA a 上的偏序 6 
抓 a ) 解释怎样构造有穷集上的偏序的哈塞 SL 

b ) ftj 出集合3, 5 t 9, 12, 15, 18} 上的整除关系的哈塞图„ 

17+ d 定义一个偏序集的极大元素和最大元素+ 

6) 给出一个有3个极大元素的偏序集的例子 B 

c ) 给出一个有1个最大元素的偏序集的例子. 
m a ) 定义格， 

b ) 给出一个5元偏序策是格的例子和一个5元俯序集不是格的例子。 

19. &>证明一个格的每个有穷子集有，个最大下界和一个最小上界# 
b ) iE 明每个具有有限元素的格有一个最小元素和一个最大元素。 

20. a ) 定义一个良序集， 

b ) 描述一个从偏序集产生良序集的算法 * 

c ) 如果仅当某个或某些其他任务完成以后， 一 个任务才可以开始，解释怎样用 （ b ) 中的算法排序这个项 
目中的任务. 

补充练习 

L 设 S 是所有英语字母的串的集合，确定下面的关系是否是自反的.反自反的 I 对称的、反对称的和传 
递的 s 

■ 

a ) R ^{( a , h ) I a 和 6 没有公共宇母 } 

h ) I a 和&长度不相等> 
c ) J?i = {(uf b ) I el 比& K } 

2. 构造集合 U ， 乂 r , ⑴上的关系，使得它是 
a ) 自反的、对称的，但不是传递的， 


关 


系 
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b > 反反的、对称的和传递 的。 

c ) 反自 反的、反对称的*但不是传递的 a 

d ) 自反的，既不是对称的也不是反对称的，是传递的 3 

既不是自反的、反自反的.对称的和反对称的，也不是传递的。 

3. ZXZ 上的关系只定义如 F : (心 b ) R ( c . d }. 当且仅当/ =6+ r 。 证明只是等价关系 。 

4. 证明一个反对称关系的子集也是-个反对称关系. 

5. 设尺是4上的自反关系，证明 

6. 假设 私和私 是集合 A 上的自反关系，证明 ^ i @ R ： 是反&反的。 

7. 假设&和沁是集合 .4 上的0反关系， R , fl Rz 也是自反的吗？ RiiJR , 也是自反的吗？ 

S , 假设 R 是集合 A 上的对称关系，尺也是对称的吗？ 

9- 设 K 和沁是集合 A h : 的对称关 系 ， A 也是对称的吗？ R | U 沁也是对称的吗？ 

10- —个关系 i ? 叫作循环的，如果和 6/? r 推出 rRa 。 证明 i ? 是自反的和循环的，当11仅当它是等价 

关系。 

11. 证明一个〃元关系的主关键字也是这个关系的仟何投影的主关键字，其中这个投影钽含这个关键字作 
为它的一个域 d 

12. —个 n 元关系的主关键字也就是由取这个关系与第二个关系的连接而得到的较大的关系的主关键字吗？ 

13. 证明一个关系的对称闭组的自反闭包和它的自反闭 fe 的对称闭包是相同的 • 

14. 设 K 是所有数学家的集合 t 的关系， 尺包贪 有序对 （ a ， A ). 当旦仅当 u 与 A 合写了一篇论文。 
d 描述关系 h ) 描述关系及、 

6如果一个数学家与多产的匈牙利数学家保罗 * 埃德斯6合写了一篇论文，那么这个数学家的埃攮斯教 
是 U 如果这个数学家没有弓埃德斯合写一篇论文+但是与某个与埃德斯合写过论文的人合写了一篇 
论文，那么这个数学家的埃德斯数是2,依此下去（埃德斯本人的埃德斯数是0)。用《中路径的概念 
给出埃德断数的定义6 

15. a ) 给出一个例子，证明一个关系的对称闭包的传递闭包不一定与这个关系的传递闭包的对称闭包相等 b 
b > 址明一个关系的对称闭包的传递闭包一定包含这个关系的传递闭包的对称闭包。 

16. a > 设 S 是一个 il 算机问题的子 程序的 集合，定义关系如果在执行中下程序 P 调用子程序 Q , 那么 

PRQ , 描述尺的传递闭包 u 



© 保罗 * 埃德斯 （Paul t > d 6 s , 1913—1996) 埃想斯生于匈牙利的布达佩斯 * 是两个高中数学教师的儿 
子。 他是一个神盥：： i 岁时就能心算3位数的乘法， 4 岁时独自发现了负 Su 由于母亲不想让他外出边上传 


染病，他主要在家读书， I 7 岁时埃德斯进人 E 6 tv 此大学， 4 年后获得数学博士毕业，之后，在荚頃婪彻斯特做了 4年的 
博士后 B 1938年由于匈牙利的政治形势_特别是对犹太人的形势恶化，他去了美闺 * 他在美 M 度过了一生的大部分时 
光 3 195彳年全1郎2年，由于麦长锡的偏执政策，他被驱遂出美闰 . 他还在以色 列度过 了相当较的时间， 

埃德斯对组合学和数论做出了许多突出的 贡畎。 他的最了不起的发现之一是关丁•索数定理的基础证明（这里的含义是 
指没有使用任 何复杂 的分析 h 这个定理对 T 不超 过一 个固定正整数的索数的个数进行了怙计，他也为拉姆齐理论的近代 
发展做出了贡献。 

埃徳斯周游坩界，出席会 isu 汸问大学和研究所，与其他的数学家一起工作 • 他全身心地投身数学，不间断地寻访 
各个数学家，并宣称 H 我的大肭是开放的\埃德斯著述和合写的论文有1500多篇，论文的合作者有500多个，因为他没 
有阏定的家，这些论文的缶份由 AT & T 实验室著名的离散数学家劳恩 • 格 W 汉姆 （Kon Graham ) 保存，这个数学家与他 
广泛合作，并在生活卜给予他很多关照。 

埃德斯设立从 1 ◦美元到 10 0 ⑽美元的奖金 t 用于对他特別感兴趣的间®的求解，奖金的多少依赖于问题的难度*他 
Q 支付的奖金若不多有4000美元。埃德斯有 ft 己的特殊语言.使用的短语有； “ epsilon 11 (孩 f)，losW 女人}， 

(男人）. H « ptuifftcr (结婚）， “ UberatecT (离婚 ） f “Supreme Fascist ” (上帝） T “ Sam " (美国 j 和“ Joe " (苏联），尽管他在许多 
事上与众不同，但是他儿乎把所有的梢力都投人在数学研究上 * 他没有噃好，电没有全 U 制的 T ： 作。他一牛.未婚，看起 
宋是独身主义者\埃德斯特別慷慨，把得到的许多奖品1奖金和薪金用于学术交流和有价值的亊业*他没有彳 S 强的物欲， 
他的旅行十分简易， 
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b ) 对于哪些子程序 P , ( P ， P ) 厲于 K 的传递闭包？ 

c ) 描述 K 的传递闭包的自反闭包。 

17. 假设 K 和集合 A 上的关系， R ^ S , H _ R 和 S 的关于性质 F 的闭包存在，证明 J ? 关 TP 的闭包是 S 
关于 P 的闭包的子集。 

18. 班明两个关系的并的对称闭包是它们的对称闭包的并。 

M 9. 设计一个基 于内点 概念的算法，求有向围中两个顶点之间的最长路经的长度，或确定在这些顶点之间 
存在任意长的路径 

20. 下面的哪些关系是所有人集合 h 的等价关系？ 

>0 | : r 与 y 有同样的星座} 

b ) {( x , . y > I i 与出生在同一年} 

c ) (( j ， _ v ) I jt ^ y 普待在同一城市 } 

*21 •在5元素象合上有多少个不同的等价关系恰有3个不同的等价类？ 

22-证明 Ul W 是实数集上的等价关系，其中 Q 是有理数集合。[ 】 ]， [1/2] 和 [ x ] 是什么？ 

23. 设 P t = HA 3 * …， A _} 和朽=彳印 ■ B 2 ，…， IU 都是集合 S 的划分，址明形如 A Y ri ^ 的非空子 

集族是 S 的划分，且是 h 和&的加细（见7+5节练习37前面的说明 h 
^24. 证明关系 K 的自反闭包的对称闭包的传递闭包是包含 R 的最小的等价关系。 

25,设1?(3)是集合 S 上的所有关系的集合 t 如卜 定义 i ?( S ) 上的关系<,如果艮则这里的 
扎 和沁是 5 Jr , 的 关系。 证明 （ R ( S ), O 是偏序集。 

2 S , 设 PfS)Ji S 上的所有划分的集合。定义 P ( S ) h _ 的关系如下 s 如 果&是 的加细，则厂<匕（见7.5 
货的练习37)，证明 （ K(Sh 是偏序集， 

27. 下图为烹调中餐任务的哈塞圈，通过规定那些必须任务的顺序来安排烹 


如果一个偏序集子集的每一对元素都是可比的. 

就称这个子 集为一 条链。如果它的每一对冗素都是 
不可比的，就称这个子®为一条反链 t 

28. 找出 7.6 节练习19〜21的哈塞阁所表承的偏序 

集中所有的链。 

29. 找出节练习19〜23的哈塞闬所表示的偏序 
集中所有的反链 a 

30. 找出 7. 6节练习26的哈塞图所示偏序槊中具有 
最多元素的一条反链 t 

31. 证明在一个有穷偏序集 （ S ， <)中每个极大链包 
含 S 的一个极小元素 . （一条极大链是一条链， 

但不是一条更大的链的子链 .） 

**32, 证明一个偏序集可以被分成&条链，其中 * 是在 
这个偏序集中一条反链的最多元素数。 

*33. 证明在任意一组1个人中要么存在 m + 1 个 
人的一个列表，其中毎个人（除了表的第一个人 
以外>都是表中前一个人的后代；要么存在《 + 1 
个人，其中没有一个人是其他 n 个人中任何一个人的后代 d [提示：用练习32 J 



切鱼 

洗龟 


假设 d <) 是良基的偏 序集。 良基扫纳原理说*如果那么对所有的 
: r 6 S ， 有为真， 

34* 证明对于良基归纳原理不需要另外的基础情况，就是说， t {>/ y ( y < x ^ P ( y ))^ F ( x ))， Piu ) 


对于 S 中所有的极小元素 w 为真, 


关 


系 
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*35 - 证明良基归纳原理是有效的， 

集合 A 上的关系 R 叫做 A 上的近似序，如果 i ? 是自反的和传递的 & 

36, 设 Ji 是从 Z ‘ 到2 + 的所有函数的集合上的关系，使得（/，尽）厲于只，当 E 仅当/是 0( 贫），证明 K 是近 
似序& 

37, 设 R 是 A 上的近似序，证明是等价关系。 

*38. 设/?是近似序■设 s 是及 nft 1 的等价类的集合上的关系 T C 和 D 是 I ?的等价类， （ C t D ) 属于 S , 当 
且仅当存在 C 的元素 r . D 的元索使得 U , rf ) 厲干证明 S 是偏序 s 

设乙是一个格 • 由 J ： A：v = glb ( jr _ _ v ) 和 y ) 定义交 （A >和并（ V )运算。 

39, 证 明卜面 的性质对格 L 的一切元素 I ，> ^成立 

a ) jt A y = y A T V v~^y V j (交换律） 

b) {xAy) ( 结合律） 

c ) . t ： A ( J * V y ) = x * j ：V {t f \ y ) = jr (吸收律） 

d ) ^ A ~^^ j : V (幂等揀） 

40. 证明如果 i 和 1 是格的元素 T 那么 J:V j 气 v 当且仅当 ： r A j = x 。 

—个格 L 是有 界的, 如果它有一个上界，记作1，即对所有的 ： rt L 有:并且有一个下界，记作 
0. _对所有的有 （ Kjt b 

41. 证明如果 L 是其有上界1和下界0的有界格，那么对所有的元索 xtU 具有下面的性质 t 

a)jr V 1 = 1 b)jrA I = x c)x\/ 0，x d)x A 0~0 

42, 证明每个有限格是有界的 & 

一个格叫作分 St 的，如果对 L 中所有的 j 有 x\l (y f \ z 、= ( x\i y ) ( x\f z ) 部 jt hz 、= 
( xA ^) V ( xA ^>, 

*43* 给出一个不是分配格的例子 
44* 证明格 （ PCS ), £>是分 配格. 其中 PCS ) 是有穷集 S 的幂集 g 

45. 格 （ Z ' I ) 是分配格吗？ 

有界格 L 的元素 a 关于上羿1和下界0的补尤是元隶 k 使得 aV &=1 和 aA 6=0. 如果一个格的毎个 
元素都有补元 t 那么这个格叫做有补格。 

46. 给出 一个有 限格的例子，其中至少1个元素有多于1个的补元且至少〗个元素没有补元。 

47. 证明格 （ P ( S >, S ) 是有补格， 其中 PCS ) 是有穷集 S 的幂集， 

*48. 证明如果 L 是有限分配格，那么 L 的一个元素至多有1个补元。 

计算机题目 

按下述给定的输 入和输 出写出程序。 

1- 给定表示有穷集上关系的矩阵，确定这个关系是否是自反或反自反的 u 

2. 给定衷示有穷集上关系的矩阵，确定这个关系是否是对称或反对称的。 

3. 给定表尕有穷集上关系的矩阵，确定这个关系是否是传递的. 

4* 给定 iF 整数〜显示一个》元素集合上所有的关系， 

*5. 给定一个正整数 I 确定 n 元素集合上的传递关系的个数. 

给定一个圧整数 w 确定〃元素集合上的等价关系的个数， 

给定一个正粮数〜显示 n 个最小的正整数集合1:的所有等价关系 . 

8. 给定一个《元关系，当某些特定的字段被刪除以后求这个关系的投影 . 

9. 给定一个 m 元关系、―个^允关系和一个公共字段的集合.找出这贱关系关于这些公共字段的连接。 

10. 给定表示-个有穷集上关系的矩阵，求表示这个关系自反闭包的矩阵 n 
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1 L 给定表示一个有穷集上关系的矩阵，求表示这个关系对称闭包的矩阵 D 

12 + 给定表示一个有穷钯上关系的矩阵，通过计算表示这个关系的矩阵的幂的联合求衷示这个关系传递闭 
包的矩阵。 

13. 给定表示一个有穷巢上关系的矩阵，使用沃舍尔箅法求表示这个关系的传递闭包的矩阵。 

14* 给定表 示一个 有穷衆 h 关系的矩阵 * 求表；^包含这个关系的最小的等价关系的矩阵。 

15 -给定一个有穷集 L 的偏序.使用拓扑排序找出-个与它相容的全序。 

计算和研究 

使用一个计算程序或你已完成的程序做下面的练习《 

L 显示一个4元窜集合上的所有不同的关系^ 

2. M 示_个 S 元素集合1:的所有不同的自反和对称的关系， 

3* 轱示一个5元素集合上的所有不同的自反和传递的 关系， 

*4, 对所有的正整数 n . 确定在^元素集合上有多少个传递关系. 

5,使用对应于某个特定的运输或通倍网络的有向链路的关系，或者使用一个随机生成的关系 | 在至少20 

个元索的集合 上求 所用关系的传递闭包。 

S . 对于所有不超过20的正整数 m i |_ 算 〃元 索集合上釣不同的等价关系 个数. 

7,显示7元素集合上的所有的等价关系。 

*8. ft 示5元素集合上的所有的偏序 . 

*9. 显示 5元素集合上的所有的格。 

写作题目 


用本书以外的资料写成短文回答下列问题。 

L 讨论模糊关系的概念。怎样使用模糊关系？ 

2. 不限于 7. 2 节所介绍的内容，描述关系数裾库的基本原理。关系数据库与其他类型的数据库相比，使用 
面有多广？ 

3. 査找沃舍尔和罗伊（尺町)的原始论文（法文），在那篇论文中他们提出了求传递闭包的算法.讨论他们的 
方法。为什么可以认为沃舍尔算法是被多人独立发现的？ 

4. 描述怎样用等价类把有理数定义为整数对的类，以及遵照这种方法怎样定义有理数的基本算术运筲（见 

7.5 节练习 10}, 

5. 解释赫尔姆 • 哈寒怎样使用我们现在称为哈塞图的图 示. 

6. 描述在计算机操作系统中州来执行信息流策略的某些机制。 

7. 讨论计划评审技术 （ Program Evaluation and Review Technique , 在安排 一 1 个大的 复如项 的任务 

中的应用 6 PERT 的使用面有多广？ 

8. 讨论关键路径方法 （CritkdPMh Method , CPM ) 对找出完成项 U 的最短时间的应用. CPM 的使用面有多广? 

9. 论格屮的对偶性的概念，解释怎样用对偶性建立新的结果？ 

10. 解释樓格的意义 b 描述模格的某些性质，描述模格是怎样在投影几何的研究中产生的。 


第 8 章图 


图论是有着许多现代应用的古老课题。伟大的瑞上数学家列昂哈德 • 欧拉在]8世纪就建立 
了图论的基本思想，他利用图解决了有名的哥尼斯堡七桥问题，在本章里将要讨论这个问题《 
图可用来解决许多领域的问题。例如，可用图來确定平面电路板上的电路能否实现；用图来 
E 别分子式相同但结构不同的两种化合物；用图来研究万维网的结构；用计算机网络的图模型 
来确定两台计算机是否由通信链路所连接；用边上带权值的图来解决诸如寻找城市交通网中两 
城之间最短通路的问题；还可用图来安排考试和分配电视台的频道， 

8. 1概述 


八/卜 ■ 


图是由 ™ 些顶点和连接这些顶点的一些边所组成的离散结构。根据连接顶点对的边 
的种类和数目的不冏，图有多种不同类型。几乎每一门 pr 以想到的学科.都有用图模 


型来解决的问题。我们将要给出例子来说明图模型在不同领域的应用。例如，将要说明如何用图 
来表示生态环境里不同物种的竞争*如何用阁来表示在组织里谁影响谁，以及如何用图来表示 
比赛结果，稍后将要说明如何用图解决许多问题，比如计算航线网里两城之间航班的不同组合 
的数目，确定是否可能走遍城市里所有街道而不重复，以及求出地图区域着色所需要的颜 色数。 


8. 1. 1图的种类 

本节将通过说明如何用每一类型的图为计算机网络建模来介绍不同类型的图。假设网络包 
活计算机和迕接计算机的电 话线。 用点表示每台计算机的位置，用弧表示每条电话线，如图 8，1 


底特律 



纽约 


m 8-1 计荞机网络 


在图 S -1 的网络里，两台计算机之间最多有一条电话线，每条线都是双向传输，没有计算机 
有到自身的电话线 . 所以这个网络用简单 s 建模，由表示计算机的顶点和表示电话线的无向边 
所组成。每条边都连接两个不同的顶点_而且没有两条边连接同样一对顶点。 


定义1 


简单图 G =( V , D 是由非空顶点集 V 和边集 E 所组成的， V 的不同元素的无序对 


称为边。 


当通 信量很 大时，网络里的计算机之间往往要连接多条电话线，如图 8-2 所示 & 简单图已无 
法为这样的网络建模，代之以多重图，它包括顶点和顶点之间的无向边，允许顶点对之间有多重 
边。 每一 个简单图都是多重图 。 反之，并非所有多重图都是简单图，因为在多重图里*两条或更 
多条边可以连接同一对顶点 9 

当出现多重边时，不能用 -- 对顶点來指定图的边。这样使得多 m 图的定义变得有点复杂。 
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m 8 - 2 带多重线的计$机网络 


Easw 多重图 o -( v , e ) 是由非空顶点集 V 、边集 e 以及从 e 到彳 u ， 份 I a u ^ v ) 

的函数/所组成的，若则边 q 和边 e 2 称为多重边或平行边 □ 

读者应当注意 在多電 图里，多重边关联同一对顶点。 不过， 若至少有一条边 e 满足/&> = 
U . 0，则说 U , W 是图 G =( v , E ) 的边，不区分边 e 和它所关联的集合 U , W ， 除非识别个別 

多重边 很重要 U 

计算机网络对以包含计箅机连到它自身的电话线（可能是为 r 诊断的 h 的》，如图81所示 D 
不能用多重图为这样的网络建模，因为多重图里不允许有环（即从顶点到它自身的边），而需要用 
伪图，伪图比多重图更符合一般情况，因为在伪图里的边可以连接顶点和它自身0 



圈 8-3 带诊断线的计箅机网络 


为了形式化地定义伪图，必须设法把边与只包含一个顶点的集合关联起来 D 

伪图 G =( V , E ) 是由非空顶点集 V 、边集 E 以及从£到彳 u , W | 〜〖的函数 


定义3 


/所组成的，若对某个 wev 来说有 / u ) = u ， 则边 e 是环。 

计箅机 N 络里的电话线可以不是双向传输。例如，图里纽约的主机只从其他计算机接收 
数据而不发出数据其他电话线用成对的反向边来表示双向传输。 k 



m 8-4 带争向电话线的通信网络 

用有向图（在第7章里介绍过）为这样的网络建模。有向图的边是有序对 • 允许有环（即相同 
元素的有序对 ） i 但不允 许在两 个顶点之间有同向的多重边 a 回忆下述的定义， 

gaam 有向图 （ v , e ) 是由非空顶点集 v 、 边集 e 所组成的，边是 v 中元素的有序对， 

用从4指向^的箭头表示边 U . W 的方向。 




逝 


44 ? 


最后 T 计算机网络里可以出现多重线，所以从每个地点到纽约主机<以有多条单向线，并且 
从主机回到每个远程计算机有不止一条线，如图心5所示。用有向多重图来为这样的网络建模， 
它有从一个顶点到第二个（可能相同）顶点的多重有 向边。 下面给出有向多重图的定义。 



洛杉 m 


m e -5 带多重铲向线的计箨 机网络 

eaaa 有向多重 ® g =( v ， 幻是由非空顶点集 ia 边集 e 以及从 e 到 （（l wi "， 的 
函数/所组成的。若 /( q 〉=/< e )， 则边 a 和边&是多重边。 

读者应当注意到，多重有向边所关联的是同一对顶点。不过 * 只要至少有一条边满足 / u ) = 
(〜^)，就说 (《, O 是 G = ( V , E ) 的边。不区分边 e 和它所关联的有序对 U . X ；)，除非识别个别 
多重边很重要。 

表 8-1 总结了各种类型的图的术语。将用图来描述带有有向边或无向边、带有或不带有环和 
多重边的图 s 名词无向图或伪图表示带有多重边和环的无向图 . 当图的边包含有序对时，将用有 

向的来形容。 


. : - 图论不断发展到现在，应用范围已非常 广泛， 许多不同的图论术语会经常用到 • 当遇 
’考^ 到这些术语时、读者要理解它们具体的使用意义。 

表 8-1 围术语 


类 型 

边 

允许多軍边 

允许坏 

简单图 

无向 

否 

否 

麥重图 

无向 


否 

伪阁 

无向 

是 

是 

有向阁 

有向 

否 

是 

有向多萆用 

有向 

B 

是 


8, 1.2 图模型 





/图可用在各种模型里，这里将介绍几种领域的 
图模型。本章的后续小节和后面几章将要介绍 

其他模型。 

1 例1生态学里栖息地重叠图图可用在涉及 

不同种类的动物在一起活动的许多模型里 。例 
如用栖息地重普图为生态系统里物种之间的竞争建模。用 
顶点表示每个物种。若两个物种竞争（即它们共享某些食 
物来源）,则用无向边连接表示它们的顶点。图 S - S 里的 
图表示森林生态系统，从这个图看出松鼠与浣熊竞争，但 
是乌鸦不与齣睛竞争0 



_木鸟 
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例2 熟人关系图可用图模型来表示人与人之间的各种关系 & 例如可用图来表示两 
' 〆 ■〜个人是否互相认识，即他们是否是熟人 t 用顶点表示具体人群里的每个人> 当两个人 
互相认识时，用有向边连接这两个人。图 S -7 显示了一个小型熟人关系图。世界上所有人的熟人 
关系图有超过60亿个顶点和可能起过1万亿条边！在83节里将要进一步讨论这个图 s ■ 


Eduardo 



例3 影响图 在对群体行为的研究里，可以观察到某些人能够影响其他人的思维。一种称 
为影响图的有向图可以用来为这样的行为 建模。 用顶点表示群体的每个人。当顶点 a 所表示的人 
影晌 到顶点所袅示的人时，就有从顶点 a 到顶点 ft 的有向边。图 8-8 表示了群体成员的影晌图 
的例子。在这个用影响图建模的群体里， Deborah 影响 Brah 、 以及 Lirnla , 但是没有人影响 
Deborah . 另外 ， Yvorme 与 Brain 互相影响。 _ 

•- '慷， -. 例4好菜坞图 1 好莱坞图用顶点表示 演员， 并且当两个顶点所表示的演员共同出演 
^ ~ -部电影时，就连接这两个顶点。根据互联网电影数据库，在200〖年11月，好莱坞 
图有 574 724个顶点和超过 1600 万条边，这些顶点所表示的演员出现在292 S 09 部电 影中。 稍后 
在 8. 4节里将要 I 寸论好莱坞图。 ■ 

例5循环赛每个队都与其他每队恰好比赛一次的联赛称为循 坏赛， 用其中顶点表示每个 
队的有向图来为这样的比赛建模。注意若^队击败&队，则 U ，6) 是边，图8 9表示这样的有向 
图模型。注意在这个比赛里，队1无败绩而队3无胜绩 D ■ 


Lind 4 Budi \ 



阁 8-8 影响囹 



队5 队4 

图 S -9 循环赛的國模型 


例6合作图合作图可用来为学术论文的合作者关系建模。在合作图中，顶点表示 
$ 人（可能限制为某个学术圈子的成员），如果两个人合写论文，则用边连接这两个人。 
已经发现在数学研究论文上合作者的合作囹有超过 337 000 个顶点和 t 洲条边，在 8. 4 节里 
将对这个图补充说明 D _ 
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—梅' 例7呼叫图可用来为网络（比如较途电话网）里的电话呼叫建模&具体地说，有向 
1 图用来为呼叫建模，其中用顶点表示每个电话号码.用有向边表示每次电话呼叫，表 

示呼叫的边是以发出呼叫的电话号码为起点_以接受呼叫的电话号码为终点& 

一个小型的电话呼叫图如图 8-10 a 所示，它衷示7个电话号码，例如，这个图表承从 
732-555-1234 到 732-555-9876 有3次呼叫和2次反向呼叫*但是从 732-555-4444 到其余6个号 
码 （732-555-0011 除外）没有呼叫。当只关心是否有连接两个电话号码的呼叫时，就使用无向图 - 
其中当两个号码之间有呼叫时，就川边连接这两个电话号码。这个版本的呼叫图如图 8 _10 b 
所示. ■ 


71 :^ 55- 1001 



a ) 

732-5S5-1001 



b ) 


W \ 8-10 呼叫阁 

表示实际呼叫活动的呼叫图可以非 常大。 例如，在 AT & T 研究的一个呼叫图里， 有大约2 
亿9千万个顶点和40亿条边 • 这个图表示在20天里进行的呼叫 a 在8, 4节里将要进 步 讨论呼 

叫图 g 

网络图万维网可用有向图来建模，其中用顶点表示毎个网页 • 并 M •若有 从网 
_ 页0指向网页6的链接，则有以〃为起点以&为终点的边 & 因为儿乎每秒钟都有新 iJf 
面在网络上某处产生并且有其他页面被删除，所以网络图几乎是连续变化的。 S 前网络图有超 
过10亿个顶点和儿百亿条边《^许多人正在研究 N 络图的性质，以便更好地理解网络的特性 • 8. 4 
节 将要继续讲解网络图，第9章将要解释网络爬虫（搜索引擎用它 來产生 网页的索引）是如何利用 

网络图的 。 ■ 

例9优先图与并发处理通过并发地执行某些语句，计算机程序可以执行得更快。重要的 

是避兔语句执行时还要用到尚未执行语句的结果。语句与前面语句的相关性可以表示成有向图。 

用顶点表示每个语句*若在执行完第一个顶点所表示的语句之前不能执行第二个顶卓所表示的 
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10. 对练习3〜9 ■毎个 非简单无向图，找出使它变成简单图的可 IS 除的边 # 


11. 集合，…，的交图对每个集合来说都有一个顶点，若两个集合有非空交集，则有一条边连 

接代表这两个集合的顶点 D 构造 T 列集合的交图《 

a ) A 3 ^{0* 2, 4 ? 6 t 8}, 1, 2, 3, 4} ? 

A 3 , = {1， 3，5骨7, 9>，八―5, 6，7, S , 9 K 
A & — { 0# 1» 81 9 } 

b ) A . — , —4，一3， —%、 —1，0}， 







语句，则从第一个顶点到第二个顶点有一条边。这样的图称为优先图 8 - 11 呸示计算机程序 
和优先图。例如，该图说明在执行语句 S 2 和 S4 之前不能执行语句 _ 

练习 

L Wl 出表示航空公司航线的图模型,并说出所用兩的类型 t 其中 
每天有4个航班从波士顿到纽华克，2个航班从纽华克到波士 
顿，3个肮班从纽华克到迈阿密，2个航班从迈阿密到纽华克， 

1个航班从纽华克到底特律，2个航班从底特律到纽华克，3个 
航班从纽华克到华盛顿. 2个航班从华盛顿到纽华克，1个航班 
从华盛顿到迈阿密，其中 

a ) 若城市之间有肮班（任何方向），则在表示城市的顶点之间 
有边 t 

b ) 对城市之间每个航班（任何方向）来说，在表示城市的顶点之 
间有边# 

c) 对城市之间每个航班 （任何 方向）来说，在表示城市的顶点之间有边，以及有表示在迈阿密起飞和降落 
的特殊观光旅行的环 t 

d ) 从表示航班出发城市的顶点到表示航班终止城市的顶点之间有边 g 

e ) 对每个航班,从表示出发城市的顶点到表示终止城市的顶点之间有边。 

2 + 用什么类型的阁来为大城市之间高速公路系统建模，其中 

a ) 若在城市之间有州际高速公路，则在表示城市的顶点之间有边。 

b ) 对城市之问每条高速 公路. 在表示城市的顶点之间有边。 

c) 对城市之间每条高速公路，在表示城市的顶点之间有边；以及若有环城州际高速公路，则在表示该城 
的顶点上有环 t 

对练习3〜9,判断所示 的罔是 否为简单图、多重图（非简单阁 h 伪_(非多重围）、有向图或有向多重图 
(非有向图） D 


ms - n 优先罔 


3. 



4_ 



5. 



6, 





ww^ 




V 


'.r 





u 





图 
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a 2 = 彳…， 

— 2» ” * 

0, It 

2 t * m *} * 

A^ = 


一6， _4, ■ 

— 2 ， 0, 

2，4，6，…)、 

A,- 


一 5 ， 一 3 t 

-1, 

1 1 'ti t … } ， 

A 5 = 

] …， 

— 5 ， _ 3 - 

0, 3, 

6， ■..} 

c ) A l = 

U i 1<0}, 心 

| 



{x 1 0<^<1K 




U | 

― 1<C I 

■ As — 

{J： j Jr> — 1} T 


A ^ = R 

12, 用阌 3-6 里的柄 息地重簦阁来确定与鹰竞争的物种 b 

13. 构造 S 种鸟的栖息地重登图*其中隐士鸫与旅鸫以及蓝松鸦竞争，旅鸫也与嘲鸫竞争，嘲鹎也与蓝松 
鸦竞争，以及鹎鸟与多毛咏木鸟竞争， 

14- B 出熟人关系罔表示 Tom 与 Patricia ^ Tom 与 Hope、Tom 与 Sandy 、 丁 om 与 Amy , Tom 与 Marika 、 
Jeff 与 Patricia ' jeff 与 Mary . Patricia 与 Hope、Amy 与 Hope 以及 Amy 与 Marika 互相认识 f 但是除 
上述以外，其他人与人之间互相不认识 t 

15. 可用图来表示两个人是否生活在同 一时代 & 画出这 样的图来表示本书舫4章里有生平介绍的在1900年 
前去世的属于同一时代的数学家和计算机科学家 d (如杲在同一年里两个人都在世，就假设他们生活在 
同一时代 J 

16. 在例3的影响阁里谁影响 Fred ? Fred 影响谁？ 

17. 构造公 司菫事 会成员的影_罔，主席影响技术总监、市场总监和营运总监 I 技术总监影响营运总监； 
市场总腔影响营运总监 I 无人影响首席财务官或受其影响。 

18. 在阁 S -9 表示的循环赛里，队4击畋哪些其他队？哪些队击败队4? 

19. 在楯环赛里，老虎队击败蓝松鸦队，藤松鸦队击败红衣主教队，红衣主教队击败北美金筇队，用有向 
围为这样的结果建模。 

20- 画出电话号码555-0011、55 5-1 22 K 555-1333、555-8888、555-2222、55510091 以及 555-12 G 0 的呼叫 
围，假设从 555-0011 到 555- S 888 有3次呼叫，从 555-8888 到 555- OOli 有2次呼叫，从 555-2222 到 
555-009〗有2次呼叫，从555-】221到其他每个号码有2次呼叫，从5554333到 555-001 1 555-1221 
和 555-1200 各有1次呼叫。 

21. 解释如何用一月份和二月份的电话呼叫图来确定改变了电话号码的人的新电话号码 . 

22. d 解释如何用罔为网络里的电子邮件消息建模， 

■ 

b ) 描述为网络里具体某一周内电子邮件违模的 

23 . 如何用表示 N 络里发送电子邮件的图来找出最近改变了原来电子邮件地址的人？ 

24. 如何用表示网络里发送电子邮件的阁来找出电子邮件的地 址衷. 这样的地址表兩来发送同样的消息绐 
许多不同的电子邮件地址 

25. 描 述一种 表示婚姻的图模型，这个图有什么特殊性质？ 

26. 在例9的程序1,执行&之前必须执行哪些 语句? （便用罔 S -11 的优先图。） 

27. 构造下列程序的优先罔： 


Si ： j :； 

= 0 

S^ z ^r ： 

十 

S 3 ； ! 

= 2 

S4 i 之 ; 


S G : x ； 

= 4 ： 十 

； y* 


S7 ： Zi 

= 4 


28 . 描述一种用来为航空公司的航线和航班时间建模的基于圈的瓶散结构 n (提 示： 给一个有向图添加 
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结构 & ) 

29. 描述一种用來为群体■成对个人之问关系建模的 M 于阌的离散结构.其中每个人可能苕欢或若不@欢 
另一人.或者中立，耐反过来的关系可以足不同的。（提 示： 绐-个有向阁添加结构，分别处理表示两 
个人的顶点之间的反向边。） 

8.2 图的术语 

8.2. 1引言 

本节将介绍图论的 些 基本词汇。当解决许多不同类型的问题时可以使用这些词汇。 
其中一个这样的问题涉及判定能否把图闺在平面里.使得没有两条边是交叉的 。另 
一个例子是判定两个图是否具有顶点之间的——对应，使得这样的对应能够产生边之间的—— 
对应。我们还将介绍在例子和模型里经常用到的几种重要的图族。 

az 2 基本术语 

首先给出描述无向 罔的顶 点和边的一些术语， 

EgjjM 若 U ， W 是无向图 G 的边，则两个顶点“和 V 称为在 G 里邻接(或相邻 h 若 eU ， W ， 
则边 e 称为关联顶点《和％也蚵以说边 e 连接 w 和％ 顶点《和1/称为边忪 ， W 的端点 D 
为了反映出有多少条边关联#—个顶点，有下述的定义。 ， 

ls 3 gB 在无向里顶点的度是与该顶点关联的边的数目，例外的情形是，顶点上的环为顶 

点的度做出双倍贡献^顶点 u 的度表示成 deg (^), 

例1 如图 8-12 所示，图 G 和图 H 的顶点的度是什么？ 




图 8-12 尤向图 G 和 H 

解在 deg ( a )^2, deg (6) = deg ( L fc ) =^ deg (/) = 4, Jeg (^) "= 1， dtg ( e ) ^3, dtg ( g ) ~ 0 o 

在 W 里， deg ( a ) = 4. deg ( A ) = deg (^> — 61 deg ( c ) = U deg ( d ) = 5 ^ ■ 

把度为 0 的顶点称为孤立的 D 因此孤立点不与任何顶点相邻。例1里图 G 的顶点#是孤立 
的。顶点是悬桂的.当 a 仅当它的度是 i a 丙此悬挂点恰与1个其他顶点相邻 9 例1里图 c ; 的顶 

点是悬挂的 & 

当对图 E ) 的所有顶点的度求和时， 得出了 什么？每条边都为顶点的度之和贡献2, 
因为一条边恰好关联2个（可能相同）顶点。这意味#顶点的度之和是边数的2倍。下面描述握手 
定理，这是闪为在一条边上有两个端点可以类 比为一 次握手涉及两只手这种情形。 

扳手定理设 K ) 是有 e 条边的无向图.则 

2e = degiv) 

-^v 

(注意即使出现多 s 边和环，这个式子也仍然成立。） 




例 2 —个具有 U ) 个顶点而且每个顶点的度都为 S 的图，有多少条边？ 

解 因为顶点的度之和 ft 6 • 10 = 60,所以 2 f = 60。 闪此 ■ 
定理【说明尤向图顶点的度之和是偶数 s 这呵以推导出许多结论，其中一个结论作为定理2 


给出 


^12 


无向图有偶数个竒数度顶点。 


证在尤向图 G =( V , E ) m , 设 K 和 h 分别是偶数度顶点和奇数度顶点的集合 # T 是 


0 


e 


S deg ( v ) = deg (^) 4- d ^ g ( u ) 


V 


因为对^^…来说* deg ( W 是偶数，所 以上面 等式右端的第一项是偶数，另外，上面等式右端的 
两项之和是偶数，因为和是2〃。因此，和里的第二项也是偶数 p 因为在第二项的和里，所有的 
项都是奇数，所以必然有偶数个这样的项 。 w 此，有偶数个奇数度顶点. □ 

对带有有向边的图來说也有一些有用的术语£ 


定义3 


当 U . d 是带有有向边的图 G 的边时，说 M 邻接到 V, 而且说^从!/邻接 a 顶 


称为 U _ 1;) 的起点 * I ；称为 U ， 10的终点^环的起点和终点是相同的。 

因为带有有向边的图的边是有序对，所以这时顶点度的定义细化成反映这个顶点作为起点 
和作为终点的不同度数。 


定义 


在带有向边的图里.顶点 U 的入度（表示成 ckr ( W ) 是以 U 作为终点的边数。顶点 


化的出度（表示成 tkg + Ui )) 是以 r 作为起点的边数（注意顶点上的环对这个顶点的人度和出度的 
贡献都是 

例3求出图 8- U 所承带有向边的图 G 里铒个顶点的人度和出度。 


解 G 里的入度 是：如 g 


， deg " ( b ) 


Jeg ( c) = 3t <kg _ (d) = 2, ch.g (d = 3. deg ( /> 


度是： ~ 4 * ( h ) 


^g " r (£ ) 


def ! ~ d 》 


2 t dt ' K + C f ) = 0 a ■ 

因为每条边都有一个起点和一个终点，所以在带有向边 
的图里，所有顶点的入度之和等于出度之和。这两个和都等 
于图的边数。把这个结果表述成定理夂 



定理3 


设 G =( V , / O 是带有向边的图。于是 


m 8-13 有向囹 G 


^ deg "" ( v ) = 】 Jdeg - ( v ) = | f : 


带有向边的图有许多性质是不依赖于边的方向的,、因此忽略这些方向经常是有用处的。忽 
略边的方向后得出的尤向图称为威无向图 ， 带有向边的图与它的底无向图有扣同的边数。 


8, 2. 3 —些特殊的简单图 

下面要介绍几类简单图。这些图常常用作例了来自于许多应用。 

例4 完全图 n 个顶点的完全国（表示成 K t ,) 是祍每对不同顶点之问都恰有一条边的简单 
图。对 m =] , 2. 3, 4, 5，6 来说. 图 S - U 逋示图 K n 。 _ 

例5圈囝豳困 (^5^3) 是由 u 个愤点 w | ％％以及边_ %丨，彳 R ，％ } ， …， 
{— 丨， v n ) ^ { v n ,切丨组成的。图 H 5显不圈图（、，（二，^ ^ ■ 




454 


第 S 旮 





阁 8-15 阐图 C it C 4 , C;, G 


例6轮图对《>3来说，当给圈图 C rt 添加另一个顶点，而且把这个新顶点与匕里 
顶点逐个连接时，就得出轮因说^图 8-1 S 显示 轮图灰 3 , W 4 , 


个 





例 7 fi 立 方体图 n 立 方体图 （表示成 Q H ) 是用顶点表示2〃 个长度为 w 的位串的图。两个顶 
点相邻，当且仅当它们所表示的位串恰恰相差一位。图8，17显示图 Qh Qa 。 注意可以从 n 
立方体图 q , 來构造 (《+ i ) 立方体图£3„ +1 ,方法是建立 a 的两个副本，在 a 的一个副本的顶 
点标记前加0,在 Qi 的另一个副本的顶点标记前加1，并且加人连接那些标记只在第一位不同的 
两个顶点的边。在图 S -17 中，从 Ch 来构造兑，方法是画出的两个副本作为 Cfe 的顶面和底 
面，在底面每个顶点的标记前加0,在顶面每个顶点的标记前加 U ■ 


10 II 

I ™ ~^ -f 

• -- • 

0 I 

1-1 

00 01 

Qi Qi 

图 a -17 对于2, 3的《立方体 |¥! Q t 















图 
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8. 2. 4 偶图 


有时可以把图的顶点分成两个不相交的子集，使得每条边都连接一个子集里的顶点 
’々 与另一个子集里的顶点。例如，考虑一下表示村民之间的婚姻关系的图，其中用顶点 
表示每个人，用边表示婚姻 • 在这个图里，每条边都连接表示男人的顶点子集里的顶点与表示女 


人的顶点子集里的顶点。这引出了定义 5 


feigM 若把简单阁 G 的顶点集分成两个不相交的非空集合 W 和使得图里的每一条 
边都连接着里的一个顶点与里的一个顶点（因此 G 里没有边是连接着 V !里的两个顶点或 
V 2 里的两个顶点），则 G 称为偶图0„ 


在例8里说明 Q 是偶图，在例9里说明 K 3 不是偶 
例 8 阁 8-18 所示的 G 是偶围, W 为把它的顶点集分成 
两个集合 K 和 = %, %}， C s 的每一 

条边都连接 V 』里的一个顶点与里的一个顶点 d ■ 

例 9 K 3 不是偶图，为了荇明这一点，注意若把心的 
顶点集分成两个不相交的集合，则两个集合之一必然包含两 
个顶点 & 假如这个图是偶图，那么这两个顶点就不能用边连接, 



罔848 C & 是偶阁 


但是在里每一个顶点都用边 


连接到其他每个顶点6 

例10 图 8-19 所示的图 G 和 H 是否为偶图? 




罔 3-19 无向图 G 和 H 


解 图 G 是偶图*因为它的顶点集是两个不相交集合 U ， h ⑷和 { c ， e ， /, d 的并，每条 
边都连接一个子集里的一个顶点与另一个子集里的一个顶点 D (注意对偶图 G 来说，不必让 
U , fc ， 心里每一个顶点与 { c , e , /, W 里每一个顶点都相邻。例如 A 与 g 就不相邻」 

图 H 不是偶图，因为它的顶点集不能分成两个子集，使得边都不连接同_个子集的两个顶 
点（读者应当通过考虑顶点 a 、 /来验证它）。 ■ 

—个图是偶图，当且仅当可以用至多两种颜色来为这个图 的顶点 着色，使得任何两个相邻 
的顶点都不同色 * 将在 8.8 节里研究图的着色。另外 * 一 个图是偶图，当且仅当不能经过奇数条 
不间的边来从一个顶点出发又返回这个 顶点, 当在 8. 4 节里讨论通路与回路时，将更精确地说明 
这个概念. 

例 U 完 全偶图 完全偶图 K m .„ 是顶点集分成分别含有出和〃个顶点的两个子集的图 a 两个 
顶点之间有边当且仅当一个顶点 M h 第一个子集而另一个顶点厲 于第二 个子集 n 图 8-20 M 示完全 
偶图 Ku , K 3 .3, K 3 , 5 以及 ■ 


© 也称为二部 Sk 二分 - ——译#注 
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^ 3 ? ^26 

m 8-20 部分完全偶罔 


8.2 i 5 特殊类型的图的一些应用 


以下将要说明如何把特殊类型的图用在数据通信和并行处理的模型里 a 
•。士;' 例 U 局域网 在一座大楼里，像小型计箅机和个人电脑这样的各种计算机，以及 
: 像打印机和绘罔仪这样的外设*都可以用局域网来连接。一些这样的网络是雉丁星 

艰拓扑，其中所有设备都连接到中央控制设备 D 局域网用图所示的完全偶图來表示。 
通过屮央控制设备在设备间传输信息。 

其他周域 N 是基于蘇形拓扑，其中每个设备恰恰连接到两个其他设备 u 带环形拓扑的局域 
网用图 mb 所示的 n 圈图来建模。消息闱绕着圈从设备送到设备，直到抵达消息的地 


为止。 

最肟，-些局域网采用这两种拓扑的混合形式 3 消息是围绕着环或通过中央设备来传送。这 
样的％余使得网络更加吋靠。带％余的局域网用图 8-21 c 所示的轮图來建模 & ■ 



a ) 

m 8 2i 



b) t} 

局 域网的星形、环形以及涓合拓扑 


例 n 并行计 算的互联网络 直到最近，计算机执行程序还是次完成一个操作。因此 • 
为解决问题而写的算法都设计成一次执行一步；这样的算法称为 串行的 （儿 乎所有 本书描述的算 
法都是串行的 ） fl 不过，像气象模拟、医学图像分析以及密码分析这样的许多高强度计算问题, 
即使在超级计算机上，也不能通过串行操作在合理的时间范围内解决。另外，计算机执行基本操 
作的速度，还存在物理的限制，所以总是有问题不能用串行操作在合理的时间 范闱内 解决。 

并行处 理利用包含许多自带内存的单处理器的汁算机来帮助克服串行计算机的局限性。 并 
行算法把问题分成可并发解决的若千子问题，于是可以设计并行箅法，用带有多处理器的计算 
机来快速解决问题，在并行算法里，单个指令流控制着算法的执行，包括把子问题送到不同的处 
理器，以及把子 H 题的输入和输出定向到适当的处 理器， 
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采用并行处理时，一个处理器需要另-个处理器产生的输出。因此处理器需要互联 & 可用适 
当类型的图来表示带有多章:处理器的计算叽里处理器的互联网络。在以下讨论里将耍描述最常 
用类型的并行处理器互联网络。用来实现具体并行箅法的互联网络的类塑.差异在于处理器之 
间交换数据的脔求鑀和所需要的速度，当然还奋可用的硬 件等， 

最简单却又最昂贵的网络互联处理器，包含每对处理器之间 的双向 连接，当有《个处理器 
时，这样的网络表示成〃个顶 点上的 完全图不过，这种类型的互联网络有严重的问题，它 
所需要的连接数太大 E 实际上，处理器的直接连接数 S 是有限的，所以当处理器数很大时 I 处理 
器不能直接连接到所有其他处理器。例如，.当有64个处理器时*就需要 C (64, 2)=2016 个连 
接，每个处理器都得直接连接到其他63个处理器。 

另-方向，互联^个处理器的最簡单方式或许是使用称为线性阵列的排列方式，除 h 和^ 
外的每个处理器 P , 都通过双向连接来连接到相邻处理器 P T -- i 和 Pi+w Pi K 连接只连 

图 8-22 显示6处理器线性阵列^这种方式的缺点是为了让处理器共享信息，有时需要 
使用大 M 的称力 hop 的中间连接 

柵格网络 （或二维阵列）是通用的互联网络在这 样的网 络里，处理器个数是一个完全平方 
数，比方说 a 个处理器标记成 PH , j )， 双向连接把处理器 
P ( i , j ) 连接到它的4个相邻处理器 P ( i ± l ， j ) 和 PU , j ± l )， 只要这些处理器是在栅格里 。 
(注意，栅格角上的4个处理器只有2个相邻处理器，边界上其他处理器只有 3 个相邻处理器 f 
有时也用每个处理器恰有4个连接的变种的栅格网络；见本节末的练习52。）栅格网络限制每个处 

理器的连接数。某些成对处理器之间的通信需要 0 WVi )=0( m ) 个中间连接（见本节末的练4 53), 
图 8-23 表示16个处理器的栅格网络的罔。 


PiO , 0> Pi 0 9 I ) P (0, 2 ) PfO . 3) 



m 8-22 6 个处理器的线性阵列 m 8-23 16个处理器的栅格网络 


超立方体是互联 H 络的一个棗要类型.对这样的网络来说，处理器数是2的幕，^ 
个处理器标记成 Pi ，…， Pn - i . 每个处理器都有到 m 个其他处理器的双向连接 Q 连接到处 
理器 P , 上的处理器，其下綷的二进制表示与 i 的二进制表示恰恰相差〗位。超立方体网络在每 
个处理器的直接连接数与保证处理器通信的中间连接数之间取得了平衡。已经用超立方体网络 
建造了许多计算机，而且用超立方体网络设计了许多算法。《立方体图 Q w 表示带《个处理器的 
超立方体网络。图 3-24 显示 S 个处理器的超立方体网络（图 3 24 中_ Q 3 的方式与图 8-17 所示 

的方式不同）。 ■ 


巧_ P , P 2 P , 户 5 P t P 7 



間 8-24 8 个处理器的超立方体网络 
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8.2-6 从旧图到新图 


有时解决问题只需要图的一部分6例如，只关心大型计算机网络中涉及纽约、丹佛、底特律 
以及亚特兰大的计算机中心的那一部分.其他的计算机中心以及不连接到这4个具体计算机中心 
里任何2个的所有电话线可以忽略。在大网络的图模型里，叶以删除除这4处外的计算机中心所 
对应的顶点 t 可以册1除所有与所删除顶点关联的边。剛除后所剩下的图称为原图的子图， 

图 G = CV ， E ) 的子图是图 H =( W , F ), 其中识而且 Fd 
例 14图 8-25 所示的图 G 是的子图。 ■ 

可以用各种方式组合两个或更多的图.把这些 a a 


图的所有顶点和边所组成的图称为这些图 的并® 


两个简单图的并图的定义如下 


定义 




_ _ 两个简单图& = 和 

( V 2v E 2 ) 的并图 是带有顶点集 W U A 和边集 


EiUEz 的简单 H Gi 和 G ? 的并图表示成 

例 IS 求图 8-26 a 所示的图 G 3 和的并图 d 



m 8-25 的子图 





用 3,26 a ) 简单用 G ! 和 Gs ; b ) 它们的并(^^^ £ 

解并图 GUGs 的顶点集是两个顶点集的并，即 U，h ^ 〜 /} e 并图的边集是两个 

边集的并 . 并图显示在图 8,2 Sb 中， ■ 

r 

练习 

在练习1 〜 3里，求所给尤向图的顶点数、边数以及每个顶点的度.指出所有孤立点和悬挂点。 



4. 求练习1〜3里每个阁的顶点度之和，并验证它等于图里边数的2倍 | 

5. 带有15个顶点而且毎个顶点的度都为! i 的简单图能否存在？ 
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6. 证明 s 在一次聚会上全体人员的握手次数之和是偶数 。 假设无人 A 己与自己握手 g 

在练刃7〜9 1,对给定的有向多重图来说，确定顶点数和边数，并求出每个顶点的人度和出度。 



10. 对练习7〜9 ■的每个罔来说，直接确定每个顶点的人度之和与忠度之和。证明 S 它们都等于图里的 
边数。 

11. 构造出罔 8-13 里带有向边的阁的底罔。 

12. 在熟人关系阁里（其中顶点表不世界上所有的人>,顶点的度表示什么？在这个图里孤立点和悬挂点表示 
什么?在一项研究中估计在这个图里顶点的平均度是】000。就这个模型而言，这意味着什么？ 

13. 在合作阁里，顶点的度表示什么？孤立点和悬挂点表示什么？ 

14. 在好莱坞罔里 T 顶点的度表承什么？孤立点和悬挂点表示什么？ 

15. 在 S , 1竹例7所描述的电话呼叫图里，顶点的人度和出度表示什么？在这个图的无向版本里，顶点的度 
表示什么？ 

16. 在 象1 节例 S 所描述 的网络 阁里，顶点的人度和出度表示什么？ 

17. 在为循环赛建模的有向图里 t 顶点的人度和出度表示什么？ 

18. 画出下列閉^ 

a ) K ： b ) K liA c ) K Ai , 

d>C 7 c)^ OQ, 

在练习 19 〜 23 里，确定罔是否为偶 RK 



24, 对哪些 h 值来说，下列阁是偶罔？ 

a)K. b)C n c)W, d)Q, 

25. 下列罔有多少个顶点和多少条边？ 

a)K n b)C„ c>W n 

d ) K _ e ) Q a 

26* 若囝的顶点有度 3 t 3, 2，2，则它有多少条边？画出这样的 

27, 若阁的顶点有度5, 2, 2, 2, 2, 1,则它有多少条边？画出这样的围。 

28, 是否存在带有下列度的有6个顶点的简单阁？ 若有, 國出这样的图。 
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3)0, 

1, 

2, 

3, 

4, 5 

h ) l T 

2, 

3, 

4 ， 

5, 

6 

c )2 f 

2, 

2, 

2, 

2, 2 

d)3. 

2, 

3, 

2, 

3, 

2 

o )3* 

2, 

2, 

2, 

2 t 3 

m . 

K 

K 


1, 

1 

g )3, 

3, 

3, 

3* 

3, 5 

b ) l . 

2, 

3 , 


5, 

jh 

29. 是否存在带有下列度的有 5 个顶点的鏑单图？若有，画出这样的图 

: i? 


M3, 

3, 

3 t 

3 t 

2 

b ) l ， 

2 t 

3 t 

4 t 

5 


c)U 

2, 

3 f 

4, 

4 

d)3. 

4, 

3, 

4* 

3 


e)0 t 

1* 

2, 

2, 

3 

f)l, 

It 

K 

1, 

1 



30. 至少带有 1 个顶点的的子 阁有多 少个？ 

3 L 至少带有1个顶点的 K 3 的子阁有多少个？ 

32. 至少带有1个顶点的 W , 的子图有多少个？ 

33. 画出右面这个閉的所有 子图， 

34. 设 C 是带有 u 个顶点和 e 条边的阁。设 M 是 G 的顶点的最大度，设 m 是 G 的 

顶点的最小度。证明： 
a)2 b)2e/v^M 

若简单图每个顶点的度都相等，则这个阁称为正則的。 若正则围每个 顶点的度都为〜则这个阉称为 w 

正則的 a 

35- 对哪些 n 值来说，下列罔是正则图？ 

a)K H b)C, c)W fl d)Q. 

36 - 对哪些 m 和 n 的值来说，是正则阁？ 

37_度都为4而旦带有10条边的 it 则團有多少个顶点？ 

在练习38〜40里，求绐定的简单图对的并阁（假设带有相同端点的边是相同的 h 



d / g 


4 L 简单图 G 的补图 G 与 G 有相同的顶点。两个顶点在 G 里相 邻. 当 fi 仅当它们在 G 里不相邻。求下列 

a)C b)7C ； c)C ； d)a 

42* 若 G 是有 15 条边的简单阁而 EG 有13条边，则 G 有多少个顶点？ 

43+若简攀图 C ； 有^个顶点和 e 条边，则 G 有多少条边？ 

证明 s 若 G 是有 v 个顶点和 e 条边的偶简单阁，则 egirVh 
45. 证明： 若 G 是有 n 个顶点的简单图，.则 G 和 G 的丼图是尺_ 

*46. 描述判定图是否为偶图的算法， 

表示成 t ? 的有向阁 G=d £) 的逆图是闬 （ V \ F >, H 中 v ) eF f 当 II 仅当 （in 
47, 描述 S + 1 节练习 7 〜 9 里每个图的逆图 & 




图 
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48, 证明：每当 G 是有向阁时，就有 

49. 证明：图 G 是它自身的逆围，当且伋当 G 所关联的关系（参见7, 3节）是对称的。 

50* 把有向罔的逆阌的定义推广到有向多重围的逆图的概念$ 

51. 画出互联9个并行处理器的栅格网络 。 

52* 在互联 ^ = 个处理器的栅格网络的变种里，处理器 P ( i , 连接4个处理器尸 （（1 ■士 l>mod p , 

尸“， O ± l)mod m ), 使得连接沿櫥格的边卷绕 s 画出有16 个处理 器的这种变种的栅格网络。 

53- 证明：在《 = ^个处理器的栅格网络里，用个 hop 就能让每一对处理器互相通信， 

8:, 3图的表示和图的同构 


8 3. 1 引言 


图的表示方式有很多种，在本章里将看到选择最方便的 表示会 有助于对图的处理，本节将 
要说明如何用多种不同的方式来表示图 

有时两个图在这样一种意义下恰好具有相同的形式，就是在两个图的顶点之间存在着一一 
对应，这个对应保持边的对应关系 D 在这种情形下就说两个图是同构的。确定两个图是否同构， 
这是本节里将要研究的重要图论问题 4 

8.3.2 图的表示 


表示不带多重边的图的一种方式是列出这个图的所有边 a 另一种表示不带多重边的图的方 
式是用邻接表，它规定与图的每个顶点相邻的顶点。 

例1用邻接表描述图 8-27 所示的简单图 6 

解表 8-3 列出与图的每个顶点相邻的顶点。 _ 


h 



图 3-27 简单阄 


表 8-2 茼单围的边袭 


顶 点 

相邻頂点 

a 

c* e 

b 

a 

c 

a ^ dw e 

d 

“ e 

£ 

a* ct d 


例2通过列举在图的每个顶点上发出的边的终点，表示图848所示的有向图。 



m 8-23 -- 个有向图 
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例 5 用邻接矩阵表示图 8-31 所示的伪图， 

解 顶点顺序为 a ， 6, ^ c / 的邻接矩阵是 

■ 

我们曾在第7章里用 0-1 矩阵表示有向图，若有向图 G =( V ，m 8-31 伪阁 
从％到&有边•则它的矩阵在 G _， j ) 位置上有1，其中 t； 2 ，…， 

%是有向图任意的顶点序列。换句话说，若 A =[~] 是相对于这个顶点表的邻接矩阵，则 




J 11若< %％ >是 CJ 的_条边 
1 o , 否则 


有向图的邻接矩阵不必是对称的，因为当从+到％有边时，从~到~可以没有边， 

邻接矩阵也可用来表示有向多重图。同样，当有连接两个顶点的同向多重边时，这样的矩阵 
不是 0-1 矩阵 D 在有向多重图的邻接矩阵里，％等于关联到%)的边数 S 


8.3.4 关联矩阵 


表不图的另一种常用方式是用关联矩阵设 g =( v ， 是无向图 & 设 〜是顶 
点而 q ， …， q 是边，则相对于 V 和 E 的这个顺序的关联矩阵是 《 Xrn 矩阵 M = 

其中 



当边~关联％时 
否则 


例6用关联矩阵表示图 8-32 所示的图 
解关联矩阵是 


e\ 02 ^3 作 

Vi ri 10 0 0 0^ 

^ ； 0 0 1 1 0 1 

仍 0 0 0 0 1 1 ■ 

Vi 10 10 0 0 

P 5 Lo I 0 1 1 0 一 

关联矩阵也叫用来表示多重图边和环 a 在关联矩阵里用各项相等的列来表示多重边，因为 
这些边关联同样一对顶点 9 用恰有一项等于1的列来表示环，它对应于环所关联的顶点。 



4 v 5 

m s-32 无向阉 



例 7 用关联矩阵表示图 8-33 所示的伪图 
解 这个图的关联矩阵是 
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t 7 i e2 


vi 

V 2 

Vi 


「1 1 
0 l 

0 0 
0 0 
0 0 


1 0 0 
1 1 0 
0 1 ] 
0 0 0 
0 0 1 


0 0 0" 

i i a 

0 O ' 0 
0 ]]. 

] 0 0 一 



8.3.5 图的同构 


我们经常需要知道是否有可能以同样的方式来 W 出两个图。例如，在化学里 用图为 化合物 
建模 u 不同的化合物 01 能分 T 式相同但结构不同.这样的化合物不能用以同样方式来画的图表 
m , 去示过去已知化合物的图可以用来判定想像中的新化合物是否已经研究过了， 

对具有同样结构的图来说 * 存在着一些有用的术语 。 

tsJSM 和 ( v 2 , £ 2 )是简单图.若存在一对一的和映 h 的从 K 到 
y 2 的函数/，且/具有这样的性质；对 v ! ■所有 的&和6来说， cz 和6在<^里相邻当且仅当 
/( a ) 和 /( W 在 Q 里相邻，就说 G 与 G 2 是闰构的 & 这样的函数/称为同构9 0 

換句话说，当两个简 竽图同 构时，两个图的顶点之间具有保持相邻关系的 一一 对应 u 


例8 证明图 S -34 所示图 E ) 和尸>同构* 

解 函数 / 满足/(々）= %, /(〜）= %，>(%) = %，= 它是 V 和 W 之间的一一 
对应，为了看出这个对应保持相邻关系，注恧 G 里相邻的顶点是〜和〜，…和 ”，4和 
以及 w 3 和 ，由 /( Hi ) = % 和 f(u 2 ) — V A ^ /( A 和 /< h )=%，/( u 2 ) = % 和 f ( u A )— V2 * 
以及 /(&)=% 和 /(&)=% 所组成的每一对顶点都是在 H 里相 邻的。 ■ 

判定两个简单图是否同构常常是一件困难的事情。在两个带有 W 个顶点的简单图顶点集之间有 
/；!种可能的 一 - ^对应 . 若 n 太大+则通过检验每一种对应来看它是否保持相邻关系是不坷行的 • 

不过，常常町以通过说明两个简单图不具有同构的图所必须具有的性质来说明它们 
不同构。这样的性质被称为对简单图的同构来说的 不变量 $例如，同构的简单图必然 


具有相同的顶点数，因为在这些图的顶点集之间有着 一一 应。而且.同构的简单图必然有相同 
的边数，因为在顶点之间的一一对应建立 丫边之 间的一一对应。另外， N 构的简单图必然有相同 
的顶点度。即 G 里的 d 度顶点 r 必然对应 H 里的 d 度顶点 / b )， 这是因为在 G 里顶点沈与”相 
邻，当且仅当在 H 里 /( d 与 /( w ) 相邻 Q 
例 9说明图 8-35 所示的图不同构。 



Hi 

m 



ll 4 

G 

闯 8-34 


ma 



阐 G 和 ff 


h b 




罔 8-35 兩 G 和 H 


© 同构 Gsomorphism) 这个周来自两个希腊语字丧示 “ 相等 ” 的 ism 和表示 44 形式 ” 的 morphe. 
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^「■「解 G 和 H 都具有5个顶点6 条边。 不过， G 有1度顶点 e 而 H 没有 I 度顶点 B 所以 

G 与 H 是不同构的， ■ 

顶点数、边数以及顶点度都是在同构下的不变萤。若两个简单图的这些试有任何不同*则这 
两个图就不是同构的。不过，当这些量都相同时，也不一定意味着两个图同构 a 目前还没有已知 
的用来判定简单图是否同构的不变摄集4 
例判定图 S -36 所示的图是否同构& 



d 



G 



H 


m 8-36 围 G 和 H 


解图 G 和 ff 都具有8个顶点10条边。它们都具有 4 个2度顶点和 4 个3度顶点，内为这 
些不变 M [都相同，所以它们可能会是同构的。 

然而 G 和 H 不是同构的。为了看明白这一点，注意到因为在 G M degU ) 二2，所以 a 必然 
对应于 H 宰的 h i 或： v ， 这是因为这些顶点是 H 里的 2 度顶点。不过， H 里的这4个顶点 
中的每一个都与 H 黾另一个 2 度顶点相邻，但是在 G 里 a 却不是这样的， 

看出 G 与 H 不同构 的另种 方式是，注意到若这两个图同构，则由3度顶点和连接它们的 
边所组成的子罔同构（读者应当验证它>。然而图 8»；- J 7 所示的这些子图却不是同构的。 ■ 

为了说明从图 G 的顶点集到图 if 的顶点集的函数/是一个同构，需要说明/保持边的关系。 
一种有助于这样做的方式是利用邻接矩阵。具体地说，为了说明/是一个同构，就说明 G 的邻 
接矩阵与 H 的邻接矩阵相同，其中 G 的邻接矩阵的行和列的标记都是 G 里的顶点， H 的邻接矩 
阵的行和列的标记都是 G 里的对应顶点在/下的像 3 例11解释如何这样做 a 
例11判定阁 8-3 S 所示的图 G 和 H 是否同构。 



围?-37由3度顶点和连接它们的边所 

组成的 G 和 H 的子尚 


4 




阁 8-38 网 G 和 H 


解 G 和 H 都具有6个顶点7条边，都具有 4 个2度顷点和 2 个 3 度顶点。还容易看出由2 
度顶点和连接它们的边所组成的 G 和 H 的子图是同构的 （读 者应当验证它 h 因为 G 和 H 对这些 

不变 M 来说是相同的，这就有理由试着找出_个同构/。 

现在定义函数/,然后判定它是否同构.闲为 degUQz 〗 而且不与任何其他2度顶点相邻 ■ 

所以…的像必然是巧或％,它们是 H 里仅有的不与2度顶点相邻的顶点 D 任取(如 
果发现这个选抨得不街同构，就接着试验因为外与％相邻，所以％可能的 像是％ 
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和叫。任取 /( 抑）二％。照这样继续下去，用顶点的相邻关系和度作为指引，令/(4)=叫， 
/<叫） / U 5 ) = %， 以及 = 现在已经有了在 G 的顶点集与 H 的顶点集之间的一 
— 对应， 即/(%)=%， ftu 2 、； V ” f ( u d )^ V A , f ( uO = V S f f ( u s ) = > 以及 /( Ms ) 为 

了査看 / 是否保持边，就检査 G 的邻接 矩阵： 


汉1 

^2 

Ag = 

«4 

US 


«l «2 

D I 
1 0 
0 1 
1 0 

0 0 

lo 1 


m U 4 

0 1 

1 0 

0 1 

1 0 

0 1 

0 0 


us U6 
0 0 一 

0 1 

0 0 

I 0 

0 1 

1 0_ 


以及用 G 里的对应顶点的像来标记行和列的 H 的邻接矩阵: 


Ah — v * 

Ul 


m ^3 
|T0 1 0 

'1 O 1 

a i o 

! 1 0 I 

lO o o 

lo 1 0 


V % V \ V 2 

1 0 0 " 

0 0 1 
1 0 0 
0 1 0 
1 0 1 
o i o 」 


因为 Ag = Ah , 所以 / 是保持边的。由此得出 / 是一个同构，所以 G 与 H 是同 构的. 注意 t 若 
事实证明/不是一个同构，是无法得出 G 与 H 不是同构的，因为 G 和 H 里的顶点的另一个对应 

仍然可以是同构。 ■ 

，.^ y ^- IU 判定两个图是否同构，已知的最好算法具有指数的最坏情形时间复杂性（对图的顶点 

数来说不过，解决这个问题的线性平均情形时间复杂性的算法已经找到，而且有 
希望找到判定两个图是否同构的多项式最坏情形时间复杂性的算法《 —种名为 NAUTY 的最佳 
实用算法，在现代个人电脑上可在1秒钟之内判定带有100个顶点的两个罔是否同构 D 可以在丙 
特网上下载 NAUTY 软件并用它做实验， 


练习 

在练习1〜4中，用邻接表表示给定的罔。 



5. 用邻接矩阵表示练习1里的围。 






6. 用邻接矩阵表示练习 2 里的图。 

7-用邻接矩阵表示练习3 1的图。 

8,用邻接矩阵表示练习4里的图。 

S . 用邻接矩阵表示下列毎一个图。 

a)K, b)K u , 

d)C t e)^ 


在练习 102 中，_出带有给定的邻接矩阵的阌。 
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在练习13〜15中，用邻接矩阵表尕给定的围 



在练习 15 〜 1B 里，_出用给定的邻接矩阵所表示的无向罔。 





在练习19〜2〗中，求给定的有向 阁的邻 接矩阵^ 



在练习 M 〜24中，画出用给定的邻接矩阵来表汞的图 5 



25 . 每一个对称的和对角线全为 0 的 0-1 方阵是否都是简单阐的邻接矩阵? 
26 -用关联 矩阵表 示练习 1 和练习 2 中的图。 

27. 用关联矩阵表示练习13〜15中的图 n 
* 28 , 什么是 无向阌 的邻接矩阵的一行里的各项之和？对有向图来说呢？ 

*29 -什么是 无向罔 的邻接矩阵的一列里的各项之和？对有向阁来说呢？ 
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30. 什么是无向围的关联矩阵的 一行里 的各项之和？对有向图来说呢？ 

3 L 什么是无向阁的关联矩阵的一列.的各项之和？对有向图来说呢？ 

32. 求 K 列每个 W 的邻接矩阵. 

H)K n b)C cYW^ d>K_ c)Q b 

33. 求练习 32( a ) 〜 （ cl ) 中的阌的关联 矩阵， 

在练习34〜44中，判定所给定的一对图是否 同构。 给 出一个 同构或给出不存在同构的严格证明 






■ 
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45_ 证明： 简单闬的冏构关系是等价 关系。 

46, 设 G 和 H 是同构的简单囹。 证明： 它 fli 的补图 G 和 H 也是同构的， 

47. 描述一下图的邻接矩阵里对应于孤立点的行和列^ 

48, 描述一下阁的关联矩阵里对应于孤立点的行 g 

49. 证明： 带有2个以上顶点的偶圉的顶点可以排序，使得邻接矩阵形如 

rO A ■ 

』 0, 

其中所示的四项都是矩形块 a 


若简单 1 SG 和 G 是同构的，则 G 称为自补图， J _ J 

50.证明：右图是 S 补阁。 

5 L 求带有5个顶点的自补 简甲图 s ! 

*52* 证明 s 若 G 是带有^个顶点的自补简单阁，则忙或 

5 3 - 对哪些整数 n 来说 C , 是自补阁？ ^ 

54- 带有 n 个顶点的非同构的简单闬有多少个？其中^是 

a )2 b )3 c )4 


55-带有5个顶点和3条边的非同构的简单阁有多少个？ 

56. 带有6个顶点和4条边的非同构的简单图有多少个？ 

57. 带有下列邻接矩阵的简单阁是否 同构？ 








~0 

l 

0 

1- 



1 1 In 

"0 

0 1" 

ro 

! 

i 

i- 


] 

0 

0 

] 


i 

0 0 1 

0 

0 .1 

. h 

1 

Li 

0 

0 

b ) 

0 

0 

0 

1 

1 

] 

0 .0 1 

Li 

10」 

0 

(L 

, 

Li 

1 

1 

(L 


A 

]i o- 




1 

I 

0 " 


1 

I 

0 

I- 

i 

0 

0 

1 


1 

1 

0 

0 

0 

i 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

■0 

1 

1 

0 1 

s 

1 

■1 

t) 

I 

0 . 


53. 判定带有下列关联短阵的尤 环阁是 否同构 a 






■1 

J 

0 

0 

0- 


-o 

1 

0 

0 

1-; 

1 

0 

广 


i 1 cr 



















1 

0 

1 

0 

1 


0 

1 

1 

1 

0 

0 

I 

1 

f 

] 0 1 

b> 






* 












0 

0 

0 

1 

1 


1 

0 

0 

l 

0 : 

Li 

1 

CL 


J } 1 JL 


















1 

1 

i 

0 一 


一 1 

0 

1 

0 

1 - 


59. 把简单图的同构定义推广_包含环和多重边的无向阁, 

60. 定义有向阁的同构 . 


在练习61〜64里，判定所给定的一对图是否同构。 
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65. 证明：若 G 和 H 是同构的有向阁 t 则 G 和 H 的逆（在8,2节练4 47之前定义）也是同构的， 

*56. 带有个顶点的非同构有向阁有多少个？其中《是 
a ) 2 b )3 e >4 

*67. 无向 图的 关联矩阵与它的转置之积是什么？ 

表 萊带有 u 个顶点和 e 条边的 简单围 需要多少存储空间？其中分别利用 
a ) 邻接表 b ) 邻接矩阵 c ) 关联矩阵 


魔 鬼对是 对不 N 构的罔，但所谓的间构检验不能证明其不问构。 

69 , 求一个用于检验的廐鬼对，检査两个图里的顶点度的序列，确定它们是相同的 □ 

8.4 连通性 

8.4. 1引言 

许多问题可以用沿图的边旅行所形成的通路来建模。例如，判定在两个计算机之间用中间 
连接能否传递消息的问题 * 就可以用图模型来研究 。 利用图里的通路所组成的模型，町以解决投 
递邮件、收取垃圾以及计箅机网络诊断等有效规划路线的问题。 

8, 4.2 通路 

非形式化地说，通路是边的序列，它从图的一个顶点上开始并且行经圏的边，总是连接相邻 

的顶点对&定夂1给出通路的形式化定义和相关术语， 

E 3 MI 设 n 是非负整数且 G 是无向图.在 G 中从《到1/的长 度为”的通路是 G 的《条边 
…- 6的序列，使得 = z 山 f ( e s ) = {^ ,❹ K …， /( e w )^{ x ra ^i , jr n } f 其中 

A = a 而“ 当这个图 是简单 图时，就用顶点序列而， A ， …， A 表示这条通路(这是因为列 

出这些顶点就唯一地确定了通路）。若一条通路在相同的顶点上开始和结束，即且长度大于 
0, 则它是一条 回路。 把这条通路或回路说成是 经过顶 点而，心^或 遍历边 e ! ，◎，…， 
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e n , 若通路或回路不重复地包含相同的边，则它是 滴单的 

当没有必要区分多重边时，就用顶点序列 X 。， Q ，…，&表示通路 q ， 其中 
对； =1. 2.…，来说， /(^) = { x l _ 1 , ^-} Q 这种记法仅仅指出通路所经过的顶点，经过这个 
顶点序列吋以有多条通路。注意长度为0的通路由单个顶点组成。 

例 1在图心39所示的图里，〜 d ， c , /， e 是长度为4的简单通路，因为 U , {山 
tc , /} 和 {/, W 都是边。但是山6 g a 不是通路.因为 b 
不是边。注意6, o /, tr , 6是长度为4的回路，这是因为 
c }_ 心， /}, {/, H 和 （ e ，6} 都是边，这条通路在6上开始 
和结束，民度为5的通路 a , h 6 A G ， 6不是简单的，因为 
它两次包含边_ 

有向图里的通路和回路在第7章里介绍过。现在对有向多重 
罔来定义这样的通路。 



闬 8-39 简单图 


定义 


设^是非负整数且 G 是有向多重图 & 在 G 中从 K 到 v 的长度为《的通路是的边 


的序列 


j ，0 


使得 /( q ) = ( i 。， /0 2 ) = ( a ， a )， 


+ +# 


/{ ) — (-r„ _ 1 


其中和 =( /而当有向图里没 有多重 边时，就用顶点序列^,…，&表示这条通路. 
把在相同的顶点上开始和结束的长度大于0的通路称为回路或圏。若一条通路或回路不重复地包 
含相同的边 * 则把它称为简单的 0 

注意通路上一条边的终点是这条通路上下一条边的起点 D 当没有必要区分多重边时，就用 
顶点序列工 0 . 4，…， A 表示通路 …， 其中对；=1, 2,…， II 来说，/(^)= 
^) B 这种记法仅仅指出通路所经过的顶点。可以有多条通路经过这个顶点序列， 

通路表示许多图模型里的有用信息 * 如例題2〜4所示。 

:,: 例 2 熟人关系围中的通路 在熟人关系图中，如果相邻两个人彼此认识则将此二人 

■ I ■丨 

' 连接起来，形成一条人链 D 例如在 8.1 节的图卜 7 中_有一条连接 Karnini 和 Chlng 
的 6 个人的链。许多社会学家猜想 * 是否可以用只包含 5 个或更少的人的短链来连接世界上几 
乎每一对人，这意味着世界上所有人的熟人关系图中几乎每对顶点都通过长度不超过 4 的通路 
来连接。约翰•奎尔 （ John Guare ) 的戏剧《六度分离 （ Six Degrees of Separation ) 》就是基于这个 



概念 ■ 

旬^ 例3合作 ffl 中的通路在合作图中 • 如果表示作者的两个顶点 a 和6之间有从 a 开 

始到 6 结束的一系列作者，使得每条边端点所表示的两个作者写过一篇联名论文，则 
a 和 A 就通过一条通路而连接„在所有数学家的合作图芊，数学家 m 的埃德斯数（在第7章补充 
练习 14 中用关系术语定义过）就是在 m 和代表成果极其丰富的数学家保罗 • 埃德斯< 1996年去 
世）的顶点之间的最短通路的长度。换句话说，一个数学家的埃德斯数就是从保罗 * 埃德斯开始 
到这个数学家结束的最短的数学家链的长度*其中毎一对相邻的数学家都联名写过论文 * 根据 
44 埃德斯数项目' 2001 年 11 月份具有各个埃徳斯数的数学家的数目如表 8-4 所示。 ■ 

例 4 好莱坞田中 的通路 在好莱坞图 〈参见 节例 4) 中，当存在连接两个顶点 a 
和6的演员链，其中在这个链上每两个相邻的演员都出演过同一部电影时， a 和6就 
被连接 n 在好莱坞图中演员 C 的培根数定义为连接 f 和著名演员凯文*培根的最短通路的长度。 
随着新电影（包括凯文 * 培根的新电影）的不断产生，演员们的培根数也在不断地发生 变化。 
表 8-5 中显示的是从垴根网姑得来的 2001 年】]月份具有各个培根数的演员的数目。 ■ 
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表 8-4 具有给定埃德斯觳的数学家的数目 


埃德斯数 

人 数 

| 埃德斯数 ! 

人 数 

0 

1 

8 

3 214 

1 

502 

9 

053 

2 

713 

10 

262 

3 

26 A 22 

J 1 

94 

1 

62 136 

12 

23 

5 

66 157 

13 

4 

fi 

32 280 

14 

ga 

f 

7 

10 431 

15 

1 


表 8- S 具有给定培根数的瀵员数 


培根数 

人数 

培根数 

人 数 

0 

1 

I (5 

5； i 4 

1 

1 479 

7 

El 

2 

115 20^ 

H 

E 8 

3 

285 m 

9 

, 1 

4 

65 021 

10 

1 

5 

4 535 




8.4. 3 无向图的连通性 

若消息通过一个或多个中间汁算机来传递，则计算机网络何时具有每对计箅机都可共享信 
息的性质？当利用图来表示这个计算机网络 • 用顶点表示计算机而用边表示通信连接时，这个问 
题就变成：何时在图里任何两个顶点之间都存在通路？ 

若无向图每一对不同的顶点之间都有通路，则该图称为连通的。 



因此，在网络里任何两个计算机都可以通信，当且仅当这个网络图是连通的。 

例 S 图 8-40 里的图 Gi 是连通的，这是因为在每一对不同的顶点之间都有通路（读者应当 


验证它）。但是图 8-40 里的图不是连通的 a 例如, 在顶点 a 和 d 之间没有通路 
在第9章里将用到下述定理。 


6 



在连通无向图的每一对不同顶点之间都存在简单通路 . 

证设《和^是连通无向图 G = (V, 的两个不 R 的顶点。因为 G 是连通的，所以 w 和。之 
间至少有1条通路 g 设: ^心是长度最短的通路的顶点序列，其中 w 而 〜= a 
这条长度最短的通路是简单的。 为了看 明白这 一 点.假段它不是简单的。则对满足的某 
个/和 > 来说， 有 n , 这意味 者通过 删除顶点序列乃_!所对应的边，就获得了带有 
顶点 序列々 ， Ip …， 《x 卜1，… * A 的从 w 到 U 的更短的通路。 □ 

不连通的图是2个或2个以上连通子图之并，每对子图都没有公共的顶点 D 这些不 



相交的 连通子 图称为图的连通分支 4 
例6图 8-41 所示的图 H 的连通分支是什么？ 

解 图 H 是图 8-41 所示的3个不相交连通子图和 H 3 之并。这3个子图是 H 的连 


通分支 


■ 











b 



a-i 


J 










d 


G 


G , 

ka 



m 3-40 mo , flT G ： 


Nfl 8-41 图 H 和它的连通分支 H , . H 3 和 H 


例 7 呼叫图的连通分支当电话呼叫_ (参见8.〗节例 7) 中存在一系列从 x 开始到 
T ~ ' : y 结束的电话呼叫时.两个顶点: r 和 y 就属于同一个连通分支。当分析 AT & T 网络 
中特定一天内发生的电话呼叫的呼叫图时，发现这个图具有53 767 087个顶点、超过1亿7千万 
条边和超过370万个连通分支 D 这些连通分支太多数都很小；大约四分之三是由表示只在彼此之 
间呼叫的一对电话号码的两个顶点所 组成， 这个图具有一个包含44 9 S 9 297个顶点（占总数的 
80%>的巨大的连通分支，另外.这个连通分支中每个顶点都通过一条不超过20个顶点的链连接 
到任何其他顶点， ■ 


有时删除一个顶点和它所关联的边，就产生带有比原图更多的连通分支的子圈。 

顶点称为割点（或节点）。从连通图里删除割点，就产 d f 

生不连通的+阁，同理，把一旦删除就产生带有比原 T A T 

图更多的连通分支的子图的边称为割边或桥》 / 

例8求出图842所示的图 G 的割点和割边 a // j / 

解图 G 的割点是乂 c 删除这些顶点中的 —— 一 ~ * - - 

一个（和它的邻边），就使得这个图不冉是连通的。割 ' ' 

m 8-42 M G 

边是 U . M 和 {>， 删除这些边中的一条，就使得 
G 不苒是连通的 D 

8.4.4 有向图的连通性 


把这样的 


_ 


根据是否考虑边的方向，在有向图里有两种连通性概念。 

若每当 a 和6都是-个有向图里的顶点时，就有从^到6和从6到 a 的通路，则该 


定义4 


图是强连通的。 

为了让一个有向图是强连 通的， 从这个图电任何一个顶点到任何另外一个顶点必须存在有 
向边的序列。有向图可以不是强连通的但还是“一整块' 定义5准确坶说明了这个槪念。 

若在有向图的底图里，任何两个顶点之间都有通路，则该有向图是弱连通的。 


1 定义5 


有向图是弱连通的，当且仅当在忽略边的方 
向时，任何两个顶点之间总是存在通路。 颉然， 
任何强连通有向图也是弱连通的。 

例9 图8^43所示的有向图 G 和 ff 是否为 

强连通的？是否为弱连通的？ 

解 G 是强连通的，因为在这个有向图里、 
任何两个顶点之间都存在通路（读若应肖验 证它八 




图 8-43 有向闬 G 和 H 
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因此 G 也是弱连通的图 H 不是强连通的，在这个图里，从 a 到6没有有向通路。但是 H 是弱连 
通的，因为在 H 的底图里，任何两个顶点之间都有通路（读者应当验证它） & ■ 

有向图 G 的子图是强连通的而不包含在更大的强连通子图中，即极大强连通子图，可称之 


为 G 的强连通分支或强分支。 

例 10 图8'43中的图 H 有3个强连通分支，包括=顶点 a , 顶点 ^ 由顶点 h r 和 d 以及 
边<6, c )、（ o …和 （ d , 6) 所组成的图。 ■ 

例11网络图的强连通分支8+1 节例 S 介绍的网络图用顶点表示网页并且用有向边表示链 
接 d 网络在1999年的快照产生了具有2亿个顶点和15亿条边的网络图 （参见 [ BrOO ] 来了解详 
情）。网络阐的底无向图不是连通的并且有一个连通分支包含 T 这个阁中大约卯％的顶点。肤无 
向图的这个连通分支所对应的原来有向图的子图（即具有相同的顶点以及连接这个围中顶点的所 
有有向边）有一个非常大的强连通分支和许多小的强连通分支。前者称为这个有向图的 E 型强连 
通分支 。 可以遵循从这个分支里任何其他网页开始的链接来到达这个分支里的某一个网页•■已 
经发现这项研究产生的网络图里的巨型强连通分支有超过5300万个顶点。这个无向图的大型连 
通分支里的其余顶点表示3种不同类型的 网页： 可以从巨型强连通分支里的网页来到达 • 但是不 
能通过一系列链接来返回前面这些网页的网页 | 可以通过一系列链接来返回巨型强连通分支里 
的网页，但是不能通过巨型强连通分支里网页上的链接来到达的网页；既不能到达巨型强连通 
分 支里的网页，也不能通过一系列链 接从巨 型强连通分支里网页来到达的网页 . 在这项研 究里, 
发现其余这三个集合中每个都具有大约4400万个顶点 （这三 个集合都接近同样的规模，这是相当 
令人惊讶的 h _ 


8 . 4.5 通路与同构 


有多种方式可以利用通路和回路來帮助判定两个图是否同构例如，具有特定长度的简单 
间路的存在性，就是一种可以用来证明两个图是不同构的有用的不变量。 另外. 奵以利用通路来 
构造町能的同构映射。 

前面指出过，简单图的一个有用的同构不 变置是 长度为々的简单回路的存在性，其中 A 是大 
于2的正整数（这个不变量的证明在本节末尾留作练习44>.例12说明如何用这个不变»来证明 
两个图不同构， 

例 12 判定图 3-44 所汞的图 G 和 H 是否间构， 

解 G 和 H 都具有 S 个顶点和 S 条边6各自具有4个3度顶点和2个2度顶点所以对两个 
图来说有3个不变量（顶 点数、 边数以及顶 点度） 都是相同的。但是//有长度为3的简单回路， 
即%，％，而 G 没有长度为3的简单回路 < G 里的所有简单回路的长度至少为 4). 因为 
长度为3的简单屈路的存在性是一个同构不变所以 G 和 H 不同构。 ■ 

我们已经说明了如何用某种类型的通路，即具有特定长度的简单回路，来证明两个图是不 
同构的，还对以用通路来求出潜在的同构映射. 

例13判定图 8-45 所示的图 G 和 H 是否同构。 

解 G 和 H 都具有5个顶点和6条边，都具有2个3度顶点和3个2度顶点，都具有1个长 
度为3的简单回路，】个长度为4的简单回路，以及1个长度为 5 的简单冋路。因为所有这些同 
构不变都是相同的，所以 G 和 H 可能是同构的。为了求出可能的同构，沿宥经过所有顶点并 
且使得两图里的对应顶点的度都相同的通路前进。例如， G 里的通路〜， 叫， w 和 H 
里的通路％ • W 巧，％都经过图里的每一个顶点，都在3度顶点上开始，都分别经过2度 
顶点、3度顶点和2度顶点并且在2度顶点上结束.通过在图里沿着这呰通路前进，定义映射/ 
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丸足 /( W ])= I ^，/( W 4 )= V 2 - f ( /( W 2 )= u 5 和 /( M 5 )= q 。通过说明 / 保持边，或者通 

过说明在顶点的适当顺序下 G 和 H 的邻接矩阵是相同的.读者就可以说明/是一个同构，所以 
G 与 H 是同构的。 ■ 



m 8-44 阌 G 和 H m 8-45 阁 G 和 H 


.个6计算顶点之间的通路数 


因为 


在…个图里两个顶点之间的通路的数目，珂以用这个图的邻接矩阵来确定 s 

gauaa 设 c ； 是带有相对于顶点顺序％％的邻接矩阵 a 的图（允许带有无向或有 

向边、带有多重边和环）。从％到' 的长度为「的不同通路的数目等于 f 的第 （ r , ; _)项，其中 r 
是正整数。 

证 用数学归纳法证明6设 G 是带有邻接矩阵 A 的图（假设 G 的顶点具有顺序％，％，…， !；„). 
从 A 到4 K 度为1的通路数是 A 的第))项*这是因为该项是从％到3的边数. 

假设 Y 的第 （（， j ) 项是从4到1的长度为 f 的不同通路的 个数。 这是归纳假设，因为 
义 d = VA , 所以的第 （“ j ) 项等于 

+ 十 + ^rna nj 

其中 h 是 V 的第 （ i , 々)项。根据归纳假设， h 是从％到 U 的长度为 r 的通路数。 

从 h 到％的长度为 r +1 的通路，包括从％到某个中间顶点 w 的长度为 r 的通路以及从 W 
到％的边。根据计数的乘法规则*这样的通路的个数是从％到 h 的长度为 r 的通路数（即匕） 
与从％到4的边数（即％)之枳。当对所有可能的中间顶点叫求这些乘积之和时，根据计数的 

加法规则，就得出所需要的结果。 □ 

例 14在图 8-46 所示的简单图0里*从 d 到 d 的扶度为4的通路有多少条？ 

解 G 的邻接矩阵（顶点顺序为 a，h c , 是 ^ 6 




10 0 1 


10 0 1 


0 1 


0」 



因此从^到 d 的长度为4的通路数是 A 4 的第（1， 4) 项。因为 

7 0 0 r 
0 8 8 0 


阁 8-46 阌 G 


0 0 8 


A 1 = 
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‘所以恰好有8条从 a 到 d 的、长度为4的通路通过检査这个图.我们看出 a , h a , 

b，d ； bt a ， c- h* b，d 5 a ， b ， d，Cy a* Ci a, h 、 d% a » a ， 

Ct 山 和 是 8 条从 a 到 t / 的通路。 _ 

定理 2 可以用来求出在图的两个顶点之间的最短通路的长度（见练习40)，还町以用来判定 
图是否连通（见练习45和 46), 


练习 


L 下述的每个顶点列表是否可以构成右图里的通路？哪些通路是简单的？哪些是冋路？那些通路的长度是 


多少？ 

a) a ， b ， tf b 

b) a ， #r* a t d' b' c t a 

c ) e ^ b , a , d , b t e 

d) ft h* d T a , e t c 

2, 下述的每个顶点列表是否可以构成冇阁里的通路？哪些通路是简单 
的？哪些搔回路？那些通路的校度是多少？ 

a ) tu h 、 f ，h 

b) a^ a, a 

h * a 

d><3 ，t -t f™，■* a 


a 


b 




3. 


在练习 3 〜 5 里，判定所给的阁是否连通 


4 . 






6. 在练习3〜5里，每个图#自有多少个连通 分支？ 对每个罔求出它的每个连通分支 . 

7, 熟人关系 m 的连通分支表示什么？ 

&合作阁的连適分支表示什么？ 

9. 解释一下为什么在数学家的合作图觅_表示一个数学家的顶点与表求保罗 * 埃德斯的顶点是在同一个连 
通分支黾_当且仅当这个数学家具有有穷的埃德斯数， 

HX 在好莱坞阁里（参见8」节例 4) t 什么时候表示一个演员的顶点与表示凯文•培根的顶点是在同个连 

通分 支里？ 

11. 电话呼叫阁的強连通分支衷示什么？ 

12. 求下列每个阍的強连通分支。 

a) ^ * c 
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14, 证明；连接有向图同一个强连通分支里两个顶点的有向通路所访问的所有顶点也都在这个强连通分 
支里. 

15, 求出 K t 里两个不同顶点之间长度为 n 的通路的数目， 若 n 是 

h )2 b )3 c )4 d )5 

16, 对练习 15 里的〃值 来说， 求出 串任 意两个相邻顶点之间长度为 n 的通路的数 

17, 对练习 IfiM 的 n 值来说，求出里任意两个不相邻顶点之 M 长度为 ri 的通路的数目。 

18, 求出在阁 S -39 中 r 和4/之间只有如下长度的通路的数 S : 

a )2 b )3 c )4 

d )5 e )6 f )7 

19, 求出在练 3 2 祖的有向 阁中从 a 到 r 具有如下长度的通路的数目 s 

a >2 b >3 c )4 

d)S e)S 07 

*20, 证明： 带有 n 个顶点的连通图至少具有条边 s 

2 L 设 G =( V ， 是简单阁.设 i ? 是 V 上的关系， 它是山 这样的顶点对 U , d 所组成的，使得存在从《到 
1的通路或使得证明 s i ? 是一个等价关系 . 

U 2. 证明；在任何简单罔里，任何奇数度顶点之间都有通路。 


在练习23〜25里*求所给阁的所有割点。 




26, 求练习 23 〜 25 里的图的所有剌边， 

*27. 假设 I ；是一条割边的端点。证明： v 是割点当且仅当它不是悬挂点。 

*28 .证明 s 在连通简单阌 G 黾，顶点 r 是割点当且仅当存在着与 r 不同的顶点 u 和使得在^和 u 之间的 
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每一条通路都经过 

证明 s 在至少有2个顶点的简攀罔中，至少有2个顶点不是割点。 

*30, 通明：简单阉里的一条边是割边，当且仅当它不厲于该阁里任何-条簡单回路， 

3 L 若网络里的通信连接故障会导致不能传送某些消息，则应当提供备份连接。对下面 U ) 和 （ b ) 里所乐的 
通信网络来说 t 确定出那费应当有备份的连接# 



b) 


班夂 


四雅凼 


tt 炅顿 


[ IJ 金川 C 沸 




波土顿 


染湖城 


纽约 
申曲顿 

亚特兰大 


洛杉矶 


+ —个 有向图里的顶点基是 m 点的一个集合+使得到该有向图里该集合之外的仟何顶点，都有从该集合 
里某个顶点开始的一条通路 t 并且该集合黾任何两个顶点之间都没有通路， 

32. 对 8. 2节练3 7〜9里的每个有向图来说，求顶点基9 

33. 在影响罔(在8, i 节例3里描述）里顶点基的重要性是什么？找出在该例里的影 响闬的 顶点基 • 

^34,证明：若连通有向阐 G 是 me , 和 G 3 的并阁，则和至少具有1个公共的顶点 

*35. 证明： 若简单围 G 有 k 个连通分支，而且这些分支分别具有〜％个顶点 * 则 C 的边数不 
超过 

k 

^ Cin ( f 2) 

4 _ 1 

*36, 用练习 3! S 证明：带有 rt 个顶点和 A 个连通分支的简单两最多有 （ n 〜— 6+ 1)/2 条边 & [提示 s 先 
证明 

k 

^ 4 ^ n 7 — (,k ^ l)i2n — k) 

i — 3 

其中1是第 I 个连通分支的顶点数 

*37+ 证明：若带有 H 个顶点的简单图 G 具有超过— 2)/2 条边，则它是连通的。 

38. 当把每个连通分支里的顶点都连续地列出时*描述一下带有 n 个连通分支的圈的邻接矩阵 & 

39- 当取如下值时 • 存在多少个不同构的.带有》个顶点的连 通简争 阁？ 

a )2 b )3 cM d )5 

40, 解释一下如何用定理 2 求出 1%1 里从顶点 □ 到顶点 w 的最短通路的长度。 

41. 用定理2求出阄 8-39 里的多重罔从《到/的最短適路的长度 & 
iZ . 用定理2求出练习2里的有向阐从 a 到 c 的最短通路的长度 

#43+设 h 和匕是简单图 GM 顶点 w 和 r 之间的没有相同边的两条简单通路.证明：在 G 里存在简单回路， 
44* 址明；长度为+的简单冋路的存在性是一个同构不变爾，其中 A 是大于2的正整数。 

45. 解释一下加何用定理2判定图是否连通。 

46. 用练习45证明 s 图8,40里的罔 G t 是连通的而罔 G 不是连通的 . 

47. 证明；简单 m e 是偶阁，当且仅当 G 没有包含竒数条边的回路 。 
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8,5欧拉通路与哈密顿通路 


& 5 1引言 


能否从一个顶点出发沿着图的边前进，恰好经过图的每条边一次并且回到这个顶点？同样， 
能否从一个顶点出发沿着图的边时进，恰好经过图的每个顶点一次并且回到这个顶点？虽然这 
两个问题有相似 之处. 仴是对于所有的图来说，可以轻而易举地同答第一个关于是否具 有欧拉 
回路的问题，却非常难以解决第二个关于是否具有哈密顿回路的问题 D 本节将研究这些问题并 
11讨论这些问题的难点。虽然两个问题在许多不同领域1都有劣际应用，但是都来源于古老的 
智力题,下而将介绍这些古老的智力题以及现代的实际应用。 

8. 5. 2欧拉通路与欧拉回路 


m 蒈待士的哥尼斯堡镇（现名加里宁格勒 ， M r 俄罗斯共和国）被普雷格尔河支流分成 
、 四部分。这四部分包括河两岸、河中心岛以及两条支流之间的部分^在18世纪这四 
部分用七座桥连接起来，如图心47所示。 

镇上的人们在周日早穿过镇子进行长距离的散步^他们想弄明白是否可能从镇军某个位賢 
出发不電复地经过所有桥并旦返回出 发点。 

瑞士数学家列昂哈德 * 欧拉 © 解决了这个问题。他的解答发表在1736年，这也许是人们第 
一次使用图论。欧拉利用多重图来研究这个问题，其中用顶点表示四个部分,用边表示桥，如 
图 8-48 所示。 



m 8-47 班尼斯堡七桥 


W \ 8-48 哥尼斯堡镇的多重阁椹型 


不亟复地经过每一座桥来旅行的问题可以利用这个模型来重新叙述。问题变成：在这个多 
重图里是否存在着包含每_条边的简单回路？ 



© 列昂哈_ ■ 欧拉 | Leonhard Euler , J 7 ll 7 -nwi 欧拉是瑞士 Ei 塞尔跗近一位加尔文教派牧师之子 # 
他13岁进人 E 1 塞尔大学，遵照父亲的愿望开姶神学生涯，在大学 M , 欧拉受到著名的伯努利家族中的数学 


家约翰■伯努利的 指导， 他的兴趣和熟练的技能使他放弃神学研究而转向数学 U 欧拉16岁时取得了竹学硬土学位，1727 


年被得大 帝邀请 他加入圣彼得增的科学院，1741年他宋到柏林科学院，在这里一直呆到 H 66 年。然后他回到圣彼得堡， 
并在那里度过余生， 

欧拉的成果多得令人 难以逬 信_他在数学的许多领域都做出了贡献，包括数沦、组合以及分析在诸如音乐和造船学这 
样的领域的应用等_他写的书籍和文章数 tt 在 110() ■第以 上，另外还有非常多的去 tit 前未能发衣的墓作，以至于在他去泔之 
后 + 用了 47年才发表完他的所有著作，他写文車非常快，在世时总有一大摞文 珣等抟发？^ 柏林科学院总是先发表 这一霈 
最顶 Jt 的文窣，所 W 后来的结果常常先于它们所依赖或取代的结果而发表 # 欧拉有 13 个孩 F . 与有一两个孩子在他膝 J : 玩 
耍时，他照样能够 T 作。 在 他生命的最后 17 年电， 他完 全失明 但是，由于他神奇的 i 己忆 力， 他的数学研究成果的推出 
并没有受到影响，他的全集的出版 f ： 作由瑞士自然科学协会负责， H 前还在进行之中，预期将超过 7 S 卷. 
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图 G 里的欧拉回路是包含着 G 的每一条边的简单回路。图 G 里的欧拉通路是包含 
着 G 的每一条边的简单通路4 

例1和例2解释了欧拉回路和欧拉通路的概念。 

例 I 在图 8-19 里，哪些无向图具有欧拉回路？在没有欧拉回路的耶些图里，哪些具有欧 
拉通路？ 


h 





b a t ? 




解图 G s 具有欧拉回路，例如心^ s L ^幻 I G 和 G 都没有欧拉回路（读者应当 
验证它）。但是 G 3 具有欧拉通路 * 即〜^ t /， e , 6, 心6。 Gs 没有欧拉通路（读者应当验 


证它) 


a 


例2在图 8-50 里，哪些有向图具有欧拉回路？在没有欧拉回路的那些图里，哪些具有欧 


拉通路? 



m 8 - S0 有向图， h 2 和 


解图 H 2 具有欧拉回路，例如 fl, 心 G 匕政， 6 A /, a 。 和 H 3 都没有欧拉 
回路（读者应当验证它 ） P n 3 具有欧拉通路，即 g 〜 6 . ^山 6 ,但是 Hi 没有欧 

拉通路 （读 者应当验证它）。 _ 

欧拉回路和欧拉通路的充要条件对判断多重图是否具有欧拉回路和欧拉通路来说，存在 
着简单的标准。欧拉在解决著名的哥尼斯堡七桥问题时发现了它们。假设在本节里讨论的所有 
图都具有有穷多个顶点和边 € 

若一个连通多重图具有欧抆回路，则它有什么性质呢？可以说明 的是： 每一个顶点都必有偶 
数条边。为此，首先注意一条欧拉回路从顶点 a 开始，接着是 a 关联的一条边 t 比方说 U ，6}, 
边幻为 degU ) 贡献]度。这条回路每次经过一个顶点就为该顶点的度贡献2度，这是因为这 
条回路经过关联该顶点的边进入 • 又经过另一条这样的边离开。最后，这条回路在它开始的地方 
结束，为 deg ( d 贡献〖度.因此 degU ) 必为偶数，这是因为当回路开始时它贡献1度*当回路 
结束时它贡献1度，每次经过 a 都贡献 2 度（如 果它又 经过了 除 a 外的其余顶点都有偶数度， 
这是因为每次回路经过一个顶点就为该顶点的度贡献2度。由此得出结论若连通图有欧拉回路， 
则每一个顶点必有偶数度， 




图 
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欧拉回路的存在性的这个必要条件是否也是充分的？即若在连通多重图里所有緬点都有偶 
数度，则是否必有欧拉冋路？这个问题可以通过构造来解决， 

假设 G 是连 通多里图而且 G 的每一个顶点都有偶数度。构造从 G 的任意顶点 a 开始的简单 
回路 • 设 〜 = a 。 首先任意地选择一条关联 a 的边 ^ U 通过建 立尽 # 匕的简 单通路 

彳 r M xP . …+ { jr n - } , 来继续构造。例如，在图8-5】的图 G 里，从 a 开始而且 
连续地选抒边./)，{/，叶和]6, ah 


a — h 




阐 8-51 构造 G 里的欧拉回路 

这样的通路必然结束，这是因为图的边数是有穷的9它在 a 上以形如 U , 4的边开姶.而且在^ 
上以形如 b . W 的边结束。这是因为通路每次经过一个偶数度顶点时，它只用1条边进人这个顶点， 
所以至少还剩下1条边让通路离开这个顶点。这条通路町能用完了所有的边，也可能没用完 a 

若所有的边都已经用完，则欧拉回路已经构造好丫。否则，考虑通过从 G 里删除已经用过 
的边和不关联仟何剩余的边的顶点这样所得到的子图当从图 S -51 里的图删除國路& / t c , 
b , a 时，就得到标记为 H 的子 

因为 G 是连通的，所以 H 与已经删除的回路至少具有1个公共顶点。设 w 是这样的顶点 
(此例中 t 是这个顶点）。 

H 里的每一个顶点都有偶数度。（因为 G 里的所有顶点都有偶数度，对每个顶点来说，把与 
这个顶点关联的边成对地删除，以便形成注意 H 可能是不连通的，像在 G 里做过的那样， 
在 wh 开姶*通过尽可能地选择边来构造 H 里的简单回路，这条冋路必然在 w 上结朿。例如， 
在图 8-51 里， r , d ， ^ c 是 H 里 的回路 &下一步通过把 H 里的回路与 G 里原来的 回 路拼接起 
来形成 G 里的阿路（这是可行的，因为 u 是这个 回路的顶点之一> & 当在图 8-51 的图里这样做 
时，就得到回路 a , /, r ， 丄 o h a 。 

继续进行这个 过程， 直到 d 经用完了所有的边为止（这个过程必然结束，这是因为图里 A 有 
有劳的边数）。这样就产生出欧拉回路。这样的构造说明，若连通多重图的顶点都有偶数度 ，则 
该图具有欧拉回路。 

把这些结果总结成定理1。 

mmi 连通多重图具有欧拧回路当且仅当它的每个顶点都有偶数度。 

现在吋以解决哥尼斯堡七桥问题了。因为图 8-48 所示的表示这些桥的多重图具有4个奇数 
度顶点，所以它没有欧拉冋路。从给定点开始、恰好经过每座桥一次并返回开始点是无法实 
现的。 

界法1给出了在定理1之前的讨论里所给的求欧拉回路的构造过程。（闪为这个过程里的回 
路是任意地选择的，所以存在一些不确定性。这里不再通过更精确地说明过程的步骤来消除这 
些不确定性）， 
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n 法1 构造欧拉回路 

prmtAurt Euler ( G ： 所有服点有偶数度的连通多 重圈） 

circuit * =在0里任选的顶点 开始. 连续地加人边所形成的回到该顶点的回路 
=删除这条 H 路的边之后的 G 
while H 坯有边 
begin 

$ uf>circuit ; =在既是 H 里的顶点也是 drcdf 的边的端点处开哈的 H 里的一条回路 
= 删除 的边和所有孤立点之后的 H 
circuit * =在适当顶点上插入 subcircuit 之后的 cinruiV 
是欧拉 回略} 


下一个例子说明如何利用欧拉通路和欧拉回路来解决一种类型的智力题。 

例3有许多智力题要求用铅笔连续移动，不离开纸面并且不萆复地画出图形，利用欧拉回路 
和欧拉通路来解决这样的智力题。例如，能否用这样的方法画出图 8-52 所示 的穆罕默德短 弯刀？ 
其中图形是在同一个顶点上开始和结束。 

解 可以解决这个问题，闶为图 8-52 所示的图 G 具有 
欧拉回路，它具有这样的回路是因为它的所有顶点都有偶 
数度 a 用算法〗来构造欧拉回路。首先形成回路 a , h 山 
o 6, ^ ^ /, e , a , 通过删除这条回路的边并且删除因 
此产生的孤立点,就得到子图然后形成 H 里的 回路么 



k 




h 


g ， j \ ci , 形成这条回路之后就用完了 


G 


G 里的所有边。在适当的地方拼接这条回路和第一条回路， 


就产生出欧拉回路〜6 ， A I 


kt g 


d 


图 S -52 穆罕默德短弯刀 


e 、 b ， e 、 i ， f ， e ， ^ 这条回路 给出了 铅笔不离开纸面并且不重复地画出弯刀的方法。 ■ 
构造欧拉回路的另一个算法称为弗勒里算法，在本节末尾的练习里推述它。 

现在说明，连通多重图具有欧拉通路（不是欧拉回路）当且仅当它恰有2个奇数度顶点。首先 
假设连通多重图有从 a 到6的欧拉通路，但不是欧拉回路。通路的第一条边为 a 的度贡献1度。 
通路每次经过 a 就为 a 的度贡献2度，通路的最后_条边为的度贡献1度。通路每次经过 A 就 
为6的度贡献2度，所以 a 和的度都是奇数。每一个其他顶点都具有偶数度，这是因为每当通 
路经过一个顶点时，就为这个顶点的度贡献2度。 

现在反过来考虑。假设这个图恰有2个奇数度顶点，比方说。和匕考虑由原来的图和边 
U , M 所组成的更大的阁，这个更大的图的每一个顶点都有偶数度，所以具有欧拉同路。删除新 
边就产生原图的欧拉通路，定理2总结了这些结果^ 


连通多重图具有欧拧通路但无欧拉回路当且仅当它恰有2个奇数度顶点。 
例 4 图 8-53 所示的哪些图具有欧拉通路？ 



h 



i 


e d 






图 
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解恰有2个奇数度顶点，即闶此它具有必须用 A 和 df 作为端点的欧拉通路— 
条这样的欧拉通路是 A a . 6 ， o 心同理， Gz 恰有2个奇数度顶点，即6和因此它具有 
必须用6和 d 作为端点的欧拉通路。 一 条这样的欧拉通路是 h t 〜 A c , ^ h o /, 

d a G 没有欧拉通路、因为它具有 6 个竒数度顶点. 圓 

回到18世纪的哥尼斯堡，是否有可能在镇里某点开始，旅行经过所有的桥，在镇里其他某 
点结束？通过判定表示哥尼斯堡七桥的多重图是否具有欧拉通路，就可以回答这个问题。闶为这 
个多重图有四个奇数度顶点，没有欧拉 通路. 所以这样的旅行是不可能的. 

有向图黾欧拉通路和欧拉冋路的充要条件 T 在本节末尾的练习里讨论。 

可以用欧拉通路和欧拉回路解决许多实际问题。例如 t 许多应用都要求一条通路或 
: 4 % 回路，它要伧好一次地经过一个街区里的每条街道、一个交通网里的每条道路、一个 

= 高 m 输电网里的每个连接 或者个 通信网络里的每个链接 9 求出适当的图模型里的 

欧拉通路或欧拉回路就可以解决这样的问题，例如，如果一个邮递员可以求出表示 
他所负责投递的街道的图中的欧拉通路，则这条通路就产生恰 好一次 经过每条街道的投递路线, 
这个问题称为中国邮递员问题，以纪念在 19 S 2 年提出这个问题的中国科学家管梅谷，参看 
[ MiRo 91] r 解关于不存在欧拉通路时中国邮递员问题的解的更多 信息， 

应用欧拉通路和欧拉问路的其他领 域有： 电路布线、网络组播和分子生物学，在分子生物学 
中欧拉通路用于 DNA 测序 。 


8. 5. 3 哈密顿通路与哈密顿回路 ' 

■:' 包含多電图每一茶边恰好一次的通路和回路的存在性的充要条件已经得出.那么包 
" 含图的每一个顶点恰好一次的简单通路和回路的存在性的充要条件是否也能得出呢？ 


定义2 


_在图 G =( V ， E ) 里、若1=<〜，々〜叫.并且对来说有 

xi^JCj ^则通路々， jq ，^ i ， 心称 为哈密賴通路 a 在图 G = ( V ， E ) 里，若而，了1， 
x n 是哈密顿通路，则 ^0 ^ * …， 工 , e -1 ? A ， io ( 其中 H >1) 称为哈密顿回路。 

这个术语来自爱尔兰数学家威廉 • 罗万_哈密顿 © 爵士在1 857年发明的智力题 & 哈密顿的 
智力题用到了木质十二面体（如图 S -54 a 所示，十二面体有12个正五边形表 面）， 十二面体每个 


® 威廉 * 罗万 * 哈密 SMWimjrni Rowan Hammon , 18«5~18*5]哈密頓这位爱尔兰 fljl 名望的科学家1805 
年出生在都柏林，他的父亲是成功的律师，母亲来 ft 以智力杻群而闻名的家族，他本人是个神童。3岁时他 
就是一 名出色的读若并掌拥了岛等算术* 0为聪明，他被送到身为著名语言学家的叔叔笾姆士那里生活 & 到 S 岁时 * 哈密顿 
学会了拉丁语、希腊语和希伯来语1到10岁时他又学会 f 意大利语和法语，并且开始学4东方语 S _ 包括阿拉伯语、梵语 
和波斯 is , 在此期 N 他以僅衍当时的所有语言而自豪。17岁时他不再学4新的 语言， 粗是 B 经羋握了数学分析和许多数学 
天文学知识 . 他开始了在光学上的开创 性工作 ，发现 r 拉荇拉斯的天体力学著作中的重大错误，在 is 岁进人都柏林三一学 
院之前，哈密幀一直接受私人教合 * 在三=学院里他在科学和古典文学 t 都表现超群。在获得学位之前_他就因为过人的才 
华.从多位署名天文学家参与的竞争中脱颖而出，被任命为爱尔兰呈家天文学家，他终身担任这个职位，在都柏林郊外的邓 
幸天文台生活 WT _ 作。哈密顿在光学1袖象代数和动力学领域做出丫黾要贡献 n 哈密顿发明了称为四元数的代数对象来作为 
..交換系统的例当他沿都柏林的运河散步时，发现了四元数相乘的适当方式。犴茛之下+他把公式到在了跨越运河的石 
桥上，今 H 该地立说为 id * 陆后哈密顿一鱼沉述在四元数里，努力把它们应用到数学的其他领域，而不再转向葙的研究 
领域. 

1357 年.哈密顿在自己非交换代数的工作的展础 t 发明了^艾口两安游戏' 他把这个想法以 25 镑的价格出传給游戏 
和智乃®的经销商。（游戏的销路一直不好，事实证明这是经钔商的一次失畋的投资 .）4 节所描述的智力 IT 旅行者 1- 二 
面体' 又称# 周游世界' 就是该游戏的变种， 

哈密顿在1833年第 r 胃次结婚.俱总他的婚姻很不幸，因为他的妻 7- 是半残疾人，无法处理他的家务。他在生命的 E 
后20年里，过著 ffl 酒和隐居的生活 & 他 18 S 5 年死于痛风，留下大含未发表研究结果的文稿，在这些文稿里，湛杂 
宥大 ft 晚 S 碟子，许多碟子黾 还有已 脱水的吃剩的排抒* 
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顶点上的钉子，以及细线，十二面体的20个顶点用世界上的不同城市作标记，智力题要求从一 
个城市开始，沿十二面体的边旅行.访问其他〗9个城市每个恰好一次，回到第一个城市结東. 
旅行经过的 W 路用钉子和细线来标记。 

因为作者不可能向每位读者提供带钉子和细线的木质十二面体.所以考虑 -- 个等价的问题 s 
图 8-54 b 中的图是否具有恰好经过每个顶点一次的回路？它就是对原题的解*因为该囹同构于包 
含十一_面体顶点和边的图 D 图 8-55 是哈密顿智力题的解。 




罔8 54 哈密帧的“周游世界”智 力题 



图 8-55 “周游世界”智力靱的解 


例5 在图8,56里，哪些简单图具有哈密顿回路？或者没有哈密 顿间路 但是有哈密顿通路？ 



阁 8-5 S 三个简单阐 


故 t 解 Gi 有哈密顿 M 路：〜仏 c , A ^ ^ G 2 没有哈密顿回路（从包含每一个顶点的 

任何问路必然两次包含边 U . 幻可以 哲出这一点） • 但是 G 确实有哈密顿通路，即 
a、L “ d 。 既尤哈密顿回路也无哈密顿通路，这是因为包含所有顶点的任何通路都必然多 
次包食边彳“6}，{^/}和彳6£/}其中之一6 ■ 

是否存在简单方式来判定一个图有无哈密顿回路或哈密顿 通路？ 初看起来，似乎应当有判 
定这一点的简单方式，因为存在简单方式来回答一个图有无欧拉回路这样的相似问题。令人吃 
惊的是，没有已知的简单的充要条件来判定哈密顿回路的存在性。不过，已经有许多定理对哈密 
顿回路的存在性给出了充分条件.另外，某些性质可以用来证明一个图没有哈密顿回路 . 例如， 
带有1度顶点的图没有哈密顿回路，因为在哈密路里 每个顶 点都： X 联着回 路里的两条边 g 另 

外，若图中有2度顶点，则关联这个顶点的两条边属 
于任意一条哈密顿回路。此外注意，当构造哈密顿冋 
路而且该回路经过某一个顶点时，除了冋路所用到的 
两条边以外.这个顶点所关联的其他所有边不用再考 
虑。而且.哈密顿回路里不能包含更小的 回路。 

例6证明图 8-57 里的图都没有哈密顿回路 a 
解 里没有哈密顿固路.因为 G 有 1 度顶点， 


d 




h 


C 


d 


IX 




e 


H 


围 8^57 两个没有哈密顿问路的阁 






图 
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即6观在考虑 H a 因为顶点 t 心</和 e 的度都为 2. 所以这些顶点关联的每一条边都必然属于 
任意一茶哈密顿回路.现在容易看出 H 里不存在哈密顿回路，因为任何这样的哈密顿回路都不得 
不包含4条关联 r 的边，这是不句能的。 ■ 


例7 证叫：鉍当？命3时， K , z 就有哈密顿间路。 

解从 里的任 意一个顶点开始来形成哈密顿回路 t 以所选择的任意顺序来访问顶点.只 


要求通路在同一个顶点开始和结柬，而且对其他每个顶点恰好访间一次，这样做是可能的_因为 
在里任意两个顶点之间都有边。 ■ 

虽然还未发现任何有用的关于哈密顿回路存在性的充要条件，徂很多充分条件已经找到了， 
注意到一个图的边越多，这个图就越可能有哈密顿回路。另外，加人边（而不是顶点）到已泞有哈 
密顿 M 路的图中就产生有相 M 哈密顿回路的图 & 因此，当加人边到图中时 * 特別是当确保给毎个 
顶点都加人边时，这个图存在哈密顿回路的可能性就更大了。这里叙述充分条件 中最重 要的两 
个。这些条件是加布里尔， A . 狄拉克 （Gabdd A . Dirac )^ t 】 952 年和奥伊斯坦 * 奥尔 fOystein 


Ore ) 在1祁0年发现的。 

mmi 狄拉克定理 D 如果 G 是带 n 个顶点的连通简单图，其中并且 G 中每个顶点 
的度都至少为则 G 有哈密顿回路。 


: 定理4 


奥尔定理。如果 G 是带 h 个顶点的连通简单图，其屮 
不相邻的顶点 w 和^来说 • 都有 deg ( M ) + d e g (0 >t 则 G 有哈密顿回路 




并且对于 G 中每一对 


本节末的练4 61祖略介绍了奥尔定通的证明 w 狄拉克定理可以作为奧尔定理的推论来证明， 
闶为狄拉克定理的条件蕴含了奥尔定理的条件。 

奥尔定理和狄拉克定理都给出了连通商单图有哈密顿回路的充分条件。但是，这些定理没 
有给出哈密顿冋路存在性的必要条件。例如，图有哈密顿 K 路. 仉旣不 满足奥尔定理的假设 


也不满足狄拉克定理的假设，读若\以验证这一点。 

. e 知的最好的求一个图里的哈密 ㈣ 回路或判定这样的回路不存在的贳法異有指数的最 
%坏情形时间 K 杂性（相对于图的顶点数来说 h 找到具有多项式最坏情形时间复杂件的 
解决算法是 NP 复杂的.它的发现将具有茧大意义，因为这意味着其他许多难题都会迎刃而解。 


可以用哈密顿通路和啥密顿回路来解决实际问题 B 例如， 许多应用都要求一条通路或间路， 
它要恰好一次地访问-个城市 ■的 每个路口、_个设备网格里.的每个管道交汇处或者一个通信 
网络里的每个节点 s 求出适当的图模型里的哈密顿通路或哈密顿 M 路就可以解决这样的问题。 
著名的旅 行商问 题要求-个旅行商为 T 访问一组城市所应当选取的敁短路线 u 这个问题对归结 
为求完仝围的哈密顿回路，使得这个阴路的边的权的总和尽可能地小。 

现在给出哈密顿固路在编码上的一种不太明显的应用 u 

例8格雷码旋转的指针的位置可以表示成数字的形式。一种方式是把圆周等分成”段孤 
并且用长度为”的位串给毎段弧賦值。阒 8-58 里显示 出了用长度为3的位串来这样做的两种方式。 




8-58 把指针位茛转换成数字形式 



486 


第 S 章 


用 n 个接触点来确定指针位置的数字表示。每个接触点用来读出位置的数宇表示中的一位, 
图 8-59 针对图 8-5 S 里的两种赋值对此做了解释 a 


此处第位为 I 



!tt 处第二位为1 

m 8-59 指针位置的数字表示 


当指针靠近两段弧的边界时，在读出指针位置时可能发生错误。这可能引起读出的位串里 
有一个大的错误。例如，在图 8-58 a 的编码方案里，若在确定指针位置的过程里发生了 个小的 
错误，则读出的位串是100而不是0]1。所有三位都是错的！为了把在确定指针位置的过程里的 
错误的影响降到最低_用位串对 P 段弧的陚值，应当使相邻的弧所表示的位串只相差一位。在 
图 S -58 b 里的编码方案的情况恰好就是这样的。在确定指针位置的过程里的一个错误使给出的 
位串为010而不为 01 U 只有一位是错的。 

.. :讀:::…格雷码是岡周的弧的一种标记，使得相邻的弧具有恰好相差一位的位串标记 * 在图 
' 8-58 b 里的赋值是一个格雷码。可以这样找出格雷码：以下述的方式列出所有长度为 

«的位串，使得每一个串与前个位串恰好相差…位， 而且最 后一个串与第_个位串恰好相差一 
位。 可以用 n 立方体 Q n 来为这个问题建模。解决这个问题所 
需要的是 a 里的一条哈密顿回路。这样的哈密顿冋路容易求 
出。例如，的一条哈密顿回路显示在图840里。这条哈密 
顿冋路所产生的前后恰好相差一位的位串序列是000, 001， 

01 K 010 ， 110, 111, 101 , 100. 

格雷码是以弗兰克 * 格雷的名字来命名的， 2 U 世纪40年 
代，格雷在贝尔实验室研究如何把数字信兮传送过程中错误的 
影响降到最低时发明了它们^ ■ 


J 10 


M 


100 


/ 


7 

010： 

1 1 

101 

7 


7 ^ 

00 001 


01 


图 S -60 Ch 的哈密顿回路 
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练习 


在练习1〜8 単.， 判定给定的图是否具有欧拉问路。当存在欧拉冋路时构造出这样的回路，如果不存在 
欧拉回路 T 就确定这个图是否具有欧拉通路，若存在欧拉通路 则构造 出这样的通路 g 



在加里宁格勒（哥尼斯堡现名），除了 18世纪的七座桥之外，还有另外两座桥.这些新桥分別连接区域 
B 和 C 以及区域《和/1。是否有人能够经过加里宁格勒的九座桥恰好一次并且回到出发点？ 
lo . 是否有人能够经过下 m 所示的所有桥恰好一次并 a 囬到出发点？ 



1 L 何时可以《出一个城市里街道的中心线而不重复经过街道（假设所有街道都是双向街道）？ 
12- 设计~个与算法1相似的过程，它能够在多重图里构造肷拉通路 a 


在练习13〜15里，判定是否可以用一只铅笔连续移动，不离开纸面并且不敏复地_出所示的罔形 
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H 证明：不带有孤 i 点的有向多齑闬具有欧拉回路，当且仅当该阁是弱违通的并 J 1 毎个顶点的入度芍出 
度都相等， 

*1?. 证明； 不带有孤立点的奋闷多里貝有欧拉通路而没有欧拉回路，当 a 仅当该 罔 是弱连通的弁 h 存在两 
个顶点，■个顶点的人度比出度大1而另外一个顶点的出度比人度大1，其余每个顶点的人度与出度 都相等 a 

在练 4 1S 〜23 甲 .， 确定所示的有向阁是否具有欧拉回路。若存在欧拉回路，则构造出一条欧拉问路 d 
如果不存在欧拉回路.就确定这个有向阁是否具有欧拉通路。若存在欧拉通路_则构造出一条欧拉通路. 



*24. 设计一个算法，它构造有向阁里的欧拉回路。 

25. 设 H •-■■个算法 * 它构造有向图■的欧拉通路。 

26. 对哪些〃值来说，卜 _ 列阁具有欧拉冋路？ 


n ) K # b)C c 風 < DQ . 

27. 对哪些^偯来说，练4 26里的图具有欧拉通路而没有欧拉 N 路？ 

28. 对哪柱 m 和来说.完全偶阁 / Cl 異有 

a ) 欧拉 回路？ b ) 欧拉通路？ 

29. ，不重复任何部分地_出练习1〜7里的每个图时 t 求出铅笔必须离开纸面的最少次数。 

在练4 30〜 3 fi . T 确定所给 的囝是 否具有哈密顿回路。若有哈密顿问路，则求出 这样一 条回路 B 若没 
有哈密顿问路，则论证为什么这样的回路不存在。 



d e f f C d f 







图 
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37-练习30的图有哈密顿通路吗？如果有，找到它 . 如果没有，给出理由证明不存在这样的通路 d 
3 S . 练习31的阐有哈密顿通路吗？如果有，找到它。如果没有，给出理由证明不存在这样的通路。 

39. 练习32的阁有哈密顿通路吗？如果有，找到它 。 如果没有.给出理由止明不存在这样的通路， 

40. 练习33祖 的阁是 否具有哈密顿通路？若有哈密顿通路，则求出这样一条通路.若没有哈密顿通路，则 
给出论证来说明这样的通路为什么不存在. 

ML 练4 34里的閱是否 > i 有哈密顿通路7若有哈密顿通路，则求出这样一条通路若没有哈密顿通路，则 
论证为什么这样的通路不存在。 

42-练习35里的图是否具有哈密顿通路？若有哈密顿通路，_求出这样一条通路 。 若没有哈密顿通路.则 
论证为什么这样的通路不存在， 

43. 练习 36 的阳有哈密顿通路吗？如果有 ， 找到它 。 如果没有，给出 
理由证明不存在这样的通路_ 

44. 对哪些^值来说，练习26里的 阐具有 哈密顿冋路？ 

45. 对哪些 m 和 I 值来说，完全偶围具有哈密顿回路？ 

* 46 . 证明： 右厠所示的彼得森 e 图没有哈密顿回路，但是劃除顶点 I 和 

所有号 u 关联的边_所获得的子蹈却有哈密顿回路， 

47,对于下列每个阁确定： U ) 能否用狄拉克定理来证明这个图有哈密 

顿冋路；能否用奥尔定理来证明这个图有哈密顿回路； （ Ui ) 这 

个 m 是否具有哈密顿回路 。 



b 



、 e 朱理乌斯 • 彼得 * 克里西安_彼得森 （ JN 】 his Peter Chrte«»n Peter^n, 1*39—IP 101 彼得森出生在丹麦 

的索镇 a M : 父是染在 1854 年父母再也负担不起他的学贽，所以他到叔叔 的杂货 店当学徙^这位权叔死 
的时候给彼得森留下足够的钱让他回到学校，毕业后他在哥本哈根工业学校开始学习工程，随后决定专攻数学。1858年 
他出版了第一邡教料书，一本关干对数的45 & 当继承的遗产用完之后，他不得不靠教书来谋生，从1859年貞到1871年 
彼得森在哥本哈根的一所私立贵族高中教书 # 他一边教书一边继钕研究，在1862年进人哥本哈根大学 fl . 1862年他与劳 
拉•伯特森结婚4他们有 H 个孩子，两男一女 & 

lew 年彼得森从針本哈根大学获得数学学位 f 并&在 is ? i 年从该校 s 终获得博土学位，得到 W 士孝位后，他在工业 
与军事离芳专科学校任教 n 18 S ? 年他被任命为班本哈根大学的教授，在丹麦，彼得森因著述 有大* 的高中和大学 ft 科书 
而知名 n 其屮《解决儿何构造问题的 方法和琿论》 被译成8种文字，英文版上次重印是在1960年，而法文版上次 m 印在 
1990年，距离初版□期超过 一个供 纪， 


彼 I 导森的研究领域很广泛，包括代数学、分析学、密码学、几何学、力学、数理经济学以及数论。他对 围论的 贡献, 
包括有关正 则围的 结果， 最为著名， 他以叙述的洧晰性、解决问题的技巧性、独创性、幽默感、梢力充沛以及檀长教学 
时 闻名。 彼得森不愿意读其他数学家的著作。所以 * 他经常发现别人已经证明过的结果，_常常餡干 ffl 尬之中不过当 


其他数学¥不读他的作品时他却常常发怒! 


彼得森去世的消息曾登在 W 本哈根报纸的头版。当时一家报纸把他插述成科学界的汉斯 • 克里西安 * 安徒生 在 


学术 世界萤 做出已 大贡献 的人民之子， 







48. 能否找到一个带有〃个顶点的简笮阁 U >3), 这个阁没有哈密顿间路，佝是这个 阁中每 个顶点的度至 
少是“_1)/2? 

*40, 证明；每当 n 是正幣数时，就存在《阶格宙码-或若等价地证明=打>〗的^立方体0,兑是典有哈密顿 
问路 。 （提示；用数学归纳法 。 证明如何从 n — I 阶格雷码产生《阶格雷码 

构造欧拉冋路的弗留利算法是从连通多® m 的任意一个顶点开始.连续地选择边來形成一条回路 ，一 
M 选择 f 一条边，就删除这条边.连续地选择边,使得每条边从上 条 边结束的地方开始， 而且使 得这条 

边不是一条 割边， 除非别无选择 . 

50. 用弗留利界法找出在 m 8-51 中罔 G 甩的欧拉冋路 
•51. 用伪代码表达弗留利筲法 
**52. 证明；弗留利算法总是产牛一条欧拉冋路6 
*53. 给出变化的弗留利箅■法来产生欧拉通路。 

54 - 一个诊 断消总 Mf 以在计姅机网络上发出，以便在所有连接和所有设备上执行测试。为了 _试所有的连 
接，应当使用什么种类的通路？为了测试所有的设备呢？ 

55,证明：带有奇数个顶点的偶阁没有哈密顿 PH 路。 

马在闰际象棋中是这样一种棋子，它的移动可以是水平两格加垂 
0：—格，或奔是水平一格加垂存两格，即在 W 格子的马可以移动 
到8个格子 U 士 2,： y 二1)， < j ±1， y ±2) 中的任何一个_只要这些格 
子是在棋盘 h , 如右图所示。 

马的碉游是马的合法移动的序列， 9在某个格子上开眙而且访问 
每个格子恰好 一次。 若存在一种合法移动 * 它让马从周游的最后一个 
格子回到周游开始的地方， wy 马的周游称为 重返的 a 4 以用图为马的 
周游违梭，棋盘 L 每个格子都用一个顶点来灰示_若马可以在两个顶 
点所表示的格7■之间合法地移动.则用一条边连接这两个顶点。 

56 - _ 出表乐马在 3 X 3 棋盘 1. 的合法移动的阁。 

57, _出表示马在 3 X 4 棋盘上_的合法移动的 

58. a ) 证明：求马在 mXn 棋盘 j . 的周游等价于求表示马在该棋盘 h 合法移动的闬的哈密顿通路， 

M 证明 s 求马在 mXii 棋盘 上的芾 返的周游等价了求所对应的阁上的哈密顿问路。 

*59. 证明： 存在马在 3 X 4 棋盘上的周游 。 

*60, 证明： 不存在马在 3 X 3 棋盘上的周游。 

*61, 证明： 不存在马在 4 X 4 棋盘上的周游， 

62 - 证明；毎当 m 和 n 都是止整数时，衷示马在棋盘卜.的合法移动的闬就娃偶图。 

63* 证明 s 当 w 和 h 都是奇数时 • 不存在马在 mXn 棋盘 h 的歌返 的周游（提示：利用练习51、练习 54 b 和 
练习58>. 

*64. 证明：存在马在 8 X 8 棋盘 h 的周游 。 (提 示； 你 m [ 以用沃恩斯道夫于1823年发明的下列方法来构造马 
的周游 & 从任怠格子里开始，然后总是移动到与鍅少数 H 的没有用过的格子连接的一个格子> 虽然这 
个方法不能总是产生马的周游，但是它确实很有效 d 

65. 本练 ㈢ 粗略介绍货尔定现的证明。假设 G 是带有 n 个顶点的商单阁， ? i >3, 并拄毎当 I 和乂是 G 中不相邻的 
顶点时， dcg ( x )+ deg ( jJ >7 f a 奥尔定埋称在这些条件下 G 有哈密顿 IMI 路， 

a ) 证明：如果 G 役有哈密顿阅路， 则存在另一个 带有与 G 相同顶点的闬吋以这样来构造 H : 加人 
边到 G 使得冉加人 一条边 就产生 H 中的哈密顿网路. <提示：依次在 C ; 的每个顶点处加人不产生哈 
密顿冋路的 尽可能 多的边 

b ) 证明：在 H 中存在哈密顿通路. 

c ) 设是 H 中的哈密顿通路 a 证明： deg ( v { ) + deg (%) 并 R 至多存 在 deg ( V | ) 个顶点 
不与％相邻（包括％在内 h 





d ) 设 S 是与哈密顿通路上 q 相邻的每个顶点前面的顶点的集合。证明 S 包含 degC ^ ) 个顶点并且 v n ^ S . 
O 证明： S 包含与％相邻的顶点％。这蕴含着存在连接4与和％ 与％的边。 
f ) 证明： （ C ) 蕴食着 q ， _*. * I \_ l , % h T \ +1 ， ％是 C ? 中的哈密顿回路 E 从这个矛 

盾得出奥尔定理成立， 

8.6 最短通路问题 

8.6.1 引言 

许多问题可以用边上陚权的围来建模 * 作为说明，考虑一下航线系统如何建模 D 如果用顶点 
表示城市.用边表示航班。给边陚上城市之间的距离，就可以为涉及距离的问题建模；给边陚上 
飞行时间，就可以为涉及飞行时间的问题建模 I 给边陚上票价 * 就可以为涉及票价的问题建模。 
图841显承了给一个图的边赋权的三种不同方式，分别表示距离、飞行时间和票价。 




m 8-61 为航线系统建模的带权 m 
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给每条边赋上一个数的图称为带权图 D 带权图用来为计算 机网络 建模。通信成本（比如租用 
电话线的月租费)、汁算机在这些线路上的响应时间或计箅机之间的距离等都可以用带权图来研 
究。图 8-62 显示一些带权图.它们表示给计算机网络的图的边赋权的壬种方式，分别对应 ： T 
成本、响应时间和距离。 





^ rTt DrE- ibI 



月組费 


波七顿 



达拉斯 


m 8 - 62 为 it 算机网络建模的带权 m 


与带权围有关的儿种类型的问题出现得很多。确定网络里两个顶点之间长度最短的通路就 
是一个这样的问题。说得更具体些，设带权图里一条通路的长度是这条通路上各边的权的总和。 
(读者应当注意，对术语长度的这种用法，与表示不带权的图的通路里边数的长度的用法，这两 
者是不同的。>问 题是： 什么是 M 短通路，即什么是在两个给定顶点之问长度最短的通路？例如_ 
在图 8-61 所示带权图表示的航线系统里，在波 t 顿与洛杉矶之间以空中距离计算的最短通路是 
什么？在波士顿与洛杉矶之间什么样的航班组合的总飞行时间（即在空中的总时间，不包括航班 
之间的时间）最短？在这两个城 市之间 的最低费用是多少？在图 8-62 所示的计筲机网络里，连接 


图 
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旧金山的计算机与纽约的计算机所需要■的最便宜的一组电话线是什么？哪-组电话线给出旧金 
山与纽约之间的通信的最短响应时间？哪一组电话线有最短的总距离？ 

与带权图有关的另外一个 贯要问 题是：求访问完全图每个顶点怡好-次的 . 总长度最短的 
回路， 这就是著名的 旅行商 问題， 它求一位推销员应当以什么样的顺序来访问其路程上的每个 
城市 怡好次 . 使得他旅行的总距离最短。本节后面将讨论旅行商问题， 

8.6.2 最短通路算法 


，-. 求带权图 ■两 个顶点之间的最短通路有几个不同的算法 D 下面将给出荷兰数学家£> 

~ 迪克斯特拉©在1959年所发现的一个解决无向带权图屮最短通路问题的 | 法*其中 
所有的权都是止数。 M 以很容易地将它修改后来解决有向图里的最短通路问题。 

在给出这个算法的形式化表不之前将给出一个后发忭的例子 & 

例1在图 S -63 所示的带权图里. a 和$之间的最短通路的长度是 多少？ 

解 虽然通过观察就容易求出最短通路，但是需 
要想出一些有助于理解迪克斯特拉算法的办法。要解 
决的问题就是：求从 a 到各个相继的顶点的最短通路* 

直到到达=为止。 

从 a 开始、（直到到达终点为止〕不包含除 a 以外 
的顶点的唯一通路是 a ， 6和因力 a ， 6和 a，d 
的长度分别为4和2,所以是与 u 最靠近的顶点。 

可以通过查看（直到到达终点为止）只经过^和 d 

的所有通路，来求出下一个最靠近 u 的顶点。到&的最短通路仍然是〜心长度为4，而到 e 的 
最短通路 Jia , ^ 桉度为 I 所以， 下个与 a 最靠近的顶点是 L 

为了找出第三个与^最靠近的顶点，只需要检査（直到到达终点为止）只经过了心 d 和6的 
那些通路6存在长度为7到 c 的通路 ，即 6. c , 以及怯度为6到=的通路，即心山 g 心 
所以，=是下_个与^最靠近的顶点，而且到=的最短通路的长度为 k ■ 

例1说明了在迪克斯特拉算法串.使用的一般原理。注意通过检査 就可能 求出从 d 到2的最短 
通路。 不过，无沦对人还是对计蒉机来说.检查边数很多的图都是不切实际的， 

现在将考虑一般问题：在无向连通简单带权图里.求出 a 与 r 之间的最短通路的长度。迪克 
斯特拉算法如下 进行： 求出从 Ci 到第一个顶点的最短通路的泣度，从 a 到第二个顶点的最短通路 
的长度，依此类推，直到求出从 a 到 Z 的最短通路的长度为止。 

这个算法依赖于一系列的迭代，通过在每次迭代里添加一个顶点來构造出特殊顶点的集合9 
在每次迭代里完成一个标记过程 & 在这个标记过程里_用只包含特殊顶点的从 a 到^的最短通路 
的长度来标记添加到特殊顶点集里的顶点是尚在集合之外的那些顶点中带存最小标记的顶点， 



罔 S -63 —个带权的简单阁 



^ © 爱 » 思葛， 韦伯 ■ 迪克斯特拉 {Edsger Wybe Dykslra, 1930—2002) 迪克斯特拉出生在荷兰,他20世 
纪扣年代早期在雷登大学学习繩论物理时，訧开始设计计 F 机程序。在1952年他意识到0己对程序设计 
比对物理学史感兴趣，于是他迅速地结束了对物琿的学习，转而开眙了程序员生涯*即使当时枵序设计还没有被认为逛 
_种职业。 （在 195?年，阿姆斯特丹当局拒绝接受他在结婚证上 以“ 程序设计”作为职业吔只好把该项改成“揮论物理学 


家 ') 


迪克斯特拉一直是把程序设计作为一个科学学科的最有力的倡导者之一，他在下述领域做出了_華性的換作 
系统，其中包括死锁避免！程序设计语言，其中包括结构化程序设计的概念1以及算法。 * 1 S 72 年迪克斯特拉接受了计 
算机学会的罔灵奖 T 这是计 U 机科学®最有影响力的奖项之一，迪鬼斯特拉在〗973年成为伯劳橘斯研 究扱， 又在19別 
年被任命为得克萨斯大学奥斯丁分校的计算机科学教授。 
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现在给出迪克斯特拉算法的 细节。 它首先用0标记 u 而用 〜标记 其余的顶点，用记号 LoU ) = 0 
和表示在没有发生任何迭代之前的这些标记(下标0衷示“第0次”迭代）。这些标记是从 a 
到这些顶点的最短通路的长度，其中这些通路只包含顶点心（內为不存在从 a 到其他顶点的这 
种通路，所以〜是^与这样的顶点之间的最短通路的长度 J 

迪克斯特拉算法是通过形成特殊顶点的集合来进行的设&表示在标记过程 i 次迭代之后 
的特殊顶点集，首先让 S D = 0。 集合&是通过把不属于心- i 的带最小标记的顶点 U 添加到 
心 ^里形成的。一旦把《添加到 S A 里，就更新所有不属于&的顶点的标记，使得顶点 v 在第 A 
个阶段的标记 L〆 仍是只包含&里顶点（即已有的特殊顶点再加 L W 的、 从 u 到^的最短通路的 
长度。 

设 r 是不属于&的一个顶点 p 力 f 更新 v 的标记 t 注意是只包含 S * 里顶点的从 u 到 
^的最短通路的长度。当利用下面的观察结果时，就可以有效地完成这个更新：只包含&里顶 
点的从 a 到 t / 的最短通路，要么是只包含里顶点（即不包括 a 在内的特殊顶点> 的从 a Mv 
的最短通路 * 耍么是在第阶段加上边 d 的从《到《的最短通路。换句话说， 

I^k (atp) = min{L^-i (a^v) + w(UfV)} 

这个过程这样 迭代： 相继添加顶点到特殊顶点集里，直到添加 z 为止 □ 当把 z 添加到特殊顶 
点集黾时，它的标记就是从 d 到 z 的最短通路的长度。在算法1里给出迪克斯特拉算法^随后将 
证明这个算法的正确性。 


霣法 1迪克斯恃拉界法 

pr « icedur « DijkstraiG ； 听有权都为正数的带权连通简单阌 ） 

{ G 带有顶点 t q t = 和权 wCq * Vf ) T _ K ■中若 W * '} 不是 G 里的边，则^ — OO J 

for i * = 1 tD n 

L ( r ) : = tx ^ 

LCa ) z =0 
S … 0 

i 现在初始化标记，使得 u 的标记为 o 而所有其余标记为 s 是空集合} 

whilez^ S 
begin 

=不厲于 S 的 LU ) 最小的一个顶点 
S s 

for 所有不属丁 - S 的顶点 v 

if L ( w ) 十如（况， v )<. L ( v ) then L ( v ) 1 = L ( u ) + u /( u t v ) 

{这样就给 S 里添加带最小标记的顶点，并且吏新不在 S 里的顶点的标记> 
end { Ud=i «到 e 的 g 短通路的长度 } 


下面的例子说明迪克斯特拉算法是如何工作的。随后我们将证明这个箅法总是产生带权图 
里两个顶点之间最短通路的长度 B 

例2用迪克斯特拉算法求图 8-64 a 所示的带权图里顶点 a 与2之间最短通路的长度。 

解图 S -64 里眾示了迪克斯特拉算法求 a 与 r 之间最短通路所用的步骤。在算法的每次迭 
代里，用阏圈圈 起集合 &里的顶点，对每次迭代都标明了只包含&里顶点的从 a 到每个顶点的 
最短 通路， 当圆罔周到^时，筲法终止，找到从 a 到=的最短通路是 a ， c ， 6, d ， ^ ^长度 
为 13。 ■ 




注意在执行迪克斯特拉算法时，为了更便于在每步里跟踪珀点的标记.有时可以用 
一个表来代替，而不再对每步都重新画出这个圉。 

下一步，用归纳论证来证明迪克斯特拉算法产生 X 向连通带权阁黾两个顶点 u 与2之间最短 
通路的 长度。 用下列断言作为归纳假设 t 在第 A 次迭代串- 

( i > S 里的顶点的标记是从《到这个顷点的最短通路的长度。 

不在 s 里的顶点的标记是（这个顶点自身除外）只包含 s 里顶点的、从“到这个顶点的最 
短通路的长度 D 

当是= 0时.在没有执行任何迭代之的， S = “丨，所以从 a 到除 a 外的顶点的最短通路的长 
度是™,设 r 是在第 A + 1 次迭代里 添加到 S 里的顶点，使得 o 是在第6次迭代结朿时带域小标 
记的不在 S 里的顶点（在该顶点不唯一的情形里，可以采用带最小标记的任意顶点) . 

根据归纳假设，4以看 Hi 在第&十 i 次迭代之前， S 里的顶点都用从“出发的最短通路的长 
度来标记，另外，必须用从 a 到 u 的最短通路的长度来标记心假如情况不是这样 ■ 那么在第 A 
次迭代结束时，就可能存在包含不在 S 电的顶点的、长度小于的通路 {尚为 是在第* 
次迭代之后、只包含 S 里顶点的.从 a 到 I ；的最短通路的长度 h 设 〃是在 这样的通路里不属于 
S 的第一个顶点 4 则存在一条只包含 S 里顶点的、从 a 到 u 的长度小于 Ldd 的通路，这与对 w 
的选择相矛质。因此，在第 A +1 次迭代结束时（〖）成立。 

设《是在第4 + 1次迭代之后不 M 于 S 的一个顶点。只包含 S 里顶点的从 a 到&的最短通路 
要么包含 r 、 要么不包含 w 若它不 包含％ 则根据归纳假设，它的长度是若它确实包含 
w 则它必然是这样组成的：一条只包含 S 里除1；之外的顶点的、从^到^ 的、 具有最短吋能长 
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度的通路，后面接费从 T /到!^ 的边。在这种情形里它的长度是“〈 V )十 II )。这样就证明了 
( ii ) 为真，因为 U + i < ti ) = mm {“（ w ), LkCv ) + w ( v , «)}。 


已经证明了定理 U 

ggM 迪克斯特拉算法求出连通简单无向带权图里两个顶点之间 M 短通路的民度 & 

现在可以估计迪克斯特拉算法的计算复杂性（就加法和比较而 言）。这 个算法使用的迭代次 
数不超过〃一1次，因为在每次迭代里添加一个顶点到特殊顶点集里。若可以估计每次迭代所使 
用的运算次数，则大功告成了。讨以用不超过 n — 1次比较来找出不在 S 4 ■的带最小标记的顶 
点。于是我们使用一次加法和一次比较来更新 不在& 中的每 个 顶点的标记，所以在每次迭代 
里的运算不超过20—】）次，因为在每次迭代早要更新的标记不超过 〃一 1个。因为迭代次数不 


超过〗次，每次迭代的运算次数不超过 2 U — I )次，所以有 T 面的定理。 


定理 2 


迪克斯特拉算法使用 CXV ) 次运算（加法和比较)来求出连通简单无向带权图里两个 


顶点之间最短通路的长度 u 


8.6.3 旅行商问题 

现在讨论与带权图有关的-个重要 问题。 考虑下面的问题：一位旅行商想要访问"个 

城市中每个城市恰好一次，并且返回到出发点6例如，假定这个旅行商想要 i 方问底特 
律、托莱多、萨吉诺、格兰特 * 拉皮滋以及卡拉玛祖（见图 S - S 5 K 他应当以什么顺序访问这些 
城市以便旅行总距离最短？为了解决这个问题，可以假定旅行商从底特律出发（因为这个城市必 
须是回路的一部分），并 M 检査他访问其余四个城市然后返回底特律的所有4能方式（从别处出 
发将产生相同的回路这样的回路总共有24条，但是因为往返路程距离相同.所以在求最短总 
距离时，只需要考虑12条不同的回路即可。列出这12条不同回路和每条回路旅行的最短总距 
萬 ,从表 8-6 可以看出，回路底特律-托莱多-卡拉玛祖-格兰特•拉皮滋-萨吉诺，对应458 英里 
的最短总距离。 



底特律 


上丽描述 了旅行商问题 的一个实例。旅行商问题求带权完全无向图 m 访问每个顶点恰好 -- 
次并且返回出发点的总权数最小的回路 s 这等价于求完全图里总权数最小的哈密顿回路， w 为 
在回路里访问每个顶点恰好一次， 




总柜离 （英 里) 


底特律-托菜多一格兰特 i 拉皮滋-萨吉诺"■卡拉玛 m —底犄律 610 

底特律一托菜多一格兰特■拉皮滋拉玛祖-萨古诺 - 底特律 51 fi 

底特律一托莱 多一卡 拉玛袓¥萨吉济-格兰特*拉 皮滋- 底特律 SR 8 

底特律一托莱本-卡拉玛祖-格兰特 * 拉皮 滋一萨 古诺-底特律 45 S 

底特律_托莱多一萨吉访一卡拉玛祖一格兰特.拉皮滋-底特律 540 

底 梓律一 托莱多 Hf 吉讲一格兰特 * 拉皮滋_卡拉玛祖--底特律 504 

底 W 律-萨吉诺-托莱多一格兰特_拉皮滋-卡拉玛祖-底特律 59 S 

底特律 一萨吉诺一托 莱多一卡拉玛祖_格兰特，拉皮滋—底特律 576 

底特 律一萨 吉诺一卡拉玛 祖一托莱多〜 格兰特 ■ 拉皮滋-底特律 682 

底特 律一萨 吉诺-格兰持_拉皮滋-托莱多一卡拉 玛祖一 底特律 646 

底特律-格兰特 • 拉皮滋-萨吉诺托莱多-卡拉玛祖一底特律 670 

底特律一格兰恃 • 拉皮滋一托莱多一萨吉诺-卡拉玛祖一底特律 72 S 


M 直截了当的求解旅行商问题丈例的方式是检査所有坷能的哈密顿 回路， 并且挑出总权数 
最小的一条回路。若在图屮有 FI 个城市 * 则为了求解这个问题，得检査多少条问路？ 一旦选定了 
出发点，需要检杳的不同的哈密顿回路就有（《-1)丨条，因为第二个顶点有种选择，第三 
个顶点有《 — 2种选抒，依此类推.因为可以用相反顺序来经过一条哈密顿回路，所以只需要检 
査 U — I )!/2条回路来求出答案 4 注意 U — 1)! /2增长得极快。当只有几十个顶点时，试图用这 
种方式来解决旅行商问题就是不切实际的.例如，假如有25个顶点，那么就不得不考虑总共 
24! /2(约为 3*1 X ]0 23 ) 条不同的哈密顿间路。假定检查每条哈密顿回路只花费1纳秒（10,秒）， 
那么就需要大约一 T 万年才能求出这个图里长度最短 的一条 哈密顿回路， 

闲为旅行商问题在实践和理论上都具有重要意义，所以已经投人/巨大的努力来设计解决 
它的有效算法 . 不过，还没有已知的解决这个问题的多项式最坏情形时间复杂性的算法 。进步 
地，假如这种算法找到了*那么许多其他难题(比如在第1章里讨论过的确定 ri 个变元的命题公 
式是否重言式）也可以迎刃而解。这个结果是从 NP 完全性理论得出的（关于这个理论的更多信息 
请参考 [ GaJo 79]) 0 

当有许多蓠要访问的顶点时，解决旅行商问题的实际方法是使用 近似算 法。近似算法是这 
样的算法，它们不必产生问题的精确解，取而代之的是 保证产 生接近揞确解的解，即它们可能产 
生带总权数 W ' 的哈密顿回路，使得 WgW ' grW , 其中 W 是楕确解的总松度，而 e 是一个常数, 
例如，存在多项式最坏情形时间复杂性算法使得 c ==3/£ a 对于一般带权图和每个正实数是來说， 
总是产生至多*倍于最优解的解的算法还是未知，假如这样的算法存在，那就可能证明 P 类等于 
NP 类，这是关于算法复杂件的最著名的未解决问题（参见 2.3 节>。 

在实际中，已经研究出这样的箨法，它们可以只用几分钟的机时，就解决多达 100 D 个顶点 
的旅行商问题，误差在揞确解的2%之内。关于旅行商问题的更多信息，包括历史、应用和算法 
等， mApplic_m of Discrete Mathematic^H 离散数学的应用） [ MiRo 91 ] 中关于 这个主 题的那 
—:费 P 


1. 对下列关于地铁系统的每个问越，描述一个可以用来解决这个问 M 的带权阐桟激 
W 在两站之_旅行所需要的最短时间是什么？ 

b ) 从一站到达另外一站所经过的最短距离是什么？ 

c ) 若把各站之间的票价求和就得出总票价，则在两站之间的最低隳价是什么？ 
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在练习2〜4里，求给定带权图电在 a 与 z 之间的最短通路的长度, 


2. b 5 d 



3. 


h 



d 





4 + 



5. 在练习 2 〜 4 里的每个带权阁中 * 在 a 与； ：之间的最短通路是什么？ 

6. 在练习3的带权图里，求下列成对顶点之间的最短通路的 长度。 

和 d hk 和 / c) f 和 / 和 z 

7-在练习3的带权图里，求练习6里的成对顶点之间的最短通路。 

8, 在闬 8-61 所示的航线系统求下列每对城市之间的最短通路 《以英 里表示>。 

a ) 纽约与洛杉矶 b ) 波士顿与旧金山 c ) 迈阿密与丹佛 d ) 迈阿密与洛杉矶 

9, 利用阌 8- S 1 所示的飞行时间*求连接练习8中成对城市的总飞行时间最短的航班组合 a 

10, 利用阁 8- S 1 所示的票价，求连接练习 S 中成对城市的票价最低的航班组合。 

11, 在图 8-62 所示的通信网络里，求下列每对城市的计算机中心之间的（距离）最短路线* 

a ) 波士顿与洛杉矾 W 纽约与旧金山 c ) 达拉斯与旧金山 d ) 丹佛与纽约 

12, 利用在围 8-62 里给出的响应时间 * 求在练习 11 中成对的计算机中心之间啗应时间最短的路线 1 

13, 利用在图 8-62 里给出的租费 • 求在练习11中成对的计算机中心之间月租费最便宜的 路线。 

14* 解释把无向图里两个顶点之间边数最少的通路当作带权图 S 的最短通路来求解的过 

15. 推广求带权简单有向连通图里两个顶点之间最短通路的迪克斯特拉算法，以便求出在顶点 a 与图中其 
余每个顶点之间的最短通路的长度 # 

16 + 推广求带权简单有向连通图里两个顶点之间最短通路的迪克斯特拉算法，以便构造出在这呰顶点之间 
的最短通路， 

17. 在下图里的带权阌说明新泽西的一些主要道路。罔 a 说明这些道路上的城市之间的距离 I 图 b 说明通 


行费* 


mm 


卡姆 s 



纽毕克 

20 

伍德布里舒 


特伦顿 


S0.70 


阿斯伯电公闶 


75 


片姆登 


亚特兰太城 


45 


五打角 



纽华克 
S0,60 

伍德 I 电奇 
$0.75 


阏斯伯里公 [d 
SL 25 

ikn 1大城 


五爿免 


a ) 


b ) 
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21* 用弗洛伊德算法求罔 3^64 a 中带权图里所有顶点对之间的距离 
現 iiE 明；弗洛伊德算法确定出带权简单图里所有顶点对之间的 ® 短距离 & 

*23, 给出弗洛伊德算法为了确定在带有《个顶点的带权简单图里，所有顶点对之间的最短距离而使用的运 
算（比较和加法）次数的大 O 佔计 # 

*24. 证明；若边有负权，则迪克斯特拉算法或许不能绐出正确答案 。 

25. 通过求出所有哈密顿回路的总权数并且确定出 26. 通过求出所有哈密顿回路的总权数并且确定出 

总权数最小的回路，来解决下罔的旅行商问总权数最小的回路 t 来解决下图的旅行商问 


3 b a 3 h 



27,求访问下囝里每个城市的机票总价最低的路线，其中边上的权是在这两个城市之问的航班所提供的最 
低票价。 



洛杉机 ^ 
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28. 求访问下阁里每个城市的机票总价最低的路线，其中边上的权是在这两个城市之间的航班所提供的最 
低票价 。 





菲圯克斯 ^30； 新奥尔良 


29-构造一个带权尤向罔，使得对于访问某些顶点超过一次的冋路来说，访问每个顶点至少一次的冋路的 
总权数是最小的（提示:存在带三个顶点的例子 h 

30,证明；求访问带权阁每个顶点至少一次的总权数最小的囡路的问题，可以归约为求访问带权图每个顶 
点恰好•次的总权数最小的回路的问题。这样做的方法是：构造一个新的带权罔，它与原阁有相同的 
顶点和边，但是连接顶点《和^/的边的权却等于在原 闬电从 u 到 v 的通路的最小总权数* 


8.7 可平面图 


8+7. 1引言 

::泰 ：考虑把 三麵与 三种设施每种都连接起来的问题， 議 -砧所示❶是否有可能这样 
'" 来连接这些房屋与设施，使得在这样的连接里不发牛交叉？这个问题可以用完全偶图 

Kn 来建模，原来的问题可以重新叙述为；能否在平面里画出使得没有两条边发生交叉？ 



m 8-86 三座房犀与三种设施 


本节将研究能 否在平 面里让边不交叉地画出一个图的问题。特别是，将回答这个房屋与设 
施的问题 D 

图的表示方式有许多种 A 何时有可能至少求出，种方式来在平面里表示这个图而让边没有 
任何交艾？ 

Earn 若可以在平面里画出一个图而边没有任何交叉（其中边的交叉是表眾边的息线或弧 
线在它们的公共端点以外的地方相交），则这个图是可乎面的.这种画法称为这个阁的平面表示, 
即使通常带交叉地画出了一个图.这个图也仍然可能是可平面的，这是因为有可能以不同 
的方式来不带交叉地画出这个图 e 

例1 K 4 ( 如图 [67 所示，有两条边交叉 >是可平面吗？ 





固 
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解 A 是町平面的.因为01以不带交叉地画出它，如图 8-68 所示 4 




m 167 阁 K s m 8-6S 不带夂叉的_ h 

例 2 图 8-69 所示的是可平面吗？ 

解 Q:f 是可平面的，因为可以画出它而没有任何边交叉，如图 S-70 所示 e 



m B-69 w \ Q ?， 圈 S-70 Q, 的一种平面表示 

可以通过瓱示一种平面表示来证明一个图是可平面的.更难的是证明-个图是非可平面的。 
r 面给出一个例子说明如何以-种特别的方法来做到这一点。 

例 3 图 8-7] 所示的坷平面吗？ 

解在平面里画出 Ku 而没有边交叉，任何这样的尝试都注定是失败的。现在说明这是为 
什么。在 Ku 的任何平面表示里，顶点％和％都必须同时与％和％连接 a 这四条边所形成的 
封闭曲线把平面分割成两个区域抝和 i ? 2 , 如图 S -72 a 所示。顶点巧厲于或 当％ 厲于 
闭曲线的内部仏时，在％和％之间以及在巧和讲之间的边， 把沁 分割成两个区域私〗和 
尺£2，如困8 _ 72 b 所承。 


^2 b， 3 




m 8-72 证明是非可平面的 


下一步，已经没有办法来不交叉地放置最后一个顶点作， 因为若 叫属于 则不能不带交 
叉地 _出％和％之 I 日 I 的边。 若叫 属于私1，则不能不带交叉地_出 W 和％之间的边。 若邱属 
丁 K 2 2, 则不能不带交叉地_出％和叫之间的边。 

当％ 属于 /?1 时，可以使用类似的论证 fl 请读者来完成这个论证<见本节末的练习10)。所 

以3是非可平面的。 ■ 

例3解决了在本节开头所描述的设施与房屋的问题。不能在平面里连接这三座房屋与三种设 
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施而不发生交叉。可以用类似的论证来证明 K 5 是非可平面的（见本节末的练习11)„ 

图的平面性在电子电路的设计中有重要作用。可以用图来为电路建立模型，用顶点表示电 
路的器件并且用边表示器件之间的连接 t 如果表示一个电路的图是可平面的，则可以把这个电 
路无连接交叉地印刷在单个电路板上 & 当这个图不是可平面的时，就必须求助于成本更高的选 
项 d 例如，可以把表示电路的图的顶点划分成可平面子图 t 然后使用多层来构造这个电路（参见 
练习 30 前面的说明来了解图的厚度）。每当连接交叉时就可以用绝缘线来构造电路。在这种情况 
下，重要的是以尽可能少的交叉来画出这个图（参见练习 W 前面的说明来了解图的交叉数）。 

8.7.2 欧拉公式 

一 个图的玎平面表示把平面分割成一些而，包括一个无界的面 d 例如，图 8 - 73 所示的图的 
可平面表示把平面分割成 S 个面并加以标记。欧拉证明过一个图的所有可平面表示都把平面分割 
成相同数目的面。他是这样证明的：求出可平面图的面数、顶点数以及边数之间的关系 & 

哪 ■■ 欧拉公式，设 G 是带 e 条边和 v 个顶点的连通可平面简单图。设 r 是 G 的可平面表 

示里的面数。则— 1 ^+ 2 。 

证首先规定 G 的可平面表示。将要这样证明定理：构造一系列子图 Gw G 2 ， …， 

相继地在每个阶段添加一条边。用下面的归纳定义来这样做。任意地选择_条 0 的边来获得。 
这样通过 Gg -: 获得任意地添加一条与 a — 里顶点相关联的边，若与这条边关联的另一个 
顶点还不在 G n - i 里，则添加这个顶点。这样的构造是可 能的， 因为 G 是连通的$在添加 e 条边 
之后就获得 G 。 设％，〜和\分别表示 G 的可平面表示所引导出的 G n 的可平面表示的面数、 
边数和顶点数。 

现在通过归纳来进行证明。对<^来说，关系0=6—功+2为真，闶为 q = l , 巧=2,而 n = l 。 
这种情形如图心 74 所示。 




3-73 图的可平面表示的面 m 8-74 欧拉公式的证明中的基础情形 

现在假定％ == 〜一 +2。设{(2„ +1 ， + 1 } 是为广获得而添加到上的边 ■> 有两种情 
形需要考虑 D 在第一种情形里， 〜 +1 和心 +1 都已经在 G 里了 t 这两个顶点必然是在一个公共面 
K 的边界上，否则就不可能把边 + s ~ + d 添加到 G w 里而没有两条边交叉（并且 + i 是坷平 
面的）。这条新边的添加把只分割成两个面。所以，在这种情形里，+ ^ + 1 =^ + 1 T 
而且％丙此，关系到面数、边数、顶点数的公式两边都恰好增加 h 所以这个公式仍然 
为真 □ 换句话说， r , + ] =^ + 1 -^ m +2, 在图心 75 a 里说明这种 情形， 

在第二种情形里，新边的两个顶点之一还不在 G H 里。假定心^在0„里但是纟„ + 1 不在心 
里。添加这条新边不产生任何新的面，因为 6 n + 1 必然是在边界上有 a „ + 1 的一个曲里。所以， 
r n -^ i = r ni> 男外， 〜 + 1 = ‘ + 1且％十！ = % U 关系到面数、边数、顶点数的公式两边都保持 
相等，所以这个公式仍然为真 s 换句话说， r n + ) + 1 + 1 +2,在图 8-75 b 里说明这种 

情形。 

已经完成了归纳论证 D 因此对所有^来说，都有 = q — ％ +釔因为原图是在添加了 e 条 



R 





图 
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阁 8-75 添加一条边到 G b 来产生 G fl + 1 


边之后所获得的囝所以这个定理为真 e □ 

例4解释欧拉公式。 

例 *1 假定连通可平 面简- 电图有20个顶点 T 每个顶点度 都为夂 这个可平面图的平面表示把 
平面分割成多少个面？ 

解 这个图有20个顶点*每个顶点的度都为3,所以因为这些顶点的度之和3幻= 
3 • 20 = 60等于边数的两倍2〜所以有〜=60或所以，根据欧拉公式，面数是 


”+ 2 = 30 — 20 + 2 




12 


可以用欧拉公式来违立可平面图所必须满足的一些不等式.在下面的推论里给出一个这样 
的不等式。 

若 G 是带€条边和^个顶点的连通可平面简单图，其中则 


I 推论 


在证明推论1之前先用它证明下面这个有用的结论 


推论 


若 G 是连通可平面简单图，则 G 有度数不超过5的顶点 


证如果 G 有1个或2个顶点，则结果为真。如果 G 至少有3个顶点，则根据推论1知道 


所以12。假如每个顶点的度数至少是6，则由于 ^ degb )( 根据握手 


定理）、所以就有心>6%但是 这与以 <6^—12 相矛盾 D 所以必定存在度数不超过5的顶点。 □ 
推论 1 的证明是基于面的 次数的 概念，它定义为这个面的边界上的边数^当一条边在边界上 
出现两次（所以当描_边界时就描_它两次）时，它贡献的次数是2,图 S -76 里显示出面的次数 5 
现在可以给出推论1的证明了。 

证画在平面里的连通可平面商单图把平面分割成 
面，比如说 r 个面。每个面的次数至少为3,(因为这里 
所讨论的图都是简萆图.不允许带有可能产生2次面的 
多重边_或者可能产生1次面的环 J 特别地，注意无界 
的面的次数至少为3，因为在图里至少有三个顶点。 

注意各面的次数之和恰好是图中边数的两倍，因为 
每条边都在面的边界上出现两次（或者在两个不同面里， 

或者两次在相同面里： U 因为每个面都有大于或等于3的 

次数，所以 

U degOi ) > 3 r Ff ] g -?6 @ 的次数 
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因此、 


(2/3)^^ r 


利用— r 十 2( 欧拉公式），就得到 


e — i?4' 2 ^ ( 2/3 ) ^ 

所以 e /3< t ^2。 这样就证明了 t <3 r — 6, □ 

可以用这个推沦来证明 Ks 是非吖平面的。 

例5 用推论 I 证明；是非可平面的& 

解 图仏有5个顶点和10条边。不过，对这个圏来说，不满足不等： xt 因为# = 


10和:—6 = 9&闪此， Ks 不是可 乎面的 


前面 已经证 明了 / Cu 不是可平面的。不过，注意这个图有6个顶点和9条边 Q 这意味着满足 
不等式 = 3 . 6 — 6$所以，满足不等式 ^<3^- 6的車实并不意味着-个图是可平面的。 
不过，可以利用下面定理1的推论来证明 Kw 不是可平面的。 

若连通可平面简单阁有 e 条边和 I 个顶焱，^>3并且没有长度为3的回路，则 


推论3 


^：2 v — 4 


* 


推论3的证明类似于推沦1的证明，不同之处在于，在这种怙形里，没有长度为3的回路的 
事实蕴含赶面的次数必然至少为把这个证明的细节留给读者（见本节末的练习 15). 

例6 用推论3来证明是非可平面的& 

解因为 Ku 没有长度为3的冋路 〈容易 看出这一点.因为它是偶图），所以可以使用推论 
^ 有6个顶点和9条边。因为 c = 9 和 2 i ；~4=^， 所以推沦3证明 K 3 . 3 是非可平 而的， _ 


8.7.3 库拉图斯基定理 


我们已经看到 Ku 和 K 彳都不是可平面的，显然，若一个图包含这两个图作为子图，则它不 
是可平面的.另外，所有非吋平面围必然包含一个子图，它是可以利用某些允许的操作从 
或心 来获得的 d 

若一个图是4平面的, 则通 过删除一条边 U ， W 并且添加一个新顶点 it 和 两条边 U , u -} H 
{ w , 所获得的任何图也是可平面的。这样的操作称为初等细分。若可以从相同的图通过一 
系列初等细分来获得图（^=<1/1 ， Ed 和图 = E 2 ), 则它劓称为是同胚的 《 图 S -77 所示 

的三个图都是同胚的，闵为它们都可以从第 一个图 通过初等细分来获得（读者应当确定出从 G ! 
获得 G 2 和 Gb 所需要的初等细分的序列） 6 

波兰数学家库拉图斯基 ® 在1930年证明了下而的定理，这个定理用图同胚的概念刻画了可 
平面图。 

© 卡齒米尔兹 * 库拉图斯基 （Kazimierz Kuratflwski . 1896 —1980) 库拉闬斯基丛华沙一位著名律师的儿 

/子，他在华沙上了商中，1913年到年，他在苏格兰的格拉斯埒学但是.在第一次 It 界大战堪发 
后无法返回那里继续他的学业 & 年他进人华沙大学，投身于波兰爱闻学牛.运动 。 他在1919年发表了第一 篇论文，并 

fl 在1921年获得博士学■位 。 他以华沙数学学派著称的小姐里的恬跃成员，以集合论基础和拓扑学为研究领域 。 他被勒 
沃 I ：业大学聘为副教授，并在那 ffi 呆了 7年，与東要的波兰数学家 G 拿赫和乌拉姆合作。在1930年还在勒沃时 t 库抆 
斯基光成了刻两可 T 面阁的 I ：作 u 

1934 年他作为教授，回到华沙大学 t 他一直从事研究和教学工作.直到第二次世界大战开始。在故肀期间.为避免 
受到迫窗，他起 ffl 假名来 隐頫并且在秘 密的华沙大学教书*战后他帮助恢复波兰的数学研究工作， 拘任波 兰闽家数学研 
究所主他写过！ SO 多篇论文，以及三本被广泛使用的教科书。 
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d 




d 



阁心 77 同胚罔 




定理2 


一个劇是非珂平面的当且仅当它包含一个同胚于^ 3>3 或的子图 
显然，一个包含着同胚于 K 3 . 3 . K 5 的子图的图是非可平面的.不过，相反方向的命题 一 
即每个非可平面图都包含一个同胚 f 或 Kg 的子图 ■ ■证明起来是复杂的，因而不在这里给 

出。下面的例子说明如何使用库拉图斯基定理. 

例7确定图 8-78 所示的图 G 是否是可平而的 




b 


b 


b 





c 


图 8-7 S 无向阁 G 、 同胚于 K £ 的子闬 H 以及 K 




解 G 有同胚于的子图 H 是这样获得的：删除 j 和々 以及所有与这些顶 
点关联的边， H 是同胚于 K 5 的，因为从带有顶点心6, o 尽和 O 逋过一系列 
初等细分，添加顶点 A e 和/就可以获得 H (读者应当构造出这样的一系列初等细分）。因此, 


G 是非可平面的 D ■ 

例 8 在图 8-79 a 中所示的彼得森图是可平面吗？（丹麦数学家朱利乌斯•彼得森在1891年 

介绍过这个图;它常用来说明关于图的各种性质的理论，> 


a 




a > 彼得 森阁， b ) 同旺于的了图 H , c)K 


解 彼得森罔的子囹 H 是这样获得的：删除6和以&作为端点的三条边，如图 8- Hb 所示， 
它是同胚于带有顶点集合{/， d ， P 和 G ， “ W 的 Ku 的，这是因为可以通过一系列初等细分来 
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获得它，删除 M 并且添加 k , A 丨和 U ， 删除卜， /} 并且添加 U , d 和 U . /}，删除 
U , P 并且添加 U , G 和 U , 因此，彼得森图不是可平面的。 ■ 

练习 

1. 五座房捏能否不带连接交叉地与两种设施相连接？ 


在练习2〜4里，不带任何交叉地迫]出给定的可平面 



在练习5〜9纸.确定所给的闬岳沔可平面 & 若是可平面的 T 则_出它使得没有边交叉。 




10 . 完成例3里的论证1 

11- 用类似于在例3里给出的论证来证明：是非可平面的， 

12,假定一个连通珂平面囝有^个顶点，每个顶点的度都为3。这个图的可平面表示把平面分割成多少个面？ 
13+假定一个连通坷平面图有6个顶点，每个顶点的度都为夂这个罔的可平面表承把平面分割成多少个面？ 

14, 假定一个连 通可平 面图有30条边若这个阁的可平面衷示把平面分割成20个面，则这个闬有多少个 
顶点？ 

15, ii 明推论 3, 

16-假定个连通偶珂平面图有 p 条边和1个顶点 a 证明 3 若则 e <2 ii — h 
*17. 假定一个帶有 e 条边和 v 个顶点的连通吋平面简单图不包含 拴度为 4或更短的冋路。证明；若则 

^^(5.^3} v ~ (10/3) „ 

18. 假定一个可平面阁有*个连適分支、 e 条边和个顶点 & 另外煆定这个闬的可平面表示把乎面分割成 r 
个面 a 求用^ ^和 A 所表示的 r 的公式， 

19. 下面的哪些非可平面阁具有这样的 性质： 删除任何一个顶点以及与这个顶点关联的所有边就 产生个 
可平面阁？ 

s) b) c)Ka,3 d) ff j： + i 

在练习 20 〜 22 串，确定给定的图是否同胚于 
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一个简单閔的交又数是指，当在平面上画出这个圈，其中不允许彳 t 何三条表疋边的弧线在同一个点交 
叉时，交叉的最少次数 g 
26. 证明 ； Ku 的交叉数为1。 

^* 27 . 求下面毎个非可平面图的交叉数。 

ajKs h)K 6 c)K 7 

d)K,^ e)Ku f)Kw 

* 28 - 求彼得森阁的交叉数 ， 

^29. 证明：若出和 n 都是偶正整数，则^的交叉数小于或等 TmWm — 2 )( n _2)/ l 6 , (提示 ； 沿着 I 轴 
放置 m 个顶点，使得它们间距相等开且关干原点对称，再沿若3^轴放置 n 个顶点，使得它们间距相等 
并 R 关于原点对称 a 现在连接: r 轴上 m 个顶点中的每一个与 J 轴上 ”个顶 点中的每一个 • 并且计算交 
叉数。） 

简单图 G 的庳度 是指. 以 G 作为它们的并围的 G 的可平面子阄的最小个数。 

30. 证明： 的厚度为 
*31, 求练习27里 的图的 厚度。 

32. 证明： 若 G 是一个带有 p 个顶点和 e 条边的连通简单图，则 G 的厚度至少为 「 f /(3 v — 6)1 , 

*33. 利用练习32来通明：毎当 u 是卍整 数时， / C 的厚度就至少为 
34. 证明：若 G 是一个带有 u 个顶点和 e 条边并且没有长度为3的回路的连通简单周，刚 G 的厚度至少为 
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35. 利用练习34來证明 s 每当 m 和 n 都是正整数时，的厚度就至少是「即 i (2 成+ 2» — 4)丫 
*36. 在一个环面（原文 toctis ， 指自行车轮胎或救生阐这类形状 一 一译者注）上画出 Kn 使得没有边交艾. 
^37. 在一个环面上画出使得没有边交叉 & 

8.8 图着色 

8 . 8 . 1 引言 

在图论中，有许多与地图区域 〈比如 世界各部分的地图）着色有关的理论成果，当为一 
; 辐地图着色时 s . 具有公共边界的两个区域在传统上指定为不同的颜色 p —种确保两 
个相邻的区域永远没有相同的颜色的方法是对每个区域都使用不同的颜色。不过，这种方法效 
率不离，而且在具有许多区域的地图上，吋能难以区分相似的颜色。另一种方法愚，应当尽可能 
地使用少数几种顔色。考虑这样的 问题： 确定可以用来给一幅地图着色的颜色的最小数0，使得 
相邻的区域永远没有相同的颜色。例如，对图 8-80 左侧地图来说，四色是足够的，但是三色就 
不够（读者应当验证这一点>。对图 S -80 右侧地图来说，三色是足够的（但是一色就不够 h 




平面里的每幅地图都可以表示成一个图。为了建立这样的对应关系，地图的每个区域都表 
示成一个顶点。若两个顶点所表示的区域具有公共边界，则用边连接这两个顶点，只相交于一个 
点的两个区域不算是相邻的#这样所得到的图称为这个地图的对偶组。根据地图的对偶图的抅 
造方式，显然在平面里的任何地图都具有可平面的对偶图 e 图 8-81 显示对应于图 8- S 0 所示地图 
的对偶图， 



图 8-81 图 8-80 地图的对偶阁 


£ 


给地图的区域着色的问题等价于这样的问题：给对偶图的顶点着色，使得在对偶图里没有 
两个相邻的顶点具有相同的颜色。给出下面的定义， 

简单图的着色是对该图的每个顶点都指定一种颜色，使得没有两个相邻的顶点颜色 

相同 P 


© 假定地阁■所有区域都是连 通的， 这样就消除了像密敏根这样的地理状况昕引起的问®，因为 密歜根 州是由 _ 


个分商的半岛组成的. 
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通过对每个顶点都指定一种不同的颜色，就 W 以着色一个图，不过，对大多数的图来说，可 
以找到所用颜色数少于图中顶点数的着色。什么是所需要的最少颜色数？ 


定义2 


图的色教是着色这个图所需要的最少颜色数。 


注意，求平面图的色数等于是求平面地图着色所需要的最少颜色数，使得没有两个相邻的 
区域指定为相同的颜色，这个问题已经研究了 100多年数学里最著名的定理之一给出了它的 


答案。 

轉色定理 0 平面图的色数不超过四。 

, 四色定理最早是作为猜想在〗 9 世纪 50 年代提出的美国数学家肯尼思 * 阿佩尔和 

\沃尔夫冈•黑肯最终在 1976 年证明了它。在 1976 年之前，发表过许多不正确的证 
明，其中的错误常常难以发现。另外，还尝试过画 m 需要超过四色的地图来构造反例，而这样做 
是无效的^ 〈证明 五色定理就没有这样困难，参见练习35。） 

也许迄今为止在数学里最有名的错误证明就是伦敦的律师和业余的数学家艾尔弗雷德 * 肯 
普©在 1 S 79 年所发表的四色定理证明。数学家们一直认为他的证明是正确的，直到1890年珀 
西 * 希伍德发现了-处错误，才发现肯普的论证是不完全的，不过，車实证明，肯普的推理路线 
是阿佩尔和黑肯所给出的成功证明的基础。他们的证明依赖于计箅机所完成的对各种情形的仔 
细分析 t 他们证明，若四色定理为假.则存在一个反例，它是大约2000种不同类型中的一种， 
然后他们证明这些类型都没有导致反例，在他们的证明中使用了 1000多个小时的机时。计箅机 
在证明过程中起到如此重要的作用，由此引发了广泛的争论，例如，在计算机程序里有没有导致 
不正确结果的错误？假如论证依赖于或许不可靠的计算机得出，那么它是不是真正的证明? ® 
注意，四色定理只适用于平面图 * 在例2里将证明非可平面图可以有任意大的色数， 

证明一个图的色数为《需要做两件事，首先必须 证明： 用《种颜色可以着色这个图。构造出 
这样的着色就可以完成这件事。其次证明：用少于〃种颜色不能着色这个图。例 I 至例4说明如 


何求出色数。 

例1图 8-82 所示的图 G 和 H 的色数是什么？ 

解图 G 的色数至少为3，闶为顶点6和 c 必须为不同的颜色 # 为了看出是否可以 
用三种颜色来对 G 着色，指定 a 为红，为蓝， e 为绿 9 于是，可以（而且必须）令 d 
为红，因为它与6和 c 相邻。 另外，可以（而且必须）令 e 为绿，因为它只与红色和蓝色顶点相邻， 
可以 （而且 必须）令/为蓝， W 为它只与红色和绿色顶点相邻。最后，可以（而且必须）令 g 为红， 
因为它只与蓝色和绿色的顶点相邻$这样就产生出恰好使用三种颜色的 G 的着色 * 如图 S - S 3 

所示。 


© 历史注解，在 1852 年，德 * 摩根从前的一个学生弗朗西斯 y 古特利注意到，用四种颜色可以给英格兰的都着 
色， 便得没有相邻的梆颜色相 R 。 在此基础上.他猜想四色定理为弗朗_斯把这个问 S 告诉他的弟弟弗蜇徳里克， 
弗雷德1克当时 爲徳. _根的学生。弗黹德里克就哥每的菁想询问 f 他的老师德 * 雎裉,簿 •摩根 对这个问掘极其感兴 
唾， 并且向数学界公布 T 它.事 实上， 在律，摩根给威廉■罗万 * 哈密顿爵士的信中第一次在书面上提到这个猜想 * 虽 
然德，摩椎认为哈密頓可能对这个问翅也感兴趣，但事实完全不是这祥”因为它与元数毫无关系* 

© 艾尔弗霄 ® * 布雷 * Bray Kempc * 184*—IV22J 肯茌 是一位 律师和 教会法规的主要权威 * 不过， 
在剑桥大学学习数学之后.他依然保持着对敢学的兴趣，弁旦在以后的生活中对数学研究投人了相当多的时问_肯费对 
动力学和逻辑学做出过贡献，动力学是处理运动的数戈分支， 不过. 肯普被人记住，主栗还是因为他对四色定理 的错误 
iE 明， 

© 琦史注 解。虽然罗布森、桑得尔斯、西摩尔以及托马斯在年找到了四色定理的简化证明 • 把明 
■:的计算部分喊少到检査633种格但是仍然没有找到不依赖 T 大 M 计箅的证明 h 
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€ _ /蓝色 c 线色/蓝& 

(j tf 


图 8-83 罔 G 和 H 的着色 

图 H 是由图 G 和连接 a 与 g 的一条边所组成的，用三种颜色来着色 H 的任何尝试都必须遵 
循与着色 G 所用的同样的推理，不同之处是在最后阶段当除了 g 以外的所有顶点都已经着色时. 
因为£与红色、蓝色和绿色顶点（在 H 里）相邻，所以需要使用第四种颜色，比如棕色^因此， 
H 的色数为四 D 图 8-83 右图显示 H 的一种着色。 ■ 

例2 的色数是什么？ 

解通过给每个顶点指定一种不同的颜色，用种颜色可以构造尺„的着色 Q 使用的颜色能 
否更少〜些？答案是不能 d 没有两个顶点可以指定相同的颜色，因为这个图的每两个顶点都是相 
邻的。因此，的色数=〜（回+乙 - 下，当时凡„不是可平面图，所以这个结果与四色定 
理并不矛 盾。》 在图 8- S 4 里显示使用五种颜色的 K 5 的着色。 ■ 

例3完全偶图 K 〜„的色数是什么？其中明和^!都是正整数^ 

解需要 的颜色 数似乎依輓于 m 和^不过，仅仅需要两种颜色。 m 个顶点为一种颜色，” 
个顶点为另外一种颜色。因为边都只能连接 m 个顶点中的一个顶点与”个顶点中的一个顶点， 
所以没有相邻的顶点具有相同的颜色，在图3-«5里赧示带有两种颜色的 Ai 4 的着色0 _ 


aft 色 b 蓝色 



m s-84 的舂色 


m S-85 Ku 的者色 




每个连通偶简单图都具有色数 2 或 i , 因为在例3里使用的推理适用于任何这样的图。反过 
来，每个色数为2的图都是偶图（见本节末的练习25和练习 26), 

例4 图 G 的色数是什么？（回忆一下， C fl 是带有 n 个顶点的圈阁。） 

解 首先考虑一些个别情形。首先，设挑选一个顶点并且把它着色成红色。在 
图 8-86 所示的的平面_法里顺时针 前进。 必须给到达的下一个顶点指定第二种颜色，比如蓝 
色。以顺时针方向继续下去，可以令第三个顶点为红色，第四个顶点为蓝色，第五个顶点为红 
色。最后,令第六个顶点为蓝色.它与第一个顶点是相邻的 u 因此, Q 的色数为 2. 图 8-36 显 
示这里构造的着色。 


其次，设〃 = 5并且考虑挑选一个顶点 
并且令它为红色。顺时针前进，必须给到达的下 
一个顶点指定第二种颜色，比如蓝色。以顺时针 
方向继续下去，可以令第三个顶点为红色，第四 
个顶点为蓝色.第五个顶点既不能为红色也不能 
为蓝色，因为它与第四个顶点和第一个顶点都相 
邻。 所以， 对这个顶点就需要第三种颜色 。注 
意，假如以逆时针方向对顶点着色，同样需要三 
种颜色 s 因此，€： 5 的色数是3。用3种颜色对0 & 



W \ 8-86 C & 和 C fl 的着色 


着色见图 8-86, 


在一般情形里，当《是偶数时，对 C ,, 着色需要两种颜色 D 为了构造这样的着色，简单地挑 
选一个顶点并且令它为红色。然后（利用图的平面表示）以顺时针方向绕图前进，令第二个顶点为 
蓝色，第三个顶点为红色，依此类推。可以令第 n 个顶点为蓝色，因为与它相邻的两八顶点 〈即 
第个顶点和第一个顶点）都是红色. 

当 n 是奇数 而且?|>1 时， C , 的色数为3,为了看出这 一点， 挑选一个初姶顶点„为了只用 
两种颜色*当以顺时针方向遍历这个图时，必须交替使用颜色&不过，所到达的第《个顶点与带 
不同颜色的两个顶点（第一个顶点和第 1一1 个顶点）相邻。因此，必须使用第三种颜色 。 ■ 

已知最好的求图的色数的算法（对图的顶点数来说 > 具有指数的最坏情形时间复杂性。 
，l ^ 即使求图的色数的近似值也是很难的。已经证明，假如存在具有多项式最坏情形时 
间复杂性的、可以达到2倍地近似图的色数的算法（即构造 出一个 不超过图的色数的两倍的界 
限 h 那么也存在具有多项式最坏情形时间复杂性的求图的色数的算法。 


8 U 图着色的应用 


图着色在与调度和分配有关的问题中具有多种应用。（注意，由于不知道图着色的有效算法， 
所以这并不能得出调度和分配的有效算法 d 在这里将给出这样的应用的例子 s 第一个应用是用 
來安排期末考试。 

例 s 安排期末考试 如何安棑一所大学里的期末考试 . 使得没有学生同时要考两门试？ 

解 这样的安排问题可以用图模型来解决，用顶点表示科目，若有学生要考两门试，则在表 
示考试科目的两个顶点之间有边。用不同颜色来表示期末考试的每个时间段1考试的安棑就对 
应于所关联的图的着色。 

例如，假定要安排七门期末考试。假定科目从 i 到7编号。假定下列各对科目的考试有学生 
要都 参加： 1和2，1和3，1和4，1和7，2和3，2和 4- 2和5，2和7, 3和4，3和6，3和 

7, 4 和5, 4 和6, 5和6, 5和7，以及6和7。在图 8-8? 里显示这组科目所关联的图 a —种安 
排就是由这个图的一种着色来组成的。 
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因为这个图的色数为 4( 读者应当验证这一点>,所以需要四个时 间段。 图 S -88 显示使用了 
四种颜色的这个图的着色以及所关联的调度。 _ 

I 红色 



现在考虑对电视频道的分配。 

例 6 频率分配 把频道 2 到 13 分配给在北美洲的电视台，要避免 15 G 英里之内的两家电视 

台在相同频道上播出 w 如何用图为频道分配建模？ 

解这样构造一个图：给每个电视台指定一个顶点。若两个电视台彼此位于 150 英里以内，则用 

边连接这两个 顶点。 频道指派就对应于这个图的着色，其中每种颜色表示一个不同的频道。 ■ 

例 7变址 寄存器 在有效的编译器里，当把频繁地使用的变最暂时保存在中央处理单元的 
变址寄存器里，而不是保存在常规内存里时，可以加速循环的执行 D 对于给定的循环来说，需要 
多少个变址寄存器？可以用图着色模型来讨论这个问题，为了建立这个模型，设图的每个顶点表 
示循环里的一个变若在循环执行期间两个顶点所表示的变最必须同时保存在变址寄存器里， 
则在这两个顶点之间有边，所以，这个图的色数就给出所需要的变址寄存器数，因为当表示变量 
的顶点在图中相邻时，就必须给这些变量分配不同的寄存器， ■ 

练习 

在练3 1〜4里，构造所示地阁的对偶图 . 然后求给这个地图着色使得相邻的两个 K 域都 没有相 同的颜 
色所需要的颜色数。 




图 
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在练习5〜11里，求给定的围的色数 & 



h V k I 


12. 对练习5〜11里的图，判定是否可能通过删除单个顶点和与它关联的所有边，来减少色数， 

13. 哪些 m 具有色数1? 

14. 为美 W 地圈着色所需要的最少颜色数是什么？不要考虑只在 ，个尖 角处相触的相邻州.骰定密馱根是 
一个 区域。把表示阿拉斯加和夏威夷的顶点当作孤立点 3 

15. 的色数是什么? 

16* 证明：具有包含奇数个顶点的回路的简单图不能用两种颜色来着色 ft 

17. 假定除了科目 Mdth 115与 CS 473 ， Math 116与 CS 473, Maih 1叩与 CS 10 h Mtah 195与 CS 102 T 
Math 115与 Math 116 ， Mwh 115与 Math 185 > Math 185 与 Math 195 以外,其他每神组合里都有学生 
要参加组合里所有科 y 的考试 f 请使用最少个数的不同时间段，來为 Math 115, Math 116 ， Math 1 S 5, 
Math 19 S , CS 101, CS 102 ， CS 273 和 CS 473 安排期末考试日 程表。 

IS . 假定当两家电视台相距 150 英里以内时，它们就不能使用相同的频道，那么对相对距离如下表所示的 
六家电视台来说，霈要多少个不同的频道？ 
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] 

2 

3 4 

5 6 


1 


S5 

175 

200 

50 

100 

2 

85 

- - 

125 

175 
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19-数学系有六个委员会，都是毎月开一次会。假定委员会是 C t _{ 阿林豪斯，布兰德，沙斯拉夫斯基 U 
G = { 布兰德，李，罗森 f , C 3 = 彳阿林豪斯，罗森，沙斯拉夫斯基 h Q —{ 李， 罗森， 沙斯拉夫斯基}， 
= 彳阿林豪斯，布兰德}和仏=丨布兰德，罗森，沙斯拉夫斯基}，那么怎样安棑才能确保没有人同时 
参加两个会议， 

20. 动物园想建立自然居住地，在里面展出它的动物。然而，一些动物一有机会就会吃掉另外一些动物。 
如何用阁模型利着色来确定所需要的不同居住地的数目，以及在这些居住地里的动物安排？ 

图的边着色是指对各边指定颜色，使得关联到相同顶点的边指定不同的颜色，图的边色数是在该阁的 
边猗色里可以使用的最少颜 色数， 

21. 求练习5 〜11 里每个图的边色数 ， 

*22+ 求下列阁的边色数 

a ) K w b ) K m „; c ) C B i d ) W ^ 

23. 七个变最出现在计算机程序的循环里。这些变&以及必须保存它们的计算步骤是： f : 步骤1到 h w: 
步骤 h v : 步骤2到4; 步骒1，3和5; 步骤1和步骤3到 h 以及 o 步骡 4 和 L 在 
执行期间需要多少个不同的变址寄存器来保存这些变 t ? 

24. 关于 一个以 K , 作为子罔的阉的色数能有些什么结论？ 

25. 证明，色数为2的简单图是偶 ffh 

26. 证明： 连通偶阁的色数为2。 

F 面的算法叫以用来为简单阌着色 * 首先，以度递喊的顺序列岀顶点巧，…，％ 使得如 g ( h )> 
dcg (^ )>*"5? dcg(iO 把颜色 1 指定给 A 和在衷中不与 h 相邻的下一个顶点（若存在一个这样的顶点）+ 
并且继续指定给每一个在表中不与已经指定 Jf 颜色〗的顶点相邻的顶点。 然后把颜色2 指定给表中还没有 
着色的第一个顶点。继续把颜色2指定给那些在表中还没有着色、而且不与指定了颜色2的顶点相邻的顶 
点， 若还有未肴色的顶点，则指定颜色3给表中还没有着色的第一个顶点，并且用颜色3继续对还没有着 
色、而且不与指定了颜色3的顶点相邻的那些顶点着色 4 继续这个过程直到所有顶点都者色为止 & 

27. 用这个算法构造下图的着色 4 


b 



*23. 用伪代码描述这个着色算法。 

•29. 证明，这个算法所产生的着色数可能比着色一个图所笫的颜色数更多。 

图 G 的 重着 色是对 G 的顶点指定含有々种不同颜色的集合，使得相邻的顶点不具有相同的颜色 s 用 

来表示使得 G 有用 n 种颜色的 t 重着色的最小正整数 t 例如， ^(0 = 4, 为了肴出这一点，注意 
如图所示，只用四种颜色，就可以对 C , 的每个顶点指定两种颜色，使得两个相邻顶点不具有相同的颜色。 


固 
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另外*少于四种颜色是不够的，因为顶点％和％每个都必须指定两种颜色， 
颜色， （关于 A 重宥色的更多信息*见 [ MiRo 90] a ) 

往 H &, 蓝色 V，{绿色，舆色 } 

- - - # 


黄色 红色，蓝色! 


而且不能对3和％指定相同 


30. 求下列这 整值； 

) h ) X 2 ( K 4 ) c ) X 2 ( W ,) 

e.)X,(K^} OX,(K,) *g)X,(C £ ) 

*3 L 设 G 和 H 是图 8-82 所示的阁，求 

a)Jf ? CG) b)Xz(H) OX^(G) 


d )^( C s ) 
h ) Xu t ) 


VL 若 （； 是偶 阁而 * 是正整数，则 KG ) 是什么？ 

33, 移动广揺（或蜂窝）电话的频宇是按地段分配的 d 每个地段分配一组该地段里的车辆所使用的频率。在 
产生干扰问题的地段里不能使用相闻频宇,解释一下如何用6重着色来对一个地区里的毎个移动广播 
地段分配 A 种频率 u 

*34 .证明；每个可平面阁 G 都可以用不超过 S 种颜色来着色 (提示 s 对图的顶点数用数学归纳法 a 应用 
7节推论2来求出顶点 p 满足 degC ^ XB . 考虑删除1及其关联的所有边所获得的 G 的子罔 
—35, 证明：每个叫平面图 G 都可以用不超过5种颜色来着色。（提示：利用练习34的提示，> 


关键术语和结果 


术语 


无向边：与集合 { w，W 关联的边，其中 w 和 t ; 都是顶点 P 
有向迫；与有序对 U ， d 关联的边，其中^和 I 都是顶点. 

多重边 ： 连接同样一对顶点的不同的边， 

琢： 连接一个顶点与它自身的边。 

无向图: 一组顶点以及连接这些顶点的一组无向边 * 

简单图 ； 没有多重边和环的无向图 0 
多 重图： 可能包含多重边但不包含环的无向图 g 
伪图=可能包含多重边和环的无向图。 

有向图 ： 一组顶点以及连接这些顶点的一组有向边。 

有向多重图：可能包含多重有向边的带有向边的图。 

相邻：若在两个顶点之间有边则它们是相邻的 0 

关联： 若一个顶点是一条边的端点则那条边关联那个顶点， 

deg ( i )( 无向图里顶点^的度）：与 P 关联的边的 数目。 

deg — b )( 带有向边的图里顶点 t 的入度）：以 r 作力终点的边的数目。 

deg + b ) 《带 有向边的围里顶点 w 的出度）：以 P 作为起点的边的数目， 

带有向边的图的 底困： 通过忽略边的方向所获得的无向图。 

/<：“〃个馈点的完全图）：带 〃个顶 点的无向图，其中每对顶点都用一条边连接。 
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偶图：顶点集划分成两个子集合 V !和 R 的图，使得每条边都连接里的顶点和 R 里的 
顶点 d 

完全僻顶点集划分成 m 个元素的子集和》个元岽的子集，使得两个顶点被一条 
边所连接，当且仅当一个顶点属于第一个子集而另外一个顶点属于第二个子集. 

C n ( 大小为 的图图），带有个顶点 t % W 和边 {%， {v 2 ^ %丨， …， 
{v n - l f V ir } ^ iv„ , % } 的图 。 

H ^ n (大小为 n 的抡图）， h >3： 通过向添加一个顶点以及从这个顶点到里原来每个顶 
点的一条边所获得的图， 

立方体 图)，用2” 个长度为《的位串作为顶点，边连接恰好相差 一位的 每对位 

串的图。 

孤立点： 0度顶点 a 
悬 桂点： 1度顶点 a 

正則困；所有顶点都有相同的度的图。 

图 G =( V ，£：) 的子 a : 图 （ W ， F )， 其中 W 是 V 的子图而 F 是 E 的子图& 

G ! UC^tGi 与 G 2 的并图 ^(Vi [ jV 2 , Ei UEc) s 其中 Gi ^ CV 】， £ | )而（^ = (1^， E 2 >, 
邻接矩阵 3 利用顶点的相邻关系来表示图的矩阵。 

关联矩阵：利用边与顶点的关联关系来表示图的矩阵 《 

同构的简 单困： 对简单图&=<&, Er ) 和简单图 E 2 ) 来说，若存在从 VV 到 
的 一一 对应/，使得对所有属于 Vi 的 A 和％来说， 〈/( A ), / CwWeG 当且仅当彳巧， 

&，则 Gi 与 G 2 是同构的$ 

同构不变量： 同构的图都有或都没有的性质 a 

无向图里从 u 到 v 的通路：一条或多条边的序列勹， h ， …，6 t 其中对 f = 0， 1，…， n 来 

说， A 关联着彳 A ， Xi-hl } t 其中 I 。而 h 十〗 

有向 ® 里从《到 t ； 的通路；一条或多条边的序列 QQ ， … ，〜，其中对#0， I ，…，？!来 

说，~关联着 <心，；+〖），其中而 
简单通路 2 不多次包含一条边的通路。 

回路：在相同顶点处开始与结束的通路，通路长度〃 

连通 S : 在图中每对顶点之间都有通路的无向图。 

困 G 的连通分支：图 G 的最大连通子图。 

强连通有向 从每个顶点到毎个顶点都存在有向通路的有 向图， 

有向图 G ； 的强连通分支 t G 的最大强连通子 
欧拉回路；恰好包含图的每条边一次的回路。 

欧拉 通路： 恰好包含图的每条边一次的 通路。 

哈密顿通路：简单图 G =( V t E ) 里的通路 f h ，使得彳 :，：^，…I ：1^丨 =1 ^而 
且对来说有 A ^ x y 。 

哈密顿 回路： 简单图里的回路 J ： o ， A ， …， A ， A ， 使得工0，上1，…， A 是哈密顿通路® 
带权由：为各边指定数字的图。 

最 短通路 问题；确定带权图里的通路以使得这条通路里的边的权之和在所规定的顶点之间 
的所有通路上是最小值这样的问题， 

旅行商问 题 ； 求访问阁的每个顶点恰好一次的、总长度 M 短的回路的问题。 

可平 面图： 可以画在平面上而没有边交叉的图* 


圈 
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可乎面图的平面表乐面： 该图的平面表示把平面所分割成的区域。 

初等细分: 删除无向图的边<心 W 而且添加新顶点 W 以及边彳 u ， 和边 （ w ， 

同胜： 若两个无向图是从同一个无向图通过一系列初等细分来获得的，则它们同胚。 
阁 着色： 给图的顶点指定颜色，使得相邻的两个顶点没有相同的颜色。 

色数： 在图的着色里所需要的最少颜色数。 


结果 

在连通多重图里存在欧拉回路当且仅当每个顶点都有偶数度。 

在连通多重图里存在欧拉通路当且仅当至多两个顶点有奇数度 

迪克斯特拉算法： 在带权图里求出两个顶点之间最短通路的过程（见 S . 6 节 

欧拉 公式： r =.- i .+ 2. 其中 r ， f 和^分别是可平面图的平面表示的面数、边数和顶点数。 

库拉图斯基定 图是不可平爾的当且仅当它包含同胚于或 IC 5 的子图 & (其证明超出 


ET3 


四色定理：每个平面图都坷以用不超过四种颜色来着色。 {其证 明远远超出本书范围！> 


复习题 


I. W 定义；简单阐，多重阳，伪图*有向阳，有向多重图。 

b ) 用例子说明：如何用 ^ 里每神类型的囝来建模《例如，解释一下如何为计算机网络或飞行航线的不同 
方面来建模。 

2-给出如何用 HH 建模的至少四个例子 D 

3. 在无向罔1，顶点度数之和与该图 里边数 之间的关系是什么？解释这个关系为什么成立， 

4. 为什么在无向閉里奇数度顶点的个数必然是偶数？ 

5. 在有向 囝里顶 点的入 ft 之和与出度之和之间的关系是什么？解释这个关系为什么成立。 

6. 描述下列围族。 

a ) K ，， 在〃个顶点上的完全阁 

在 m 和；1 个顶点上的完全偶围 

c ) a ， 带？1 个 m 点的阐图 

d ) W n , 大小为 a 的轮阁 

n 立方体 

7. 在练习6的_族里，每个阁有多少个顶点和多少条边？ 

8* a ) 什么是偶图？ 

b ) 罔 ff ,, 和中哪些是偶阌？ 

c ) 你如何确定无向图是否为偶阁？ 

9- a 〕 描述用来表示图的三种不同方法， 

1>)_出至少带5个顶点和 S 条边的简单 RfL 说明如何用你在 a ) 里所描述的方法来表示它 B 

10- a ) 两个简单网是同构的是什么意思？ 

b ) 对于简单 m 的同构来说，不变 a 是什么意思？给出至少五个这样的不变最的例子。 

c ) 给出带有相同的顶点数、边数和顶点度 m 不同构的两个简单閉的例子 。 

d ) 是否有一组已知的不变量可以用来有效地确定两个简单丽是否同构？ 

II. w 阁是连通的是什么意思？ 
b ) 什么是阁的连通分支？ 

12. a ) 解释一下如何用邻接矩阵來表示阁， 
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b ) 如何用邻接矩阵来确定从阐 G 的顶点集到图 W 的顶点集的函数是否是同构的？ 

c ) 如何用 ffl 的邻接矩阵来确定在图的两个顶点之间长度为 r 的通路数？其中 r 是正輳数， 

13. a ) 定义无向图里的欧拉回路和欧拉通路。 

b) 描述著名的哥尼斯堡七桥问题，并址解释一下如何利用欧拉回路来重新叙述它 B 
d 如何确定无向阁是否具有欧拉通路？ 

d ) 如何确定无向图是否具有欧拉回路？ 

14. s ) 定义简单图里的哈密顿回路^ 

b ) 给出一些性质，这些性质蕴含着阎单阁没有哈密顿回路 g 

15. 给出至少两个可以通过求出带权阁里最短通路来解决的问题的 例子。 

16. a ) 描述求在带权罔两个顶点之间的最短通路的迪克斯特拉算法 . 

1>)_出至少带10个顶点和20条边的带权图 。 用迪克斯特拉算法求出在罔中你所选择的两个 ® 点之间 
的最短通路。 

17. a ) 團是可平面的是什么意思？ 

b ) 给出不可平面的简单阁的例子。 

18+ U 平面图的欧拉公式是什么？ 

b > 如何用平面阁的欧拉公式来证明简争图是不可平面的？ 

19 - 叙述关于图的可平面性的库拉阁斯基定理.并且解释一下它如何刻画了哪些图是可平面的， 

20, a > 定义罔的色数。 

b ) 当 n 是正整数时 + 图 Ka 的色数是什么？ 

3当〃是大干2的正整数时，阌匕的色数是什么？ 
d ) 当 m 和 n 都是正整数时，图尺_的色数是什么？ 

21, 叙述四色定理 D 有没有不能用四种颜色来着色的图？ 

22, 解释一下在迮模里可以如何使用阁的着色。至少举两个不同的例子 。 

补充练习 


1- 一个带100个顶点的50正则 m 有多少条边？ 
2. K , 有多少种非同构的子罔？ 


在练习3〜5 确定所给的成对的图是否同构。 




图 
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完全 m 部困的顶点划分成 m 个子集合，各有％，巧，…，心个元素，而且顶点相邻当且仅当 
它们属于这个划分的不同子集合。 

6 . 画出下列阑 

a ) 尺 na b ) K ^. j P 2 、 

*7, 完全 m 部阳有多少个顶点和多少条边？ 

吟 a ) 证明或反驳；在至少有两个顶点的有穷简单图里，总是存在两个度数相同的顶点， 

b ) 对有穷多重阁做与 （ a ) 里同样的事9 


设 G =( V . J ?) 是简学圈。顶点集合 V 的子集合 W 的导出子囷是 
的一条 边当且仅当这条边的两个端点都属于 
^考虑 S .4 节图 8-41 所示的 m D 求下列顶点的导出子图 






(W, 


a){a> h 9 r} b){a* e, g) c){6, f, /* h} 

10+ 设 〃是 正整数.证明 t K n 的顶点集的非空子集的导出子阁是完全图 


F )， 其中边集合 F 包含着 E 里 


简单无向阌里的团是一个完全子围，它不包含在任何吏大的完全子 图里。 在练习 II 〜 13 S _, 求所给的 
图的所有团， 



简单围里顶点的支紀集是顶点的一个集合 t 使得其他每个顶点都与这个集合里至少一个顶点是相邻的。 
带最少顶点数的支配集称为最小支纪集，在练习 U 〜16里，求所给的图的最小支配集， 
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简革阁叫用来确定在棋盘上控制整个棋盘的最少皇后数 —个 的棋盘具有^个格子 s 如下图所 
示，在所给位置 M 的皇后控制着同行、同列以及包含这个格子的两条斜线上的所有格子《与此对应的简单 
图具有 n 2 个顶点，每个顶点衷示一个格子，而且若一个顶点所表示的格子里的皇后控制着另 外一个 顶点所 
表示的格子 f 则这两个顶点是相邻的. 

17. 构造表示棋盘的简单罔，用边表示皇后对格子的控 
制，其中 


3 


b ) 


4 


18,解释一下最小支配集的槪念如何应用到确定控制 nXri 棋 
盘的最少皇后数的问题， 

**19. 求控制棋盘的最少皇后数，其中 


— 3 


b )« = 4 


)?i = 5 


20- 假定&和 M , 是同构的而且 G 和 H 2 是同构的.证明或 
反驳 t g uc f 和汁是同构的_ 

21,证明：下列性质是同构的简单围都有或都没有的不变 1 U 

a ) 连通性 b ) 哈密顿回路的存在性 c ) 欧拉回路的存在性 



g 琮所控 
制的格？ 


d ) 有交叉数 C 


e ) 有 fi 个孤立顶点 f ) 是偶阉 

22. 如何从 G 的邻接矩阵求 C ; 的邻接矩阵？其中 G 是简单闬， 

23. 有多少种非闾构的、带有4个顶点的连通 简单偶 W ? 

*24. 有多少种非同构的简单连通阁带有5个顶点并且 

a) 没有任何顶点的度超过 2? b ) 色数等于 4 ? c ) 非可平面的？ 


若有向 m 与它的逆同构 • 则它是 自逆的 • 
25. 确定下列图是否为自逆的。 



无向简单围的定向就是指定它的各边的方向，使得所得到的有向圈是强连通的 • 当无向罔有定向时， 
这个阁 称为可 定向的 • 在练习27〜29 里， 确定给定的阁是否可定向， 





30- 因为在城市中心区交通流 i 正在增长1所以交通工程师正在计划把 H 前所有双行街道都变成单行 街道。 
解释一下如何为这个问题建模。 
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*31. 证明：若一个闬爲有割边，则它不是 MJ ■定向的 


免赛图是简单有向图，使得若1/和1是囹里不同的顶点，则 tO 和 «) 中恰好有一个是图中的边. 
32,有多少种不同的带 n 个顶点的竞赛阁？ 


33-在竞赛闬里一个顶点的人度与出度之和是什么？ 

*34. 证明：每个免赛闬都有哈密顿通路。 

35. 给定鸡群里的两只鸡，其中-只占优势。这样就定义了这个鸡群的哞食次序 9 如何用竞赛图来为啄食 


次序建模？ 

36+假定 G 是带 M 个奇数度顶点的违通多重围.证明；存在*个子 I 图，它们的并图是 G , 其中每个子阁都 
有欧拉通路并嚴任何两个子围都没有公共边^ (提示：向该图添加 A 条边*连接成对的奇数度顶点，并 


a 利 m 这个变大了的阁的欧拉回路。> 

*37,设 G 是带有 n 个顶点的简单图。 G 的带宽表示成 B ( G )， 它是 imx { | I -; j U , 与\是相邻的}在0的 
顶点 + t ….&的所有排列上所取的最小值 . 即带宽是陚给相邻顶点的下标的最大差值在 顶点的 
所有列表上所取的最 小值。 求下列圈的带宽 5 


a)K, b)K u , c)K : , 3 d)K,., e)Q, f) C 5 

*3 g , 连通简单阁的两个不同顶点 q 和&之 N 的是在％和％之间的最短通路的长度（边数）.图的半径 
是从顶点⑸到其他顶点的最大距离在所有顶点^上所取的最小值 g 阁的直径是在两个不同顶点 之润的 
最大距离，求下列阁的半径和直径， 

a ) K & b ) K^s c ) Q 3 

*39, 证明： 若简单阁 G 的直径至少为 4 t 则它的补阁 G 的直径不超过2, 
b > 证明：若简单图 G 的直径至少为3,则它的补 fflG 的直径不超过3。 

^40. 假定一个多重图有 2 m 个奇数度顶点 • 证明 ： 任何包含该阁中每条边的回路，必然至少包含 m 条边超 


过一次。 

41, 求 S . 6节罔 3-63 中在顶点 a 与 z 之间的次最短通路。 

42, 设计一个算法，它在简单连通带权阌眾在两个顶点之间的最短通路。 

43, 求 S . 6节阁8-64中在顶点 a 与 e 之间经过顶点 e 的最短通路 t 

44, 设计一个算法 f 它在简单连通带权罔里*求在两个顶点之间经过第三个指定顶点的最短 通路。 

*45, 证明：若 G 是至少带11个顶点的简单图，则或者 C ； 不是 Pi 平面的，或者 G 不是可平面的 * G 是 G 的 
补 ffL 


若在團中_组顶点的集合里任何两个顶点郁不相邻，则这个顶点集合称为独立的，阁的独立教是阁中 

顷点独立集里的最大顶点数 a 
M6. 下列罔的独立数是什么？ 

a)K n b)C c)Q„ (l)K_ 

47. 证明 ： 一个简箏罔 甲的顶 点数小干或等于这个罔的独立数与色数之积。 

48. 证明；一个阁的色数小于或等于 n + 1, 其中 p 是这个图的顶点数， i 是这个阁的独立数。 

49. 假定为了生成带有 n 个顶点的随机简竿罔，首先选择满足的实数"对 CX ”， 2>对不同顶点中 
的每一对，都生成一个在0与丨之间的随机数 t d ^ 0 « p , 则用一条边连接这两个顶点 i 否则就不 
连接这两个顶点， 

a > 生成带有 m 条边的阁的概率是什么？其中2乂 

M 若以概率户来包含每一条边，则在随机生成的带有 n 个顶点的图中，边数的期®值是什么？ 
c ) 证明：若 ^=1/2. _以_等的概率生成毎一个带”个顶点的简单图。 

每当向简单阁添加史多的边（不添加顶点）时，都还保持的性质称为单调增的，每当从简单图刪除边（不 
_除顶点）时，都还保持的性质称为单调威的. 

50. 对下列每个性质来说，确定它是否为单调增的并且确定它是否为单调减的 。 
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a ) 阁 G 是连適的 。 b ) 閔 G 不是连通的 a c ) 阁 G 有欧拉回路* d ) 罔 G 有哈密顿回路 • 

dfflG 是可平面的 s Dlfl G 的色数为 4 fl 的半径为 h h ) 阁 G 的直径为3， 

51. 证明：闷的性质 P 是单调增的当且仅当图的性质 Q 是单调减的，其中 Q 是不具有性质 P 的性质。 

^ 52 . 假定 P 培简单阁的单调增的 性质。证明： 带 h 个顶点的随机罔有性质 P 的概率是挑选一条边属于闬的 
概率 p 的单调非喊函数。 

计算机题目 


按下述给定的输入与输出写出程序， 

1. 给定无向图的各边所关联的顶点对，确定毎个顶点的度 • 

2. 给定有向阁的各边所关联的有序顶点对*确定毎个顶点的人度和 出度。 

3. 给定简单阁的边列表，确定这个图是否为偶囹。 

4. 给定 阁的各 边所关联的顶点对，构造这个阁的邻接矩阵。 

5. 给定 m 的邻接矩阵*列出这个罔的各边+并且给出每条边出现的次数1 

6. 给定无向围各边所关联的顶点对 • 以及每条边出观的次数，构造这个图的关联矩阵* 

7. 给定无向 m 的关联矩阵，列出它的各边.并且绐出每条边出现的次数 • 

8. 给定正 整数〜 通过产生图的邻接矩阵来生成尤向图，使得以相等的槪率来生成所有的简单图< 

9. 给定正整数 t 通过产生囝的邻接矩阵來生成有向图，使得以相等的概率来生成所有的有向罔。 

10 - 给定两个都带不超过 6 个顶点的简单图的边列表，确定这两个圈是否同构。 

11. 给定阁的邻接矩阵和正整数1求顶点两两之间长度为 n 的通路数（产生对有向图和无向阁来说酆能工 
作的程序 K 

*12 -给定简单罔的边列表，确定它是否连通，若它不连通，则求连通分支数。 

13-给定多重阒的各边所关联的顶点对 • 确定它是否有欧拉 K 路，若没有欧拉回路，则确定它是否有欧拉 

通路 n 若存在欧拉通路或欧拉冋路，则构造这样的通路或回路。 

H 给定有向多重闬的各边所关联的有序顶点对 * 若存在欧拉通路或欧拉冋路，则构造这样的通路或回路 D 
^15. 给定简中罔的边列衷，产生 - 条哈密顿冋路，或者确定该阁没有这样的问路。 

给定简单图的边列表，产生一条哈密顿通路，或者确定该图没有这样的通路。 

17. 给定带权连通简申损的边及 其权的 列表，以及该阁中的两个顶点，用迪克斯恃拉算法求这两点间最短 
通路的长度。另外.求出这条通路 a 

18. 给定无向阁的边的表，用 8.3 节练习里所给的算法求这个图的翁色> 

19. 给定学生及其注册课程的表，构造期末考试 F 1 程表。 

20- 给定各对电视台之间的距离 • 为这些台分配频宰。 

计算和研究 

利用计算程序或你所编写的程序来做下面的练习 t 

1. 显示措4个顶点的所有简单阁. 

2, 显示全套的带 S 个顶点的所有非同构的简单 RL 
3+显示全耷的带4个顶点的所有非同构的有向图。 

4. 随机地生成10个不同的简单图，每个带20个顶点，使得每个这样的图都是以相等的概率来生成的。 

5. 构造一种格雷码，其中码字都是长度为6的位串 • 

6. 构造马在不同大小的棋盘上的周游路线。 

7. 确定你在本组练习的练习4里生威的每个 m 是否为平面图 • 若你可以做到 * 则确定每个非平 面阁的 
厚度《 

8. 确定你在本组练习的练4 4里生成的每个罔是否连 ifi * 若有一个图不连通，则确定这个閉的连通分 
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支数 4 

9, 随机地生成带10个顶点的簡单阐，当你生成了 -个带欧拉回路的阁时停止。显示这个阁里的一个欧拉 
回路: ^ 

10. 随机地生成带10个顶点的简单周。当你生成了一个带哈密顿回路的阁时停止显示这个阁里的 一个哈 
密顿回路。 

11- 求你在本组练习的练习4里所生成的每个阁的色数。 

#12. 求旅行推销员访问美国50个州的每个首府所能采取的最短路线，飞机在各城市之间直线通行， 

*13, 对每个不超过10的正整数^來说，估计随机生成的带《个顶点的简单围连通的概率，方法是生成一组 
随机简笮图井且确定每个图是否连通。 

研究这个问题：确定 K ( 7 , 7) 的交叉数是否为 77 t 79或 SU 已知它等于这三个数当中的一个。 

写作题目 

利用本书以外的资料，就下列问题写作短文 a 

1 . 梢述一下在1900年以前 m 论的起源和发展. 

2. 讨论一 f 罔论在生态系统研究中的应用《 

3. 讨沦一下图论在社会学和心理学中的应用， 

4. 讨论一下通过研究 M 络阁的性质可以了解到什么？ 

描述一 卜给定 一个罔的顶点和边，在纸面或屏幕上画出这 个罔的 箅法。 

6. —个输人、显示和操纵各种罔的软件工具应当 flr 有什么功能？现有的工具都具有这些功能中的哪些？ 

7. 描述一下确定两个阁是否同构的一些可用择法和这些算法的计算复杂性，目前已知最有效的算法是 
什么？ 

8. 描述 一 T 如何用欧拉通路来帮助确定 DNA 序列 g 

9. 定义 一 T 德布 鲁因序列并旦讨论它们如何出现在应用里。解释如何用欧拉 回路来 构造德布鲁因序列。 

10. 描述一下中国邮递员 问题并 且解释如何解决这个问題， 
il 描述一下蕴含蔚 m 具有哈密顿回路的一些不同条件 。 

12. 描述一下用来解决旅行推销员问 M 的几个不同策略和算法 & 

13. 描述 一下确 定一个闬是否 Mf 平面的几个不同算法。每个算法的计算复杂性是什么？ 

14. 在建模中 t 有时把大规模集成电路 ( VLSI ) 阁嵌入到一本书屮，让顶点都在书脊上而边#在不同的书页 
上（在同一页之内边与边互.不相交）。定义下阌的书页教 （book numbert 即上述做法所需要的最少页 
数——译者注）并且对 ^-3, 4, 5和6求包括 K , 在内的各种图的书页数。 

15. 描述一下四色定理的历史。 

16. 描述一 F 在四色定埋的证明中计羿机所扮演的角色 s 如佝肯定一个依赖泽算机的证明是正确的？ 

17. 就是否产生最少颜色的宥色以及复杂性而言,描述并比较一下给图着色的几个不同算法， 

18- 解释一下在各种不同模型里如何使用阁的多重看色。 

19. 解释一下在带特定性质的图的非构造性存在性证明中如何便用随机阌理论。 





第 9 章树 


不包含简单回路的连通图称为树。早在1857年英闺数学家亚瑟 * 凯莱就用树去计数某些类 
型的化合物 . 本竞中的例子将说明从那时起，树已经被用来解决各种学科分支里的问题. 

树在计箅机科学里特别有用 * 尤其是在箅法中，例如，用树来构造求出项在表中位晋的有效 
箅法》可以用树构造有效编码以节省数据存储和传输成本.比如赫夫曼编码；可以用树来研究渚 
如跳棋和象棋这样的博弈，并且可以帮助确定进行这些博弈的取胜策略 5 可以用树来为通过一 
系列决策而完成的过程建立模型 d 构造这些模型可以帮助确定比如排序算法这样的基于一系列 
决策的算法的计算复杂性。 

通过深度优先搜索或宽度优先搜索，时以系统地遍历图的顶点，抅造出一棵包括每个顶点 
的树来，通过深度优先捜索来探索阁的 顶点， 也称为间潮，允许系统地搜索五花八门的问题的 
解.比如确定在棋盘上如何放置8个王后使得这些王后不能互相攻击 a 

噚以给树的边陚权来为许多问题建立模型。例如，用加权树可以开发出构造网络的算法，这 
些网络含有最便直的连接不同网络节点的电话线集合 D 


9 . 1 概述 


■彳第8章说明了如何用图来建立模型和解决许多问题，本章将集中讨论称为树的一种特 
: 殊类型的图，之所以这样命名是因为这样的图就像是树，例如，家族树是表示族谱图 
的图。家族树用顶点表示家族成员并且用边表示亲子关系，图 9-1 显示瑞士数学世家伯努利家族 
的家族树。表示家族树的无向图是树的一个例子。 
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树是没有简单回路的连通无向图。 

因为树没有简单回路，所以树不含多重边或环，因此任何树都必然是简单图。 

例1在图 9-2 所示的图中，哪些图是树？ 

me 、 和 G 2 是树， 因为都是没有简单冋路的连通图 u G 3 不是树， 肉为6 a ， 1 r 是这 
个图中的简单回路，最后，仏不是树，因为它不连通。 _ 





树 


525 


b 





o b a b a b 




任何一个不包含简单回路的连通图都是树 B 不含简单回路但不…定连通的图是什么？这呰 
图称为森林,而且具有这样的性质：它们的每个连通分支都是树，圈心3显沄一个森林 D 



图 9-3 —个森林的例子 

通常把树定义成具有在每对顶点之间存在唯一简单通路的性质的无向图。下面的定理说明 
这个定义与原来的定义等价 D 

一个无向围是树当且仅当在它的每对顶点之间存在唯一简单通路。 

证首先假定了是树。则 T 是没有简单回路的连通图 & 设 I 和^是 T 的两个顶点 因为了 
是连通的，根据& 4节定理1，在 t 和^之间存在一条简单 通路。 另外，这条通路必然是唯一 
的，因为假如存在第二条这样的通路，那么从1到; y 的第一条通路以及将第二条通路逆转后所得 
到的从: y 到 x 的通路，将组合起来形成回路。利用 8.4 节练习43，这蕴含着在： T 中存在简单回 
路，因此，在树的任何两个顶点之间存在唯一简单通路。 

现在假定在图丁的任何两个顶点之问存在唯一筒单通路$则 T 是连通的，因为在它的任何 
两个顶点之间存在通路。另外， T 没有简单间路。为了看出这是个真命题，假定： T 有包含顶点1 
和 y 的简单回路 . 则在 I 和: y 之间就有两条简单通路，因为这条简单回路包含一条从 ，到 y 的简 
单通路和一条从: y 到 I 的简单通路.因此，在任何两个顶点之间存在唯一简单通路的图是树。 □ 

在树的 许多应用里， 指定树的一个特殊顶点作为 根，一 旦规定了根，就可以给每条边指定方 
向如下，闲为从根到图的每个顶点存在唯一通路（根据定理1>，所以指定每条边是离开根的方 
向，因此，树与它的根一起产生一个有向图，称为根树。 



定义 2 


根树是指定一个顶点作为根并且每条边的方向都离开根的树。 

也坷以递归地定义根树，参考 3. 4节来了解如何这样做 a 通过选择任何 一个顶 点来作为根， 
就可以把非根树变成根树，注意对根的不同选择会导致产生不同的根树。例如1图显承通过 
在树 T 里分别指定 a 和 f 作为根所形成的根树 * 通常在画根树时把根画在图的顶端。指示根树中 
边的方向的箭头可以省略， ㈥ 为对根的选择确定了边的 方向。 


树 r 以^为 m 以^力枨 

/ g ^ e 



m 9-4 一棵树以及指定两个根所形成的根树 

树这个术语起源于植物学和族谱学 u 假定7■是根树^若^是 r 里非根的顶点，则 u 的父母 
是使得从〃到^存在有向边的唯一的顶点读者应当证明这样的顶点“是唯一的 】 。当“是^的 
父母时， T ； 称为 w 的子女。具有相同父母的顶点称为兄弟 a 非根顶点的祖先是从根到该顶点的通 
路上的顶点，不包括该顶点自身但包括根（即该顶点的父母.该顶点的父母的父母，等等，一直 
到根为 止）。 顶点 t 的后代是以 u 作为祖先的顶点。树的顶点若没有子女则称为 树叶。 冇子女的 
顶点称为 内点。 根是内点，除非它是图中唯一的顶点，在这种情况下它是树叶。 

若 a 是树里的顶点，则以 a 为报的子树是由“和^的后代以及这些顶点所关联的边所组成的 

该树的子图。 

例2在图 9-5 所示的 根树黾 （有根 a ), 求 c 的父母， g 的子女，&的兄弟， e 的所有祖先 ， A 

的所有后代，所有内点以及所有树叶。什么是根在 If 处的子树？ 

解 c 的父母是 j ? 的子女是 A , z ■和八 的兄弟是 ，和 J . e 的祖先是 h h ^\ a a 6 的后代 
是 c , £/和 G 内点是〜仏 r ， Jf , &和 J 。 树叶是山 6 /# ;. A ，/ 和阳.根在襄处的子树如 
图 9-6 所示, ■ 


T 
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在许多不同的应用里都使用具有下面性质的根树：它们的所有内点都有同样个数的子女 6 
在本章后面将用这样的树去研究涉及到搜索、排序和编码的问题。 

若裉树的每个内点都有不超过 m 个子女，则称它为 m 元树 D 若该树的每个内点都 
恰好有出个子女，则称它为正則 m 元树6把 m = 2 的正则 m 元树称为二叉树， 

例3在图 9- 7黾的 根树， 对某个正整数 m 来说是否为正则 m 元树？ 



解 1\是 正则二 叉树，因为它的每个内点都有两个子女， A 是正则三元树，因为它的每个 
内点都有三个子女，在 n 里每个内点都賓五个子女，所以它是正则五元树 D 对任何 m 来说， r + 
都不 是正则 m 元树，因为它的某些内点有两个子女而其他内点有三个 子女， _ 

有序根树是把每个内点的子女们都排序的根树 b 画有序根树时，以从左向右的顺序来显示 
每个内点的子女们 & 注意在常规方式下根树的表示将确定它的边的一种顺序，我们将在画图时 
使用边的这种顺序，但不明确地指出认为根树是有序的, 

在有序二叉树（通常只称为二叉树）中，若一个内点有两个子女*则第一个子女称为左子女而 
第二个子女称为右子女。根处在一个顶点的左子女处的树称为该顶点的左子树，而根处在一个 
顶点的右子女处的树称为该顶点的右子树。读者应当注意，对某些应用来说，二叉树的每个非根 
顶点都指定为其父母的右子女或左子女。即使当某些顶点仅有一个子女时也这样做。具体指定 
方式视需要而定。 

可以递归地定义有序根树。 3.4 节以这种方式定义了二叉树，它是有序根树的一种类型 u 
例 4 在图所示二叉树了里，什么是 d 的左了-女和右子女（其中顺序是画法所蕴含的）？ 
什么是 c 的左子树和右子树？ 

解 d 的左子女是/而右子女是在图 tSb 和图 9-8 c 中分别显示 c 的左子树和右子树 

■ 

与图的情形恰好一样，不存在用来描述树、根树、有序根树和二叉树等的标准术语 t 出现这 
种非标准的术语是因为在计算机科学里大量地使用树，而计算机科学还是相对年较的领域，每 
当碰到关于树的术语时，读者就应当仔细地核对这些术语所表示的意思 u 
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m 9-8 二叉树 T 和顶点 e 的左子树和朽子树 


9, L 1 树作为模型 


以树为模型的应用领域非常广泛，比如计算机科学、化学、地理学、植物学和心理学等。下 
面将描述基于树的各式各样的模型 . 

例5饱和碳氨化合物与树图可以用来表示分子，其中用顶点表示原子，用边表示原子之 
间的化学键。英国数学家亚瑟 * 凯莱 3 在1857年发现了树，当时他正在试图列举形如 

的化合物的同分异构体，它们都称为饱和破氩化合物^ 

在饱和碳氢化合物的图模型里，用 4 度顶点表示每个碳原子，用1度顶点表示每个氢原子。 
在形如的化合物的表示图里有 3 II + 2 个顶点。在这个图中，边数是顶点度数之和的一 
半。因此，在这个图中有 <4 n 十十 2)/2 = 3 n+l 条边 e 内为这个图是连通的，而旦边数比顶点 
数少1，所以它必然是树（见本节末的练习 

带有 〃个 4度顶点和 h + 2 个1度顶点的非同 
构的树，就表示十2的不同的同分异构体 • 

例如，当《 = 4时，恰好存在两个这种类型的不同 
的同分异构体。它们的结构如图 9-9 所示。这两 
种同分异构体称为丁烷和异丁烷。 ■ 

例6 表示组织机构大的组织机构的结构可 
以用根树来建模.在这个树里每个顶点表示机构 
里的一个职务。从一个顶点到另外一个顶点的边 
的起点所表示的人是终点所表示的人的 《直接 >上 
司。图 9-10 所示就是这样的树。在这个树所表示 
的组织机构里，硬件开发主任直接为研发经理工作。 


3亚瑟.凱莱 （Arthur Cayley, 1821—1895) 凯莱是一个商人的儿子*他在年纪很小时就在数字计算方 
示出他的数学 天才。 凯莱在17岁时进人剑桥的三一学院 d 在学院期间，他爱好阅读小说。凯莱在剑桥 
表现优秀，被选举为任期三年的三一院土和助教.在这期间，凯莱开始了对 a 维几何学的研究.对几何学和分析 学做出 
了多种贡献.他还1¥欢登山，在瑞彳:麼假时以普 iLf 为乐。因为没有合适的数学家职位，所以凯莱典幵了剑桥大学，进人 
法律行业，并且在1849年获取律师资格*荩赞凯莱在从事法律工作的同时还维续卷数学研究，他依然在法律界贏得了广 
泛的声誉*他在法律生涯中写出了三百多篇数学论文。剑桥大学在 18 S 3 年设立~个新的数学职位并且把它给 f 凯莱。凯 
菜接受 f 这份报酬低 T 律师的工作。 
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m 9-9 丁烷的两种同分异构体 
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printer file 

阁 9-11 一个计算机文件系统 


imp 


junk 


例 8 树形连接并行处理系统在& 2节例 13 里描述过多种并行处理的互联网络 & 树形连 
接网络是把处理器互相连接的另外一#重要方式，这样的网络的表示图是正则二叉树 E 这样的 
网络把— 1个处理器互连起来，其中丨是正整数，一个非根也非树叶的顶点 w 所表示的处 
理器具有三个双向连接，一个连接通向 V 的父母所表示的处理器，两个连接通向 P 的两个子女所 
表示的处理器，根所表示的处理器具有两个双向连接.分别通向^的两个子女所表示的处理器。 
树叶所表示的处理器具有一个双向连接，通向^的父母。 P , 

在图 9*12 里显示带7个处理器的树形连接网络。 

将要说明并行计算是如何使用树形连接网络的，具 
体地说，将说明图 9-12 里的处理器是如何用三步来完成 
8个数的相加的。在第一步用 Rt 相加 a 和对。用^相 
加 A 和 A Q 用户6相加和 W u 用 P ? 相加 X 7 和 . 

在第一步用相加 X ! +&和 U 十； H 。用 Pa 相加 A 



图 3-12 带7个处理器的树形连接两络 



例7计算机文件系统计算机存储器中的文件可以组织成目录目录可以包含文件和子目录。 
根目录包含整个文件系统1因此，文件系统舛以表示成根树，其中根表示根目录，内点表示子目录， 
树叶表示文件或空0录，在图 9-11 中显示一个这样的文件系统 0 在该系统中，文件 khr 属于目录 
(注意文件的链接，同一个文件会有一个以上的路径名，导致计算机文件系统中有回路。） _ 
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和 I? - 尤 8 。 最后，在第 广 : 步用 Pi 相加： n +■ 十丈3 +工！和 A 十 IS 十 m 。这种方法要优 
于串行地相加8个数所需要的七步，串行的步骤是依次把一个数与表中前面各数之和相加， ■ 

9. 1. 2树的性质 


我们常常需要知道树里各种各样的边和顶点的数目之间的联系。 

带有? I 个顶点的树含有 n — 1条边。 

证将用数学归纳法来证明这个定埋 u 注意对于所有的树来说，在这里可以选择一个树根 
并且认为这个树有根， 

基础 步骤： 当〃二1时，有 71=1 个顶点的树没有边。所有对于来说定理 为真。 

归纳步 m : 归纳假设说有*个顶点的每个树都有* 一 1 条边，其中々是正整数。假设树丁有 
是十 i 个顶点并且 r 是 T 的树叶 b 必定存在，因为树是有穷的），设如是 t ； 的父母，从 T 删除顶 
点 U 和连接加和^的边，就产生有 A 个顶点的树丁、因为所得出的_还是连通的并且没有简单 
回路。根据归纳假设， T 有 k _ i 条边 。 所以 r 有6条边，因为 t 比 广多1 条边，即连接^ 和⑴ 

的边，这样就完成了归纳步骤 9 □ 

下面的定理说明，带有栺定的内点数的爪元树的顶点数是确定的。与定理2—样 ， 将用 

来表示树中的顶点数。 

喊 带有 i 个内点的正则 m 元树含有 n = mi + l 个顶点。 

证除拫之外的每个顶点都是内点的子女。因为每个内点有 m 个子女，所以在树宇除根之 

外还有 / m 个顶点 0 因此，该树含有”=加+ 1个顶点。 □ 

假定丁是完全 m 元树。设丨是该树的内点数而丨是树叶数。 一旦〜 纟和；之中 的一个 已知， 
另外的两个量就随之确定了 P 下面的定理给出如何从已知的一个量求其他两个量的方法。 

财岛脚一个正则树若带有 

( On 个顶点，则带有 i — in — D / m 个内点和/ = [( m _ 1 >? l + l 」/ m 个树叶; 

< ii ) 纟个内点，则带有 n = // i £+ 1个顶点和/= ( m ~ I ) jt + 1个树叶； 

( iii )/ 个树叶，则带有 l>/(m — 1) 个顶点和 i =“_ l )/( m _ l ) 个内点, 

证设/!表示顶点数，^表示内点数，/表示树叶数 • 利用定理3中的等式，即 《 = mf + l ， 
以及等式打=/+〖（这个等式为真，是因为每一个顶点要么是树叶、要么是内点），就可以证明本 
定理的所有三个部分.将在这里证明 （ i )。（ i 〖） 和 （ ii 〗） 的证明留给读者作为练习 & 

在 n = + l 里求解 i 得出纟 = 然后把 I 的这个表达式代人等式《 = 就证明 

l=n _ i=n— {n~ 1 )/jn = [(m — 1 )h+ 1]/D 

例 9 说明如何使用定理4。 

例9假定某人寄出一封连环信。要求收到信的每个人再把它寄给另外4个人。有一些人这样 
做了，但是其他人则没有寄出信《若没有人收到超过一封的信，而且若读过信但是不寄出它的人 
数超过100个后，连环信就终止了，则包括第一个人在内，有多少人看过信？有多少人寄出过信？ 
解可以用4元树表示连环信。内点对应于寄出信的人，而树叶对应于不寄出信的人。因为 
有100个人不寄出信，所以在这个根树里，树叶数是（=100。因此，定理4的 （ iii ) 说明， 已经看过信 
的人数是 n =(4 • 100_1)/(4 — 1> = 133,另外，内点数是 133—100 二33，所以33个人寄出过信。_ 
经常需要使用这样的根树，它们是“平衡的' 所以在每个顶点处的子树都包含大约相同长度 
的通路。下面的一些定义将解释清楚这个概念。在根树里顶点^的层是从根到这个顶点的 唯一通 
路的长度。报的层定义为0,根树的高度就是顶点层数的最大值 D 换句话说 1 根树的层数是从根 
到任意顶点的最长通路的长度。 
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例10 求图 9-13 所示的根树里每个顶点的层数，这棵树的髙度是什么？ 

解 根 a 在 0 层 h. 顶点匕 j 和々都在 1 层上，顶点 o a /和 / 都在 2 层上 g 顶点 A “ m 
和 ri 都在3层上。最后，顶点 A 在4层上 & 因为任意顶点的最大层数是4,所以这棵树的髙度为4。 ■ 
若一棵 髙度为 A 的元树的所有顶点都在 A 层或 A — 1 层，则这棵树是乎衡的。 

例 11 在图 9-14 所示的一些根树里，哪些裉树是平衡的？ 



m 913 一棵根树 图 9.14 一些根树 


解 丁 1 是平衡的，因为它所有的树叶都在 3 层和 4 层上。不过，八不是平衡的，因为它有 
树叶在 2 层、 3 层和 4 层上 p 最后， 7^ 是平 衡的， 因为它所有的树叶都在 3 层上。 ■ 

定理 5 中的结果建立 m 元树的髙度与顶点数之间的联系. 

她 M 在髙度为 A 的 m 元树里至多有个树叶。 

证本证明对岛度使用数学归纳法，首先，考虑高度为1的切元树。这些树都是由带有不 
超过衍个子女的一个根所组成的，毎个子女都是 树叶， 因此在高度为〗的 m 元树里有不超过 
个树叶。这是归纳论证的基础步骤 s 

现在假定对高度小于 W 的所有 m 元树来说，这个结果都为真；这是归纳假设 • 设 r 是高度 
为 A 的 m 元树。 T 的树叶都是通过删除从根到每个在1层的顶点的边所获得的 T 的子树的树叶， 
如图 9-15 所示。 



这些子树的高度都小于或等于所以根据归纳假设 • 这些根树每个都有至多卿* $条 
边。因为最多有 m 个这样的子树，每个子树最多有 m 卜1个树叶，所以在这个根树里最多有 m • 

个树叶。这样就完成了归纳论证、 □ 
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0^1若一个高度为 A 的 m 元树带有/个树叶，则若这个 m 元树是正则的和平 
衡的.则 AHlog 以 1( 在这里使用向上取整函数，冋 fe — 下， 「i] 是大于或等于7的最小整数） fl 
证从定理5知道取以 w 为底的对数就证明因为 / i 是整数，所以有 
riog m 0o 现在假定这个树是平衡的。于是每个树叶都在 A 层或/?_1层上，而且因为树的高度为 h 所 
以在/!层至少有-个树叶 D 所以必然有超过个树叶 (见 本节末的练习30)。因为/所以有 

在这个不等式里取以 m 为底的对数就得出因此 □ 


练习 


1. 下面哪些囹是树? 






3,回答下列关于左下罔所示的根树的问题 
a ) 哪个顶点是根？ 
c ) 哪些顶点是树叶？ 
e ) 哪呰顶点是 A 的父母？ 
g ) 哪些点是 >7?的祖先？ 


b ) 哪些顶点是内点？ 
d ) 哪些顶点是 j 的子女？ 
f ) 哪些顶点是 u 的兄弟？ 
h ) 哪些顶点是/>的后代? 


4.对于右下阁所承的根树，回答练另3所列出的相同问躲。 
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5+ 练习3电的根树对某个正整数 m 来说，是否是 止则爪 元树？ 

6. 练3 4里的根树对某个正整数来说，是否是正则 m 元树？ 

7. 练习3里的根树的每个顶点的层数是什么？ 

S . 练4 4里的根树的每个顶点的层数是什么？ 

9. _出练习3 ■的树以下列顶点为根的子树。 

a)d b)c c)e 

10. 画出练邛4 M 的树以 T 列顶点为根的子树。 

a ) n h)r c)p 

11. a ) 有多少种非同构的带有 3 个顶点的非根树？ 

b ) 有多少种非同构的带有3个顶点的根树（使用有向阁的同构）？ 

M 2, a ) 有多少种非同构的带有4个顶点的非根树？ 

b ) 有多少种非同构的带有4个顶点的根树（使用有向阌的同构）？ 

*13. 有多少种非同构的带有5个顶点的非根树？ 

b ) 有多少种非同构的带有5个顶点的根树（使用有向图的同构）？ 

M 4. 证明；简单图是树当且仅当它是连通的、但是删除它的任何一条边就产生不连通的图。 

*]5.设 G 是带有《个顶点的简单阐 & 证明； G 是树当且仅当 G 是连通的并且有 n — 1条边。 

16. 哪些完全偶是树*其中饥和^!都是正整数？ 

17, 带有10 000个顶点的树有多少条边_; 

18- 带有 100 个内点的正则 5 元树有多少个顶点？ 

19. 带有1000个内点的正则二叉树有多少条边？ 

20. 带有100个顶点的疋则3元树有多少个树叶？ 

2 L 假定 10< W 个人#加象棋巡回赛&若一个选手 输掉盘 就遭到淘汰，而且比赛进行到只有一位参加者还 
没有糨过为止 T 则利用这个巡 间赛 的根树模型，来确定为了决出冠军必须下多少盘棋（假定没有平局 >* 

22, —封连环信。开始时 有一个 人寄出-封信铪其他5个人 。 收到此倍的每个人要么寄出信给从来没有收 
到过它的其他5 个人. 要么不把它寄给任何人。假定在这个连环终止以前有10 000人寄出过此信 T 并 
且没有人收到过超过一封信。有多少人收到过信？又杳多少人收到过信但是没有寄出它？ 

23 . —封 连坏信& 开姶时一个人寄出一封倌给其他10个人要求每个人寄出此信给其他10个人， 丽且每 
封信都包含该连环里前面 S 个人的列表。除非表中不足6个名字 t 否则每个人都寄一美元给表中第一 
个人，从表中删除这个人的名字，把其他5个人的名宇向上移动一位，并且把他或她自己的名宇插人 
到表的末尾。若没有人中断这个连环，并且每人至多收到一封信， 则这个 连环里的一个人最终将收到 
多少钱？ 

*24, 要么画出带有76个树叶而且离度为3的正则 m 元树，其中 m 是正整数，要么证明这样的树不存在， 
★25, 要么_出带有 S 4 个树叶而且高度为3的正则 m 元树，其中 m 是正整数，踅么证明这样的树不存在 t 
^26. 一个正则；7!元树 了有81 个树叶并且离度为4。 

a ) 给出_的上.界和下界。 b ) 若丫也是平衡的，则 m 是什么？ 

一个完全 m 元树是其中毎个树叶都在 同一层 上的正则 w 元树， 

27. 构造高度为 4 的完全二叉树和商度为 3 的完全 3 元树 d 

28. 高度为 ft 的完全 m 兀树具有多少个顶点和多少个树叶？ 

29. 证明： a ) 定理4的部分 （ ii ) & b ) 定琿4的部分 

-^30, 证明：脔度为 A 的正则 m 元树具有超过个树叶 t 
31- 在包含总共〃个顶点的 f 个树的森林黾有多少条边？ 

32. 解释一下如何用树来表示由章、章中节、节中小节组成的书的目录表 s 

33. 下 | li 的饱和碳氢化合物有多少种不同的同分异构体？ 
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b)QH lS c)C s H u 

34 + 在组织机构树 1 下述对象分别表示什么内容？ 

a ) —个顶点的父母 s b ) —个顶点的子女 & d —个顶点的兄弟 E 

d ) —个顶点的祖先 4 d —个顶点的后代。 「) 一个顶点的层数。 

g > —棵树的高度 

35 . 对表示计算机文件系统的根树，回答与练习 34 里所给的那些问题相同的 问题。 

36 . a ) 画出表示 15 个处理器的树形连接网络的带有 15 个顶点的完全二叉树 # 

b ) 说明如何用 （ a ) 黾的 15 个处理器分四步求】 fi 个数之和 . 

37 . 设 n 是 2 的幕。证明：可以用个处理器的树形连接网络在 bgn 步里求 a 个数之和。 

标记树是其中每个顶点都指定了标记的树当在两个标记树之间存在保持顶点标记的同构时，就把这 
两个标 E 树当作同构的，用集合彳 1 ， 2 t 3 } 里二个不同的数来标记三个顶点的.非 N 构的标记树有多少 
种？用集合{ 1 ， 2 , 3 , 4 } 里四个不同的数来标记四个顶点的 1 非同构的标记树有多少种_? 


非根树 里顶点 的离心度是从这个顶点开姶的最长的简单通路的长度.若在树里没有其他顶点比一个顶 
点的离心度更小，则这个顶点就称为中心。在练习39〜41里，求每一个是所给的树的中心的顶点。 



42, 证明： 为了从非根树产生萵度最小的根树，就应当选择中心来作为根. 
*43 .证 明： 树有一个中心或两个相邻的中心， 

44,证明 s 每一个树都可以用两种颜色来着色。 


根斐波那契树7；是以下面的方式来递归地定义的4 丁 3 和乃都是包含单个顶点的根树+而对^ = 
3, L …来说，都是从一个根以7；^作为左子树并且以 T „- 2 作为右子树来构造出根树 
45.， 圃出前 7个根斐波那契树， 

*46, 根芟波那契树 T ； 有多少个顶点，树叶和内点？其中 n 是正整数 & 它的高度是什么？ 

47. 下面这个使用数学归纳法的“证明”错在什么地方？命■:有 n 个顶点的每个树都有长度为？1 一 1的路 
径^基础步蠊：有1个顶点的每个树骷然有长度为0的路径 a 归纳 步廉: 假设有 n 个顶点的树有氏度 
为 n —〗的路径，这个路径以 m 作为终点。加人顶点 r 和从 u 到^的边。所得出的树有 n +] 个顶点并且 
有艮度为》的路径。这样就完成了归纳步骤， 

*43, 证明： 有个顶点的二叉树中树叶的平均深度是 fKbgd , 

9.2 树的应用 

9.2.1 引言 

下面将要运用树来讨论三个问题。第一个问题是 ； 应当如何对列表里的项进行排序.以 
便可以容易地找到顼的位置？第二个问题是：为了在某种类型的一组对象里找出带某种性质 
的对象，应当做出一系列什么样的决策？第三个问题是：应当如何用位串来有效地编码一组 
字符？ 



9+^2 二叉搜索树 


在判表里搜索一些项，是计算机科学的_项重要任努。主要0标是实现一个捜索算 
'琴、法， 当项都完全排序时，这个算法有效地找出项 4 这个任务可以通过使用二又技索树 
来完成，二叉搜索树是一种二艾树，其中任何顶点的每个子女都指定为右子女或左子女，没有顶 
点具有超过一个的右子女或左子女，而且每个顶点都用一个关键字来标记*这个关键宇是各项 
中的一个，另外，这样指定顶点的关键字，使得顶点的关键字不仅大于它的左子树里的所有顶点 
的关键宇，而且小于它的右子树里的所有顶点的关键字 a 

这个递归过程用来形成项的列表的二叉搜索树.从只包含一个顶点（即根>的树开始 p 指定列 
表中第一个项作为这个根的关键字。为了添加新的项，首先比较它与已经在树里的顶点的关键 
字*从根开始，若这个项小于所比较顶点的关键字而且这个顶点有左子女，则向左移动，若这个 
项大于所比较顶点的关键字而且这个顶点有右子女，则向右 移动。 当这个项小于所比较顶点的关 
键宇而且这个顶点没有左子女时，就插人以这个项作为关键字的一个新顶点，并把新顶点作为这 
个顶点的左子女，同理，当这个项大于所比较顶点的关键字而且这个顶点没有右子女时，就插人 
以这个项作为关键字的一个新顶点，并把新顶点作为这个顶点的右子女 a 用例1来说明这个过程， 
例1 构造下面这_单词的二叉搜索树（用字母顺序〕： ni£st hematics , physics , geography , 


zooicigy, meteorology! geology，psychology 和 chemistry e 

解图 9-]6 昆示了构造这个二叉搜索树所用的步骤 D 单词 mathematics 是根的关键宇因 
为 physics 是在 mathematk 之后（按照字母顺序），所以给根添加带关键字 physics 的右子女 D 因 
为 geography 是在 mathematics 之前，所以给根添加带关键字 geography 的左子女。下一步 * 给带 
关键字 physics 的顶点添加右子女，并且给其指定关键宇 zoology . 因为 zoology 是在 mathematics 
之后且在 physks 之后。同理，给带关键字 physic 的顶点添加左子女，并且给其指定关键字 
meteorology ^给带关键字 geography 的顶点添加右子女，并且给其指泣关谜字 geok > gy P 给带关 
键字 zoology 的顶点添加左子女，并且给其指定关键宇 psychology p 给带关键字 geography 的顶点 
添加左子女，并且给其指定关键字 diemisuy (读者应当完成在每步上所需的所有比较 ■ 


Mathematics 


Mathematics 


Physics 


Physics > MaKhcmatic^ 


Mathematic 


Mathematics 


m Physics 

raphy /A 


Geogr^phv 


Geography 


Meteorology Zoology 


Physics 


Mathematics 

y\ 

Geography Physics 


Mathematics 


Geography 


Physics 


Z£x>Iogy 


Geography < Mathematics 


Malhematics 


O^olcgy^ 0 ^ Zoolog: 

Meteorology 


Meteorology 


Physics 


Zoology > Mathematics 
Zoology > Physics 


Mathematics 

Geographv /^ V . 


Zoology 


Zoology 


Meteorology > Matheitiatics 
MeteDrology < Physics 


Geology < MaiheinMics 
Geology > Geography 


Psychology 

Psychology > Mathematics 
Psychology > Phy?;ic^ 
Psychology < Ztwbgy 


Chemisiry ^/ 

Meteorology Psychology 

Chemisrry < Maih^maiks 
Chemistry < Geography 


m 9-ig 构造二 x 搜索树 
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9 幸 

为了找出项的位置，我们尝试将它添加到二叉搜索树。若它出现，则找到它的位置.算法1 
给出这样的伪代码，它在二叉搜索树寻找一个项的位置，若没有找到这个项，则添加一个新的顶 
点，用这个项作为新顷点的关键字.当: T 不是关键字时，给树添加带关键字 I 的新顶点。在这个 
伪代码中， v 是以 a ： 作 为其关 键字的顶点.而 / a & Kd 表示顶点^的关键字„ 

I )1 法 i 二叉搜索树算法 
procedure insertionCTi 二叉搜索树， I: 项） 

1 5 # T 的根 

( 一个不在 r 里出现、具有值仙 // 的顶点 } I 

while v^null 并且 label( v)^x i 

I 

I begin 

if x<^ label (^} then 

if t/ 的左子女尹 im" then u : = u 的左子女 
1 else 添加 nerv wrtea: 怍为 v 的左子女并且设 It t> ^null 
else 

if t; 的右子女 # 对 &^ then ^ s ^u 的右子女 

else 给了添加 n^w vertex 作为 u 的右子女并且设置 v ! — null 

I end 

if 丁的根 =_/ 』 theii 给树添加顶点 r 并且 Mi ： r 标记它 
els« If label(^u ) 手工 then 用 ：r 标记 ^rtex 
I {V—J£ 的位置 } 

- —— i— ^ - ■ || | ■ - — ■ - ■■ ■ ~ ■■ 

现在我们来确定这个过程的计算复 杂性。 假定有《个项的列表的二叉搜索树: T 。 可以从了这 
样构造一个满二叉树 U : 在必要时添加无标记的顶点，以使得每个带关键字的顶点都有两个子 
女，这个做法在圈 9-17 里说明 。 -旦这样做了 t 就容易找出新项的位置，或者添加新项作为关 
键字而不添加顶点。 



末标记的顶点加了_圈 

闬 9-17 添加无标记顶点使二叉搜索树满 

添加一个新项 所需要 的比较次数，最多等于在 u 里从根到树叶的最长通路的长度。 u 的内 
点都是 T 的顶点，所以 U 有 n 个内点，现在可以利用9,1节定理 4 的部分 Ui ) 来得出 U 有 ” + 1 
个树叶*利用 9.1 节的推论1,时以看出 U 的离度大于或等于 A =「 bgGi + l )" U 所以，必须至少 
执行 「 logb + lM 次比较以添加某个项 。 注意若[/是平衡的.则它的髙度是 「 bgb + l )1( 根据 
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节的推论 1 )。丙此，若二叉搜索树是平衡的，则确定一个项的位置或者添加一个项所需要的 
比较次数不超过 HogU + l > 1 次。当给二叉搜索树添加一些项时，该树可能变得不平衡，因为平 
衡的三叉搜索树给出二叉搜索的最优的最坏情形复杂性，所以添加项时重新平衡二叉搜索树的 
算法已经设计出来 d 感兴趣的读者可以査阅关于数据结构的参考文献来了解这些算法， 


9.2.3 决策树 


■; 错 乂'根树可以用来为这样的问题建立模型，其中一系列决策将生成一个解，例如，二叉搜 
" 索树可以用来 基干系 列比较来找出项的位置_其中每次比较都说明是否已经找到 
了项的位置，或者是否应当向右或向左进入子树 。 其中每个内点都对应着一次决策，这些顶点的 
子树都对应着该决策的每种可能后果，这样的根树称为决策树。问题的可能的解对应着这个根 
树的通向树叶的通路。下一个例子说明决策树的 应用。 

例2假定有重置相同的 7 枚硬币 和重量 较轻的一枚伪币 . 为了用一架天平确定这 S 枚硬币 
中哪个是沩币，需要多少次称重？给出找出这个伪币的箅法。 

解 在天平称上每次称重结果有三种可能性。分别是 t 两个托盘有相同的重 tt ， 第一 
个托盘较重，或第二个托盘较重。所以，称重序列的决策树是3元树 D 在决策树里至 
少有8个树叶，这是因为有8种可能的后果（因为每枚硬币都可能是较轻的伪币），而每种可能的 
后果必须至少用一个树叶来去示。确定伪币所需要的最大称重次数是决策树的髙度。从 9.1 节的 
推论1得出决策树的高度至少是 S ~| = 2 c 内此，至少需要两次称重。 

用两次称5:来确定伪币，是却行的。说明如何这样做的决策树如图 9-1 S 所示， _ 


®( D(D 


®(D (6) 




1^^ 

mi CO ②③¥ 

1 

衡④⑤⑥较较 


① 


② 


⑦ 


⑧ 




Sle 




① mi 

_ M __ , 

平襪 

(2) KSI #. 

"1 \ ⑦碰 f 衡⑧较轻 

E^l 

'j 

平衡 

1 
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⑥ 
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图9 18找出伪币位置的决策树 d 最下面一行为伪币判断结果 


排序算法的复杂性已经开发了许多不同的排序箅法。为了确定一个具体的排序禆法是否 
有效，就要确定这个算法的复杂性。用决策树作为模型，可以求出排序算法的最坏情形复杂性的 
下界 P 

可以用决策树为排序算法建立模型并且确定对这些算法的最坏情形复杂性的估计 * 注意给 
定 n 个元素，这些元索有 M 种可能的排序， N 为这些元素 d 种排列中的每一个都可以是正确 
的顺序。本书研究的排序算法以及最常用的排序筲法都是基于二叉比较，即一次比较两个元 
素*每次这样的比较都缩小了可能顺序的集合 * 因此，基于二叉比较的排序箅法可以表示成二 
叉决策树，其中每个内点表示两个元索的一次比较 a 每个树叶表示 n 个元素的 d 种排列中的 
—种. 

例3 在图 9-19 里显示排序 列表心 6, c 里元索的决策树， _ 
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基于二叉比较的棑序的复杂性是用二叉比较的次数来度嫉的，排序有〃个元索的列表所需要 
的最多比较次数就给出了这个算法的最坏情形复杂性。所用的最多比较次数等于表示这个排序 
过程的决策树里的最长通路长度 t 换句话说，所需要的最多比较次数等于这个决策树的高度。因 
为带 M 个树叶的二叉树的离度至少是 「 logdl (利用9,1节推论1)，所以定理1说至少谲要 
「 iog rt !" i 次比较。 

固 ggi 基于二叉比较的排序算法至少需要 riogTin 次比较， 

可以用定理〗来给出基于二叉比较的排序算法所用比较次数的大 g 估计 a 只需要注意到 
riogwi 是 ©( Tibgw , 这是算法的汁算复杂性经常使用的一个参照函数。这个估计是正确的，因 
为根据 2.2 节例5有 「 bg / i ! l 是 OUlog H ) a 根据 2. 2节练习52有 「 bgH " l 是 ( l ( nlogn ), 因为对于 
来说 logn ! Xwlogn )/4 a 推论1是这个估计的 结果。 

EI ^ I 基于二叉比较的排序算法排序 M 个元素所用的比较次数是 ainiogu ), 

推论1的一个后果是，基于二叉比较的排序算法在嚴坏情形下使用 © Glogn ) 次比较来排序 D 
个元素，其他这类算法都没有更好的最坏情彤复杂性，在这个意义下.基于二叉比较的排序算法 
是最优的。注意根据 3. 5节定理1就看出 * 在这个意义下归并排序算法是最优的。 

对于排序算法的平均情形复杂性也可以证明类似的结果 D 基于二叉比较的排序筲法所用的 
平均比较次数是表示这个排序算法的决策树中的平均树叶深度。根据 9.1 节练习48就知道，有 
/ V 个顶点的二叉树的平均树叶深度是 fKlogW )。 当令并且注意到丙为 logw ! =0(^ lo ^>, 
所以是 fKlogW ) 的函数也是 n (« log 幻时，就会得出下面的估计。 


定理2 


基于二叉比较的排序算法排序〃个元素所用的平均比较次数是 OUlognh 


9.2. 4前缀码 


考虑一下这样的问题：用位串来编码英语字母表里的字母（其中不区分小写和大写字母） . 可 
以用长度为5的位串来表示每个字母，因为只有26个字母而且有32个长度为5的位串 0 当每个字 
母都用5位来编码时，用来编码数据的总位数是5乘以文本中的字符数，有没有可能找出这些字母的 
编码方案，便得在编码数据时使用的位更少？若可能，那么就可以节省存储空间而且缩短传输时间。 

考虑用不同长度的位串来编码宇母。较短的位串用来编码出现较频繁的字母，较长的位串 
应当用来编码不经常出观的字母。当用变化的位数来给字母编码时，就必须用某种方法来确定 
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每个字母的位在何处开始和 结束. 例如，若把 e 编码成0,把 a 编码成1,而把 t 编码成 0 U 则 
位串0101可能对应着 eat 、 tm 、 wea 或 

为了保证没有位串对应着多个字母的序列，可以令一个字母的位串永远不出现在另外一个 
字母的位串的开头部分。具有这个性质的编码称为前缓域，例如，把 e 编码成0、把 a 编码成 
10,而把 f 编码成11的编码就是前缀码。从编码着一个单词的字母的唯一位串可以恢复这个单 
词。例如，串10110是的编码 a 为了看明白这一点，注意开始的1不表示一个字符，但是10 
表示 W 并且它不可能是另外一个字母的位串的丌始部分然后，下一个1不表示一个字符，但 


是 11 表：^ G 最后一^位0 表本& 

前缀码可以用二叉树来表示，其中宇符是树里树叶的标记 t 标记树的边 * 使得通向左子女的 
边标记为0而通向右子女的边标记为1。用来编 码一个 字符的位串是在从根到以这个字符作为标 
记的树叶的唯一通路上边的标记的 序列。 例如，图 9-20 里的树表示把 e 编码成0,把^编码成 


]0,把 f 编码成110,把?7编码成 TU 10 和把 s 编码成1111。 

表示编码的树吋以用来解码 位串。 例如，考虑一个用 
图 9-20 里的编码编成 iniio ]〖】 oo 的单词 & 这个位串吋以这 
样 解码；从根开始，用位的序列来形成一条到树叶为止的通 
路。 每个0位都使得通路向下到达通向通路里上一个顶点的 
左子女的边，而毎个1位都对应到上一个顶点的右子女 D 所 
以，开头的 nn 对应这样的 通路： 从根开始，向右前进四次， 
到达以$作为标记的 树叶- 因为串 m 〗 是 s 的编码，从第五 
个位继续进行，在向右再向左之后，就到达下一个树叶，这 
时访问以 a 作为标记的顶点*其中把 a 编码成10,从第七个 
位开始，在向右 三次然 后向左之后，到达了下一个树叶，这 
时访问用 n 标记的 顶点. 其中把？ I 编码成 mo 。 鏺后，末位0 



m 9-20 表示前缀码的二叉树 


通向用 e 标记的树叶，因此，原来的单码是匕 

可以从任何二叉树来构造一个前缀码，其中每个内点的左边都用0标记，而右边都用1标记, 
树叶都用宇符标记0字符都用从根到这个树叶的唯一通路里的边的标记所组成的位串来编码0 

赫夫 曼编码现在介 绍一种 算法，这种算法用一个字符串中符号的出现频率 （即 出现 
概率）作为榆人，并且产生编码这个字符串的一个前缀码作为输出 * 在这些符号的所 




有可能的二叉前缀码中，这个编码使用最少的位，这个所谓赫夫曼编码的算法是大 
w 卫 ■ 霍夫齡 ei 951 年做麻省理工学院的研究生时发表在一篇学期论文中的(注意这 


个算法假定已知字符串屮每个符号出现多少次，所以可以计算每个符号的出现频率，方法是用 


■■■ rT 、• © 大卫 * 赫夫曼 《IJavtd A , Hdfmian , 1925—1999) 赫尖#在俄亥俄州长大 . 他 Ifi 岁时于俄亥俄州立大 

学获得电机工程的学 士学位 此后他 在美闺 海军®役，担任一躺扫茁 肢上的 雷达维护官，第二次世界大战 
后在亚洲水域执行扫甫任务 H 后来*他从俄亥俄州立大学获得硬士学位并 R 从麻省理工学院获得电机 T - 程的博士学位。 
赫夫曼在1953年成为麻省理工学院的教 M 并 一 i [呆在那里.直到1站7年成为加州大学桑塔 * 克鲁茨分校计箅机科学系 
的创办人 之一， 他在该系的发展中起到耍作用并在那里度过丫余下的职业生涯，他1994年退休 。 

赫大曼为人所知，是由于他在倍息论与编码、雷达与通值的信号设计，异步逻辑电路的设计过程等方面的贵献 ■ 赫 
夫曼在0曲率表曲上的工作导致他升发出把纸和乙烯 基塑料折赍成 非同寻常的形软的独创技术 • 这些形状被许多入当作 
艺木品并 M 在几个展览中 公歼® 示，但是*赫夫曼敢出名的，还楚由于他开发了现在所诮 的赫夫 曼编码 • 这是他在麻省 
理 I 学院做研究生期间所写的一箱学期论文中的一个结果。 


赫夫曼典爱户外探险 T 经常远足和旅游，肖他快70岁时还获得丫水肺潜水员 M 资格，他饲养毒 铊作为 宠物。 
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这个符号出现的次数除以这个宇符串的长度赫夫曼编码是數椐1输中的基本算法，数据压缩 
的目的在于烕少表示信息所需要的位数。赫夫曼编码广泛用于压缩表示文本的位串，并且在压 
缩视频和图像文件方面也起到重要作用 & 

算法2表示赫夫曼编码箅法6给定符号及其频率，目标是构造一个裉二叉树，其中符号是树 
叶的标记 9 算法从一些树 的一个 森林开始，每个树含有一个顶点，每个顶点有一个符号作为标 
记，并且这个顶点的权就等于所标记符号的频率。在每一步，都把具有最小总和权的两个树组合 
成一个单独的树，方法是引人一个新的根，把具有较大的权的树作为左子树，把具有较小的权的 
树作为右子树。另外，把这个树的两个子树的枚之和作为这个树的总的权。（虽然可以规定在具 
有相同的权的树之间进行选择以打破平局的过程，但是这里将不具体指定这样的过程 9 > 当构造 
出了一个树，即森林缩小为单个树时，算法就停止 u 


算法2赫夫曼编码 

procedure Huffman{C ： 具有频率 u 1 . 的符号 2 t 0 

= „ 个根树的森林，每个裉树巾单个顶点组成并且賦权 
white F 不是树 
begin 

把 f 中满足&(了>>功（7^的权最小的根树 r 和 r 换成具有新树根的一个树 ■ 
这个树根以： r 作为左子树并且以 7" 作为右子树 
用0标记树根到 T 的新边， 并&用 1标记树根到 1" 的 新边。 

把 w ( T )+ w (： r ) 作为新树的权， 

end 

{ 符号〜 的赫夫姓编码是从树根到心的唯一路径 上的边 的标记的连接 } 


例4说明如何用算法2来编码一组5个符号。 

|^ t 例 4 用赫夫曼编码来编码下列符号，这些符号具有下列频率 A = 0*08, B : 0.10, 

Ci 0.12, I ): 0. 15, E : 0.20. Ft 0.35。 编码一个宇符串所需要的平均位数是多少？ 
解图 9-2] 表示了编码这些符号所用的步骤 . 所产生的编码为： A 是 111, B 是 110 f C 是 
01 U D 是010, E 是10, F 是00,使用这种编码来编码一个符号所用的平均位数是3 • 0.08 + 
3 • (X 10 + 3 * 0. 12+3 • (X 15 + 2 • a 20 + 2 * (X 35 = 2. 45 D ■ 

注意赫夫曼编码是贪心算法。在每一步替换具有最小权的两棵树 t 在没有任何二叉前缀码 
能使用更少的位来编码这呰符号的情况下_这样做就导出了最优编码.在本节末把赫夫襞编码 
是最优的证明留作练习32。 

赫夫曼编码有许多变种，例如，不编码单个符号，可以编码指定长度的符号块，比如两个符 
号的块 u 这样做有可能减少编码这个宇符串所需要的位数（参看本节末的练习30)。也可以用两 
个以上的符号来编码这个符号串中的原始符号（参看本节末练4 28前面的说明），另外，当事先 
不知道一个字符串中每个符号的频率时，可以使用一种变种，即所谓的自适应赫夫曼编码（参见 
[ SaOO ]), 使得在读这个字符串的同时来进行编码 6 

9-2.5 博弈树 

v -^ ； r , : 可以用树来分析某些类型的游戏，比如圈叉游戏，轮流取石头游戏、眺棋和象棋 * 在 
“ ■釋、 每一种游戏当屮，两个选手轮流进行移动。每个选手知道另一个选手的移动并且游 




m 9'21 例 4 中符号的赫夫曼编码 

戏里不存在偶然_素。使用博弈树为这样的游戏建立模型，这些树的顶点表示当游戏进行时游 
戏所处的局面，边表示在这些局面之间合乎规则的移动，由于博弈树常常很大，所以通过用同 -- 
个 m 点表示所有对称的局面来简化博弈树 6 但是，如果一个游戏的不同移动序列导致同一个局 
面，则坷以用不同的顼点来表示这个局面。通常的约定是用方框表示偶数层的顶点并且用圆圈 
表承奇数层的顶点，当游戏处在偶数层顶点所表示的局面时，就轮到第一个选手移动 4 当游戏处 
在奇数层顶点所表示的局面时，就轮到第二个选手移动 & 博弈树所表示的游戏可以永远不结束， 
比如进 人了无 穷循环 • 因而博弈树可以是尤穷的，但是对于大多数游戏来说，都存在一些规则导 
致有穷的博 弈树。 

博弈树的树叶表示游戏的终给每个树叶指定一个值，来表示当游戏在这个树叶所代表 
的局面里终止时第_个选手的得分。对于非胜即负的游戏，用1来标记_圈所表示的终结顶点以 
表示第一个选手获胜，用一 1来标记方框所表示的终结顶点以表示第二个选手获胜。对于允许平 
局的游戏，用0来标记平局所对应的终结顶点 。 注意，对于非胜即负的游戏，为终结顶点指定 
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值，这个值越高，第一个选手的结局就越好。 

例5展示一个非常著名的和经过深人研究的游戏的博 弈树。 

例 5 轮流取石头游戏轮流取石头游戏是这样的，在游戏的开始，有几堆石头，两个选手 
轮流进行移动，一个合法的移动包括从其中一堆取走一块或多块石头，而不去移动其余的所有 
石头 。 不能进行合法移动的选手告负，（也可以规定取走最后一块石头的选手告负，因为不允许 
没有石头堆的局而 j 图 9-22 所示的博弈树表示这种形式的给定开局的轮流取石头游戏，其中有 
3堆石头，分别包含2块、2块和1块石头 D 用不同堆中石头数的无序表来表示每个局面（堆的顺 
序无关紧要 U 第一个选手的初始移动可以导致3种可能的局面，因为这个选手町以从有2块石 
头的堆中取走】块石头（留下包含1块、1块和2块石头的3堆），对以从包含2块石头的堆中取 
走2块石头(留下包含2块和1块石头的2堆>,或者从包含1块石头的堆中取走1块石头（留下 
包含 2 块石头的 2 堆 h 当只_下包含1块石头的1堆时，就不可能进行合法移动了，所以这样 
的局面就是终局 6 由干轮流取石头游戏是非胜即负的游戏，所以用标记表示第一个选手获胜 
的终结顶点，用一1标记表示第二个选手获胜的终结顶点0 _ 



例 6 圈 叉游戏圈叉游戏的博弈树非常大，在这里不能画出，尽管 it 算机能轻而易举地构 
造出这样的树图 9-23 a 显示圈 叉游戏的博弈树的一部分。因为对称的顶点是等价的，所以只需 
要考虑图 9-23 a 所示的3种对能的初始 移动。 还显示这个博弈树的导致图中终局的一个子 

树，其中一个能够获胜的选手进行了致胜的移动。 ■ 

可以用某种方式递归地定义博弈树中所有顶点的值，使得可以确定当两个选手都遵循最优 

策略时这个游戏的 结果* 所谓策略，就意味着一组规则，这些规则说明一个选手如何移动来贏得 
游戏。第一个选手的最优策略就是把这个选手的得分最大化的策略，第二个选手的最优策略就 

是把这个得分最小化的策略^现在递归地定义顶点 的值。 
hJM 博弈树 中顶点 的值递归地定 义为： 

(i) 一 个树叶的值是当游戏在这个树叶所表示的局面里终止时第一个选手的得分。 




树 
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阁 9-23 廝叉游戏的部分博弈树 

( ii ) 偶数层内点的值是这个内点的子女的最大值，奇数层内点的值是这个内点的子女的最 
小值 P 

第一个选手移动到具有最大值的子女所表示的局面并且第二个选手移动到具有最小值的子 
女所表示的局面*这样的策略称为最小最大策略，当两个选手都遵循最小最大策略时，通过计算 
树根的值就可以确定谁将嵗得游戏 t 这个值称为树的值，这是定理 3 的后果。 

如果两个选手都遵循最小最大策略并且从博弈树的某一个顶点所表示的局面开始 
进行游戏，则这个顶点的值说明第一个选手的得分 , 

证将用归纳法来证明这个定理 . 

基础步跋： 如果这个顶点是树叶 • 则根据定义指定给这个顶点的值就是第一个选手的得分。 

归纳步璉： 归纳假设一个顶点的子女的值就是第一个选手的得分，假定 从这呰 顶点所表示的 
每一个局面中开始进行游戏。需要考虑两种情形，即当轮到第一个选手时和当轮到第二个选手时。 

当轮到第 一个选 手时，这个选手遵循最小最大策略并且移动到具有最大值的子女所表示的 
局面。根据归纳假设，当从这个子女所表示的局面开始游戏并且遵循最小最大策略时，这个值就 
是第一个选手的得分。根据偶数层内点的值的定义的递归步骤（作为其子女的最大值）， a 从这个 
顶点所表示的局面开始游戏时，这个顶点的值就是这个得分。 

当轮到第二个选手时，这个选手遵循最小最大策略并且移动到具有最小值的子女所表示的 
局面 • 根据归纳假设，当从这个子女所表示的局面开始游戏并且遵循最小最大策略时，这个值就 
是第一个选手的得分。根据把奇数层内点的值作为其子女的最小值的递归定义，当从这个顶点 
所表示的局面开始游戏时，这个顶点的值就是这个得分。 □ 

注意 通过扩展定理3的证明，可以证明对于两个选手朱说最小最大 策略都 是最优 

策略 》 




















例 7 解释最小 最大过 程如何工作。它说明为例5的博弈树中的内点所指定的值。注意可以缩 
短所需要的计算，注意到对于非胜即负游戏来说，一旦找到方框顶点具有+ 1值的一个子女，则 
方框顶点的值也是 + h 因为十1是最大可能的得分 . 同样> 一旦找到圆圈顶点 具冇- 1值的一个 
子女，则这个值也是这个圆圈顶点的值. 

例 7例5构造了具有包含2块、2块和1块的3堆石头的开局的轮流取石头游戏的博弈树。 
图 9-24 说明这个博弈树的顶点的值。这些顶点的值是这样计算的：使用树叶的值并且每次向上 
计算1层。这个阁的右边空白处说明究竟使用子女的最大值还是最小值来求出每层内点的值$例 
如， 一 M 求出了树根的3个子女的值.则这样求出树根 的值： 计算 rnaxG , -U 一 1) = U 由于 
根的值是 K 所以得出当两个选手都遵循最小最大策略时第一个选手 获胜。 ■ 



— I — 1 —1—1 


阁 9-24 说明轮流取石头游戏中顶点的佤 

警 

一 些著名游戏的博弈树可能非同寻常地大， 因为 这些游戏有多种移动选择。 抓如 ，据 
n 估计象棋的博弈树有多达10_个顶点！由于博弈树规模的原因，也许不可能直接使 
用定理3来研究这样的游戏，所以设计了各式各样的方法来帮助确定好的策略以及确定游戏的结 
果。一种被称作剪枝的有用技巧减少了许多计赏，它剪掉不能影响祖先顶点的值的那部分 
博弈树（关于剪枝的信息，参考 [ Gr 9 G ])。 另一种有用的方法是使用求值&数，当格确地计 
算博弈树中内点值不可 行时， 它就估计这些值。例如，在圈叉游戏中.可以使用不含圈 0(0 用 
来表示第二个选手的移动）的直行（行，列，对角线）数减去不含叉用来表示第一个选手的移 
动）的直行数来作为一个局面的求值函数，这个求值函数给出了关于哪个选手在游戏中领先的一 
些说明，一旦插人求值函数的值，遵循嚴小最大策略便用的规则就可以计箅出游戏的值 * 科学家 
研制出来的用来下棋的计算机程序，比如著名的深蓝程序，都是基于复杂的求值函数的》关于计 
算机如何下棋的更多信息请参看 [ U 91]。 

练习 

1. 用字母顺序建立卩面这些单词的二叉搜索树： banana ， peach t appte ， pear , coconuts 和 

papaya 


lS 
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2+ 字母顺序建下面这些单词的二叉捜索树： oenQlt^gy T phrenology，campanology t ornithology ， 
ichthyology Y limnology t alchemy ftl astrology 9 

3 -为了在练习 1 的搜索树里找出下面每个单词的位罝或者添加它们，而且每次都重新开始，分别需要多少 
次比较？ 

a) pear bJAianana c) kum^uat djoran^e 

4. 为了在练习 2 的搜索树电找出下面每个单词的位置或者添加它们，丽且每次都重新开始，分别：要多少 
次比较？ 

a ) palmistry b ) etymology c ) paleoniotogy d } glaciology 

5, 用字母顺序构造下面句 T 1 里的单词的二叉搜索 树 ：“ The quick hroum fox jumps over the lazy dog ^ t 

^ 为了在四校硬币中找出一枚较轻的伪币，需要用天平称多少次？描述用这些次数的称重来找出较轻的伪 
币的苒法. 

7. 若一^伪币与其他硬市质量不等，那么为了在4枚硬币中找出这枚伪疖，需要用天平称多少次？描述用 
同样的称 I 次数来找出这枚伪币的算法。 

*8, 若一枚伪币与其他硬币质世不等，那么为了在8枚硬币中找忠这枚伪币，需要用天平称多少次？插述用 
同样的称重次数来找出这枚伪 m 的算法 。 

*9 .若一枚伪币比其他硬币较轻，那么为了在1£枚硬币中找出这枚伪币，需要用天平称多少次？描述用同 
样的称重次数来找出这枚伪币的算法， 

叫 a 四枚硬币中一枚可能是伪币，伪币与其他硬币质诤不等 t 那么为了确定是否有一个伪币，以及若有伪 
币，确定它是比其他硬币较重述是较轻，使用一台天平称，需要称多少次？描述用同样的称重次数来 
找出这枚伪币并且确定它是较轻还是较重的箅法 & 

II . 求排序4个兀素所盂要的最少比较次数并且设计一个能够依此次数实现的算法 
M 2. 求排序5个元素所需要的最少比较次数并且设计一个能够依此次数实现的算法， 


竞赛 实排序是通过构造有序二叉树来工作的排序箅法 # 用将成为树叶的顶点来表示待排序的元索.就 
如同构造表示循环赛比赛胜者的树那样，一次构造这个树的一层，从左向右，比较成对的相邻元素，加人 
用所比较的两个元素中较大的那个来标记的一个父母顶点 . 在每一层在顶点的标记之间进行类似的比较 * 
直到到达了用最大元素标记的树根为止 u 22, 8，14，17, 3. 9，27， 11 的竞赛阁排序所构造的树如 
下閉 （ a ) 所示 s —旦确定了最大元索， H 有这个标记的树叶就重新标记为 一《, 定义为比每个元素都小^从 
这个顶点直到树根的路径上所有顶点的标记都重新计算，如下图 （ b ) 所示，这样就产生了第二大元索 & 这个 
过程继续进行下去 t 直到整个表都巳经排序为止， 



13. 完成表22，8, 14，17，3, 9, 2' 11的竞赛图排序。说明在每个步骤上顶点的标记. 

用竞赛阳排序来排序表17, 4, I 5, 13, 10，14, 6, 

15- 用伪码描述竞赛阌排序。 

16、 骽设对于某个正整数 A 来说，待排序元素的个数 n 等于使用竞赛图排序来求这个表的最大元素， 
确定竞赛图排序所用的比较 次数. 

17. 竞赛图排序求第二大元素、第三大元素……，直到第 U — 1) 大〔或第二小）元素所使用的比较次数是 
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多少？ 

13, 证明： 竞赛图排序需要 © Uhgxi ) 次比较来抟序 n 个元素的表，（提示 t 假设对于某个正整数 A 来说， 

插人适当敢目的哑元，比如 一 定义它们比所有整数都小 d 
19. 下面哪些编码是前缀码？ 


d)a* 

]1 f e ： 

00, 

t ； 1 0 * s ； 01 

b)a t 

0 ，。 1 

1 1 t: 

01 1 st 001 

t:)a ： 

101. 

IK 

f ； 001 1 s ； 01K ws 010 

d)ai 

010, A 

f 11 

, ti Oil* 5. 101 u rt ： 100K i ; 10101 


20. 构造表示下面编码方案的前缀码的二叉树. 

a)a； 11 t et Ot fs 101* s* 100 

h)ai K 0I f t ： 001- 心 0001，… 00001 

c)a* 1010，0， f; 11- Ns 101 i ^ nt 1001， 1000L 

ZL 若编码方案是用右面的树来表示，那么什么是 a、t I L t p 和“ 的编码？ 

22,给定编码方案 a : 001, & 3 000“ o 1, r : 0000 ， h 
0100* t； Oil * j i 010〗 0. 找出用卜面的位串来表 K 的 
单词1 

a) 011 1010001】 b) 0001110000 

c)0100101010 d)0ll00!010l0 

33, 用赫夫曼编码来编码具有给定频率的如下符号 ； a ; 

0. 20 t b ： 0, 10^ c ： 0. )5 t d * 0, 25. e ： (X 30。编码一 

个符号所需要的平均位数是多少？ 

24. 用赫夫曼编码来编码具有给定频率的如下符号 f A : 
ai 0 f Bt 0,25, Cj 0.05, D ： 0,151 Ei 0 + 30, F : 0-07, 

G ： 0, 08 fl 编码一个符号所需要的平均位数是多少？ 

25. 为如下符号和频率构造两个不同的赫夫曼编码 ； U 0. 2 t u , 0-3, v s 0.2, w t 0.3. 

26- a > 以两种不同的方式用赫夫曼编码来编码具有这些频率的符号：心 0.4, b , 0.2 t c : 0.2， d ; 0*1，^ 
0」，在算法中用不同的方式打破平首先，在算法的每个阶段从权最小的树中选择顶点数最多的 
两个树来组合其次，在每个阶段从权最小的树中选择顶点数最少的两个树来组合。 

b ) 计算用每种编码来编 码一个 符号所笫要的平均位数并且对每种编码计算这个位数的方差.对于编码 
一个符号所需要的位数的方差.哪种打破平局的过程所产生的会小一些？ 

27. 为英文字母表的宇母构造#夫曼编码，其中典型英文文本中字母的频率如下表所 



字母 

频串 ! 

字母 


頻率 

A 

0. 0317 

N 


066 Z 

B 

0. 0145 

O 


0,0781 

C 

0.0248 

P 


Q - 0156 


0-0431 

Q 


0, 000® 

E 

o . m 2 

R 


0, 0572 

F 

0, 0209 

S 


0. 0628 

G 

0, 01 B 2 

T 


0. 0905 

H 

0, 0668 

U 


0. 0304 

[ 

0, 0689 

V 


0. 0102 

j 

0.0010 ' 

w 


0. 0264 

K 

0. OOfiO 

X 


0,0015 

L 

0. 0397 

Y 


Q . 0 Z 11 

M 

0- 0277 

1 


0. 0005 





假设 M 是 正 整数对于 N 个符号的集合来说，类似于二元赫夫曼编码的构造，可以构造 W 元 
赫夫曼编码。在初始步骤*把由 （（/V — — 1)>十】个权最小的单个顶点所组成的树组合成以这些顶 

点作为树叶的一棵树，在每个转续步猓，把权最小的 m 棵树组合成一棵 m 元树， 

用伪码描述 m 元赫夫曼编码算法 & 

29* 使用符号 O v i 和2，用三元 (m = 3) 赫夫曼编码来编码具有给定频率的这些字母： A ; 0. 25, E , 0* 30, 
N s 0，10, R ! 0,05， T : 0, 12 t Z ： 0. 13, 

30. 考虑具有频率 A : 0*30, Bi 0.19, C . 0.01 的三个符号 A 、 B 和 C . 

为这三个符号构造赫夫曼编码 a 

b ) 通过把两个符号的块 AA , AK , AC 、 BA 、 HB , BC 、 CA 、 CB 和 CC 分组，形成 9 个符号的一个新的 
集合 。 为这9个符号构造赫夫曼编码，假设在原始文本中符号的出现是独立的， 

c ) 比较一下 （ a ) 中三个符号的赫夫曼编码与 （ b ) 构造的9个双符号块的赫夫曼编码来编码文本所浦要的 
平均位数。哪一种编码方式更有效？ 

31- 给定 1 T 十1个符号 t 心，…， ■ JT ** f | * 它们在一个符号串中分別出现 1 t /| ， / a ： ，…， 次 ，其中 
力是第 J 个斐波那契数 6 当在赫夫曼编码算法的每个阶段考虑所有町能的打破平局的选择时，用来编 
码一个符号的最大位数是多少？ 

-32. 证明 s 对于所有的二叉前缀码来说，如果使用最少的位来表示一个符号串，赫夫曼编码是最优的 t 

33. 画出轮流取石头游戏的博弈树，假设开局包括分别有2块和3块石头的两堆石头.在画这棵树的时候， 
用同一个顶点表示相同移动所导致的对称局面。求出这个博弈树每个顶点的值。如果两个选手都遵循 
最优策略，则哪个选手获胜？ 

34. 阃出轮流取石头游戏的博弈树，假设开局包括分别有1块、2块和3块石头的二堆石头 & 在画这棵树的 
时候，用同一个顶点表示相同移动所导致的对称局面 D 求出这棵 tf 弈树每个顶点的值 4 如果两个选手 
都遵循最优策略，则哪个选手获胜？ 

35. 假设在轮流取石头游戏中修改获胜选手的得分，使得当 n 是到达终局前所做合法移动的步数时得分就 
是 n 美元，求第一个选手的得分.假设开局 包括： 

a ) 分别有1块和3块石头的两堆石头。 

b ) 分別有2块和4块石头的两堆石头。 

c ) 分别有1块、2块和3块石头的三堆石头 

36. 假设在轮流取石头游戏的一个变种中，允许一个选手要么从一堆取走1块以上的石头 T 要么把两堆石 
头合并成一堆+只要至少还剩下一堆石头幽出这个游戏变种的博弈树 t 假设开局由分别含有2块、2 
块和1块石头的3堆右头组成 . 求出这棵博弈树中每个顶点的值*并且确定当两个选手都遵循最优策 
略时哪个选宁-获胜。 

37. 画 出圈叉 游戏博弈树从下列每个局面开始的子树。确定每个子树的值 。 



3 S + 假设阐 叉游 戏的前4步移动如 下图所 示《第一个选手（用 X 标记其移动）是否总能获胜？ 
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39. 明：如果轮流取石头游戏从包含相同数目的 2 堆石头开始，只要这个数目至少是 2, 则当两个选手都 
遵循最优策略时第二个选手获胜 & 

40. 证明 ： 如果轮流取石头游戏从包含不同数 0 的 2 堆石头开始，则当两个选手都遵循最优策略时第一个 
选手获胜。 

41. 跳棋博弈树的根有多少个子女？有多少个孙子女？ 

42. 轮流取石头游戏博弈树的根有多少个子女？有多少个孙子女？骰设开 局是； 
a) 分别有 4 块和 5 块石头的堆, 

b> 分别有 2 块、 3 块和 4 块石头 的堆。 

c) 分别有 1 块、 2 块 I 3 块和 4 块石头的堆 。 

d) 分别有 2 块、 2 块. 3 块、 3 块和 5 块石头的堆。 

43. 画出用叉游戏博弈树前两步移动所对应的层，指明正文中所提到的求值函数的值，这个函数给局面指 
定不含 O 的直行数减去不含 X 的鱼行数来作为这一层每个頂点的值，井且在求值函数给出这些顶点的 
正确值的假设下，对这些顶点计算树的值。 

44 -用伪码描述当两个选手都遵循最小最大策略时确定博弈树的值的算法 * 

9. 3 树的遍历 

■L 

9.3.1 引言 

+ 

有序根树常常用来保存 信息。 掌握一些访问有序根树的每个顶点以存取数据的算法 
是非常必要的，几个重要的算法将在下面描述。有序根树也可以川来表示各种类型 
的表达式，比如由数宇、变量和运算所组成的算术表达式。对用来表示这些表达式的有序根树来 
说，它的顶点的一些不同的列表在这些表达式的求值中很有用 W 


9, 3, 2 通用地址系统 

遍历有序根树的所有顶点的过程，都依赖于子女的顺序，在有序裉树里，一个内点的子女从 
左向右地显示在表示这些有向图的图形里 b 

下面将描述一种完全地排序有序根树顶点的方法，为了产生这个顺序 * 必须首先标记所有 
的顶点。如下递归地完成这件事4 

1- 用整数0标记根。然后用1, 2, 3，…， A 从左向右标记 它的& 个子女（在1层上>。 

2. 对在 n 层±带标记 A 的每个 顶点心 按照从左向右画出它的 t 个子女的顺序，用 A . 1， 

A .2, …， AJ 标记它 的匕个 子女。 

遵循这个过程,对来说，在??层上的顶点^标记成工 A * 其中从根到 t 的唯一 
通路经过1层的第幻个顶点，以及2层的 第巧个 顶点，依此类推。这样的标记称为根树的通用 
地址系 

可以利用顶点在通用地址系统里的标记的字典顺序将这些顶点完全排序 d 若存在 
满足: X2 = ； V2 ，…， ^ i-l = yi-i t 并且 或者若 并且对 i = 1 ，2 ，…， ra 来 

说 A =： vv , 那么标记着: n . . Hfi 的顶点就小于标记着 3 M - 的顶点4 

例 1在如图 9-25 所乐的有序根树的顶点的旁边，显示出了通用地址系统的标记。这些标 

记的字典顺序是 

0< 1 < 1- 〗< 1* 2 < 1. 3 < 2 < 3 < 3* 1 < 3- 1- 1 < 3. 1. 2 < 3 H 1 < 3- 1. 2. 2 
< 3, L 2- 3 < 3. 1, 2. 4 < X 1* 3 < 3+ 2 < 4 < 4, 1 < 5 < 5. 1 < HI < 5. 2 < 5. 3 ■ 
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3.L2J / 3 丄 2,3 | 

3.1,2.2 3.1,14 

图 9-25 有序根树的通用地址系统 


9.3.3 遍历算法 

系统地访问有序根树每个顶点的过程都称为遍历算法。下面描述三个最常用的此类算法: 
前序遍历、中序遍历和后序遍历，这些算法都可以递归地定义^首先定义前序遍历 D 

Earn 设 r 是带拫 r 的有序根树 fl 若 了 只包含「，则 r 是 t 的前序遍历 0 否则，假定： n , 
…，丁《是丫里在 r 处从左向心的子树。前序遍历首先访问1%它接着以前序来遍历了1，然 
后以前序来遍历 7 V , 依此类推.直到以前序来遍历了 为止。 

读者应当验证，有序根树的前序遍历给出与利用通用地址系统所得出的顺序相同的顶点顺 
序，图 9-26 说明如何执行前序遍历， 

例2说明前序遍历。 

例 2前序遍历以什么顺序访问图 9-27 所示的有序根树里的顶点？ 



m 9-26 前序遍历 


囝 9-2? 有序根树 ： T 
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解 T 的前序遍历的步骤如图 9-2 S 所示。这样以前序来遍历 T ， 首先列出根 a ， 接着 
依次是带根6的子树的前序列表，带根 C 的子树（它只有 C ) 的前序列表和带根4/的子 
树的前序列表 。 


u 



前序遍历： 访问根 • 从左 
至右访问子树 


bed 




n b € j k f c d g t m h 

A\ 

nop 


u b e j knopfi：dg l m h i 


罔 9-28 T 的前序遍历 

带根 6 的子树的前序列表首先列出然后以前序列出带根 e 的子树的顶点，然后以前序列 
出带根/的子树（它只有 /) 的顶点。带根的子树的前序列表首先列出接着是带根 g 的子树 
的前序列表，接着是带根&的子树（它只有 A )， 接着是带根 I 的子树（它只有 

带根心的子树的前序列表首先列出^接着是带根 i 的子树(它只有 P 的前序列表，接着是带拫 
是的子树的前序列表。带根的子树的前序列表是#接着纟，接着是带根 * 的子树的前序列表 






树 
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是是， Ti * cj ， 所以 ， T 的前序遍历是 a , 6- j , n , o ， p ， f \ c ， d 、 g ， I， nu fu ■ 
现在将定义中序遍历 g 

EfsfcM 设 T 是带根 r 的有序根树，若 T 只 毡 含 r ， 则 r 是 T 的中 序遍历 D 否则，假定 Ti , 
Tz ， …， T n 是7里在 r 处从左向右的子树 a 十序遍历首先以前序来遍历 T lf 然后访问 r fl 它接 
着以中序来遍历了2,中序遍历依此类推，直到以中序来遍历了 为止 . 

图 9-29 说明如何执行中序遍历 t 例3说明对一棵特定的树，如何执行中序遍历 0 


r 



m S -29 中序遍历 

例3 中序遍历以什么顺序【方问图 9-27 所示的有序根树 了里的 顶点？ 

解 了的中序遍历的步骤枝示在图 9-30 里，中序遍历酋先是带根6的+树的中序 
「 遍历，然后是根 a , 带根 c 的子树 （它 只有 c ) 的中序列表和带根 d 的子树的中序 


列表。 

带根6的子树的中序列表，首先是带根 e 的子树的中序列表，然后是拫6,以及/。带根 J 
的子树的中序列表，首先是带根 g 的子树的中序列表，接着是根 A 接着是 / i , 接着是 L 

带根 e 的子树的中序列表是接卷是根^接着是带根 A 的子树的中序 列表。带根# 的子树 
的中序列表是/, g , m , 带根6的子树的中序列表是 n , *. 仏 h 所以，这个根树的中序遍历是 

j ， 於， w ， 是， tJ . 夕 1 1 , c ， z p .， d , 占， IP ■ 

现在定义后序遍历。 

Bam 设 T 是带根 r 的有序根树 • 若 T 只包含 r , 则 r 是 T 的后序遍历。否则，假定 ： H , 
Th …，丁 n 是丁里在 r 处从左向右的子树，后序遍历首先以后序来遍历 T l t 然后以后序来遍历 


Tz , ……然后以后序来遍历 To 最后访问 r 


图 9-31 说明后序遍历是如何执行的。例4说明后序遍历如何工作。 

例4后序遍历以什么顺序访问图 9-27 所示有序根树 T 里的顶点？ 

解了的后序遍历的步骤显示在图 9-32 里，后序遍历首先是带根6的子树的后序遍 




历.然后是带根 C 的子树（它只有 O 的后序遍历*带根 d 的子树的后序遍历，接着是 


根 I 

带根 A 的子树的后序遍历首先是带根 e 的子树的后序遍历，接着是 /* 接着是根6。带根 J 
的子树的后序遍历首先是带根 g 的子树的后序遍历_接着是 L 接着是“接着是根 I 

带裉 e 的子树的后序遍历是』，接着是带根 A 的子树的后序遍历，接着是根^带根 g 的子树 
的后序遍历是“阳，带根 * 的子树的后序遘历是 a， 0，/>， h 因此，根树 T 的后序遍历是 

j ， n , o ， p 9 k ， e ， f ， k ， e ， “ m ， g ， k ， i 、 d ， a 。 ■ 
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T 



中序遍历：访 问屐左 f 树* 
访问根，从左至右访问其 
他子树 








■ 


ftkopbfaclgmd h 


阁 9-30 r 的中序遍历 

有一些简易的方法以前序、中序和后序来列出有序根树的顶点^首先从根开始围绕有序根树 
画_条曲线，如图 9-33 里的例子所示，沿着边移动0可以这样按照前序来列出 顶点： 当曲线第一 
次经过一个顶点时，就列出这个顶点，可以这样按照中序来列出 顶点： 当曲线第一次经过一个树 
叶时，就列出这个树叶 t 当曲线第二次经过一个内点时就列出这个内点》可以这样按照后序来列 
出顶点 t 当曲线最后一次经过一个顶点而返回这个顶点的父母时，就列出这个顶点。当在图 9-33 
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m 9"31 后序遍历 


7 





b 



8 











P 




b c 


I fn g 




9-32 : T 的后序遍历 
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的根树里这样做时，结果是前序遍历给出 a， 6, A h ^ j, g /,仏以中序遍历给出 L A 
“ e ， h a ， j \ k * 后序遍历给汁 ]A，J. /， ）* a A, f ， k \ g ， c ， a 。 



阁 9-33 以前序、中序和后序來遍历有序根树的快捷方法 
这些以前序、中序和后序来遍历有序根树的算法*最容易用递归来表示。 


' 算法 I 前序遍历 
J procedure preorjeri T : 有坪根树） 

r ;= r 的根 
列出 r 

fM 从左到右的 r 的每个子女 f 

begin 

TU ) ;=以^为根的子树 

preorder( Tie) ) 

f nd 


|算法 2 中序遍历 
procedure inardtri T : 有序根树） 
r 的根 
if r 是树叶 then 列出 r 
«ls« 
bej；iti 

P = 从左到右的「的第一个子女 
j T(/) 5 = 以/为根的子树 
inordtri Til)) 

列出 r 

for 除 r 外从左到右的 r 的每个子女 c 

■ 

Tie ) := Ur 为根的子树 

' inordert T( r) ) 

end 




13.4 中缀、前缀和后缀记法 


可以用有序树来表示复杂的表达式.比如复合命题，集合的组合，以及算术表达式。例如， 
考虑由运算 + ( 加） 、一 （减*(乘>、/(除）、 t (幂） 所组成的算术表达式的表示 0 我们将用括 
号来说明运算次序，有序根树可以用来表示这样的表达式，其中内点表沄运算，树叶表示变鼋或 
数字. 每个运箅都作用在它的左子树和右子树上（以此顺序）。 

例 5 农示表达式 （ U+jO ^ 2) I - 4>/3) 的有序 根树足 什么？ 

解这个表达式的二叉树可以 ft 底向上来 构造。 首先，构造表达式 ^ + ： y 的子树，然后加入 
这个子树作为表示 （ i + y ) t 2的更大子树的一部分 0 同样，构造表达式 1—4 的子树，然后加入 
这个子树到表示 （ I —1)/3 的子树里。最后组合表示 & + >) t 2与 （jt 一 4)/3 的子树来形成表示 
(( i+W t 2) + (( i — 4)/3) 的有序根树。这些步骤都显示在图944里„ _ 



阁 9-34 表示 + f 2) + (U —4)/3) 的二叉树 


对表示一个表达式的二叉树的中序遍历，产生原来的表达式，其中元素和运算都是按原有 
的次序出现，例外的是一元运算，它们紧随运算对象，例如，图 9-35 里的二叉树分别表亦表达 



9 3 S 表示 (\r + ： y )/( J "+3). (文+ (： y /^ r ) >十3和 Jt +3)) 的报树 
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式< y >/( ^ + 3) t (: r 十 （: y / T )) + 3 和： r +( jy /( x 十对它们的中序遍历都得出中缀表达式 
x -^ ry / x ^ Z . 为了让这样的表达式无二义性，每当遇到运算时，就有必要在中序遍历里包含括 
号。以这种方式获得的带完整括号的表达式称为申级形式。 

当以前序来遍历去达式的裉树时，就获得它的前綴形式。写成前缀形式的表达式称为波兰 
记法， 它的命名由来于逻辑学家扬•武卡谢维奇其实他是乌克兰人而非波兰人>。前缀记法下 
的表迖式（其中每个运算都有规定的运算对 象数) 都是无二义性的 4 对这个事实的验证留给读者 
作为练习。 

例6 (【jr + y > ★ 2)+ ((x — 4 )/3) 的前缀形式是什么？ 

解通过逋田图 9-34 所示的表示这个表达式的二叉树，就获得它的前缀形式。这样就产 
生十个 - hjzyZ / — x 43 c ■ 

在表达式的前缀形式里*二元运算（比如 + ) 在它的两个运算对象之前。闽此，可以从右向左 
地求前缀形式的表达式的值，当遇到一个运算时，就对在这个运算右边紧接着的两个运算对象 
来执行相应的运算.另外，每当-个运算执行时，就认为结果是新的运算对象 。 

例7前缀表达式 +_* 2 3 5 /个£3 4的值是什么？ 

解用来从右向左地求这个表达式的值所用的步骤，以及用右边的运算对象来执行的运算， 
都如图 9-36 所示 u 这个表达式的值是3, ■ 

通过以后序来遍历表达式的二叉树，就获得它的后綴形式 。 写成后缒形式的表达式 
称为是逆波兰记法 D 逆波兰记法下的表达式都是无二义性的，所以就不需要括号 P 对 

这个衷实的验证留绐读者。 

例8 ({ x ^ ry ) t — 4)/3) 的后缀形式是什么？ 

解这个表达式的后缀形式是这样获得的：执行图 S -34 所示的表示它的二叉树的后序遍历， 
这样就产生后缀表达式 t ： V 十2 * 』4一3/+。 _ 

在表达式的后缀形式里.二元运算都是在它的两个运算对象之后 。 所以，为了从一个表达式 
的后缀形式來求它的值，就从左向右地进行，每当一个运算后面踉着两个运算对 象时. 就执行这 
个运算 a 在一个运算执行之后，这个运算的结果就成为一个新的运算对象。 

例9 后缀表达式7 2 3 ^-4 + 9 3/+的值是什么？ 

解如图 9-37 所示，求这个表达式的值所用的步骤是这样的：从左边开始，当两个运算对 
象后面接着一个运算时，就执行这个运算> 这个表达式的值是4。 ■ 

_ ：\ r - © 扬，武卡谢维奇 tJ 如 ^ ukASiewlcz , 1 S 78—1956] 武脣谢维奇出生在勒沃的一个波兰语家庭》在他出 

广 生时勒沃适奥地利的一部分* 现在 mfMT 乌克兰, 他的父亲是奥地利军队的上 w n 武 F 谢维奇在商中时开 
始对数学感兴他在勒沃大学的本科和研究生阶段兼修数学和哲学 • 在完成博士工作宕他成为那里的讲师，弁且在 

年被任命为教授。当华沙大学在 lfH 5 年 S 新开办为波兰大学武卡谢维奇接受遨请成为教 M，ft 1919年他担任 
波兰教肯大臣 ， 从〖920年到1939年他回到毕沙大学的教授职位上并一 a 呆在那里， ® 两度担任这所大学的校长 . 

武卡谢维奇是芾名的逻 W 学华沙学黹的共同发起人之他在1928年出版了著名的教材《数理逻辑基础 
of Mathematical Li ^ icK 受他的影咱 * 数理逻铒在 波兰成为数学和科学本科生的必格课程。他的讲座非常出色*甚至吸 
弓彳了人文学科的学生， 

武 k 谢维存和他的去子在第二次世界大战期叫遭受了极大的迫害，在他死后出版 的&传中记录 了这些迫宵。战后他 
们在比利时过若流放生活。幸运的是，在 IP 49 年他获得在都柏林的爱尔兰皇家科学院的职务 & 

武卡谢维奇一生致力于数理逻辑的 研究。 他关于三值®辑的工作是对这个题目的重要黄献， 不过. 在数学和计算机 
科学界他 B 著名的 + 是他引人了无括号记法 T 观在称为波兰记法 = 





表达式的 ffi : 3 衣达式的值 ： 4 

m 9-36 求一个前缀表达式的值 闬 9-37 求一个后缀表达式的值 


根树可以用来表示其他类型的表达式，比如那些表示复合命题，集合组合的表达式。在这些 
例子里出现比如命题否定这样的一元运算。为了表示这样的运算及其运算对象，就用顶点表示 
运算并且用这个顶点的子女 峩示运 算对象 ¥ 

例10求表示雙合命题 （ n ( p A q )、 科 V - i </) 的有序根树，然后用这个根树求这个表达式 
的前缀、后缀和中缀形式。 

. W . ,..解这个复合命题的有序根树是自底向上地构造的 D 首先，构造 if 和的子树（其 
一 中把，当作一兀运算父另外，构造 fAg 的子树 * 然后构造，和（，户 

的子树。最后，用这两个子树来构造最终的根树 a 这个过程的步骤显示在图 9 _3 8 中。 



m 9-38 构造一个复合命题的根树 


这个表达式的前缀、后缀和中缀形式是这样求出的 t 分别以前序、后序和中序来遍历这个根 
树（包含括号） D 这些遍历分别给出"， ApqV ， 夕， V - 和 （- i ( pAg )) — <(，户) 

V _ 

因为前缀表达式和后缀表达式都是无二义性的，而且不用来回扫描就容易求出它们的值 * 
所以它们在计算机科学里大 M 使用。这样的表达式对编译器的构造是特别有用的。 
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练习 


在练习1〜：3里，对给定的有序根树构造通川地址 系统， 然后利用这个通 ffl 地址系统并且用顶点的标记 
的字典顺序 来排序顶点 t 





4. 假定在有序根树 T 里顶点 r 的地址是 3. 1 S . 2.4, 

為) u 是在哪一层？ 

b ) u 的父母的地址足 什么？ 

c ) u 的兄弟傲少有多少？ 

d ) 若 v 具有这个地址.那么在7里最少可能有多少个顶点？ 

€>求其他必然出现的地址， 

5- 假定在有序根树 T 里， 地址最大的顶点的地址是 2*3*4. 3+ I 是否有可能确定 T 里的顶点数？ 

5 , 有序根树的树叶能否具有下面的 通用地扯表？ 若能.则构造出这样的有序根树 & 

a ) Ll 丄 L h 2, L 2, 2. 1. L 1, 2- L 2, £. 1‘3，2 + 2, 3.1,1， 3. 1. 2 + 1, 3, L 2 U 2 

b) l 丄 L2.U L 2. 2, 1,2.3, 2 丄 L 2. 1, 2.3.1, 2H 2. 4. 2. 1 • 2. 4*2. 2, 3 丄 3- 2 丄 3*2.2 
c>L 1 T 1, 2- I, 1.2.2， L £ + 2 + 1 f 1.3, L4, 2 T 3, I, 3, 2 , 4 」 . 1， 1 

在练习 7 〜 9 里.确定前序遍历访问所给的有序根树的顶点的顺序。 



10- 使用中序 遍历. 以什么顺序汸 N 练习7黾有序根树的顶点？ 
11+使用中序遍历，以什么顺序访问练习8里有序根树的顶点？ 

12. 使用中仔遍历，以什么顺序访问练习9毕:有序根树的顶点？ 

13. 便用后序遍历，以什么顺序访问练习7里有序根树的顶点？ 

14. 使用后序遍历，以什么顺序访问练习 S P 有序根树的顶点？ 

15. 使用后序遍历*以什么顺序访问练习9里有序根树的0〖点? 




树 
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16 - 用二叉树来表示表达式 （（_r + 2> t 3) * ( y ~ (3 + x )) — 5 e 表示方式应采用: 
ft ) 前缀记法。 b ) 后缀 记法， 中缀记法。 


17* 用二叉树来表示衷达式 （ r + ij ) 十 （ jt / j ) 和： r +( ( xy + j 7>/^0 d 表东方式应采用： 
a > 前缀记法 3 b > 后缀记法， C ) 中缀记法 & 

18, 用有序根树来表本合命题，（/ - if V -1<?) 和表不方式应采用 s 


a ) 前缀记法。 b ) 后缀 E 法 ， e ) 中缀记法。 

19- 用有序裉树来表示 （ AflB 》一 （ALKB — A 》）。 表示方式应采用： 

a ) 前缀记法 9 b ) 后缀记法， 中缀记法^ 

*20. 有多少种方式给字符串1夕 A 完全加上括号以便产生中缀表达式？ 

*21, 有多少种方式给字符串 AEIB - AUB - A 完全加上括号以便产生中缀表达式？ 

22. 画出下面用前缀记法写出的每个算术表达式所对应的有序根树。然后用中缀记法来写每个表达式 . 
a )+ * +-5 3 2 1 4 b ) 个 +2 3 — 5 i c ) * / 9 3+ * 2 4 — 7 6 

23-下面每个前壤表达式的值是什么？ 


a ) ~ * 2/ S 43 

c) H — 个 3 2 t 23/6 — 4 2 

24+下面每个后缀表达式的值是什么？ 

a)5 2 1--3 1 4++ * b)9 3 / 5+7 2— * 


— *33*425 
d ) * +3 + 3 t 3 + 3 3 3 

c >3 2 * 2个 5 3 — 8 4 / * — 


25. 构造前序遍历为 a , h /， o A , “ i g j , / 的有序根树，其中 a 有四个子女， c 有三个子 
女， j 有两个子女，6和 e 都有一个子女，所有其他顶点都是树叶。 

*26, 证明：当规定了有序根树的前序遍历所生成的顶点列表、并且规定了每个顶点的子女数时 t 这个有序 
根树是唯一确定的1 

*27,证明；当规定了有序根树的后序遍历所生成的顶点列表、并 II 规定了毎个 IK 点的子女数时，这个有序 


根树是唯一确定的， 

28. 证明： 下阅所示的两个有序根树的前序遍历产生相同的顶点列表 6 注意这个结果不与练4 26里的命题 
相矛盾，因为在这两个有序根树里内点的子女数是不同的。 



29. 证明：下阌所示的两个有序根树的后序遍历产生相同的顶点列表9注意这个结粟不与练习27里的命题 

相矛盾，因为在这两个有序根树里内点的子女数是不同的 . 

a a 
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在一组符 号和一 组二元运算上用前缀 记法表 示的合式公式是用下面的规则来递归地定 义的： 

U ) 若: r 是符号，则 I 是用前缀记法表示的合式公式> 

( ii ) 若 X 和 Y 都是合式公式并且 * 是运算，则 * 是合式公式 . 

30. 下列哪些公式是在符号 U , . V ,幻和二元运箅集（ X ,十， • }上的合式公式？ 

a) X 4* y 尤 bh^rjyXjr 之 

c)X c x s ： X X jr y d)X4"* x x ° x x 

*31, 证明 t 在一组符号和一组二元运算上用前缀记法表示的任何合式公式所包含的符号数都比运算数恰好 
多一个。 

32. 给出在一组符号和一组二元运算上用后缀记法表示的合式公式的定义 a 

33. 给出在符号 U ， W 和二元运算集{十， X ，上带三个以上运算的、用后缀记法表示的合式公式的 
6个例子。 

34. 把用前缀 id 法表示的合式公式的定义推广到这样的符号和运笋集合上，其中运算可能不是二元的 a 

9.4 生成树 

9,41引言 


考虑一下图 9-39 a 所示的简单阁所表示的缅因州的道路系统，在冬天里保持道路通畅的唯一 
方式就是经常扫雪。高速公路部门希望只扫尽可能少的道路上的雪，而确保总是存在连接任何 
两个乡镇的干净道路。如何才能做到这一点？ 

至少扫除5条道路上的雪才能保证在任何两个乡镇之间有一条通路◎图 9-39 fc 说明了这样一 
些 道路。 注意表示这些道路的子图是树，因为它是连通的并且包含 6 个顶点和5条边。 


Etna Old Town 



Hampden 

Mil 路系统 


Ema Old Town 



bj 需要扫雪 的一些道路 


m 9-39 


这个问题是用包含原来简单图的所有顶点、边数最小的连通子图来解决的。这样的图必然 


是树_ 

telKM 设 G 是简单阁。 G 的生成树是包含 G 的每个顶点的 G 的子图* 

有生成树的简单图必然是连通的，因为在任何两个顶点之间都有生成树里的通路。反过来 
也是对的；即每个连通图都有生成树 & 在证明这个结果之前将给出一个例子。 


例 1 找出图 9-40 所示简单图的生成树， 

解 图 G 是连通的，但它不是树，因为它包含简吊回路 B 刪除 
边 U , e } a 这样就消除了一个简单回路，而旦所得出的子图仍然是 
连通的并且仍然包含 G 的每个顶点 s 其次刪除边 U ， />以便消除第 
二个简单回路。最后，删除边 g } 以便产生一个没有简单回路的 
简单图。这个子图是生成树，因为它是包含 G 的每个顶点的树, 
m 9-41 中说明了用来产生这个生成树的 边的删 除序列。 


bed 



图 9-40 简单阌 G 







刪除边 




s\ 


围 9-41 通过刪除形成简单回路的边来产生 G 的一个生成树 
图 9-41 所示的生成树不是唯一的 G 的生成树。例如，图 9-42 所示的每个树都是 G 的生 


成树 D 






图 9-42 0的_些生成树 


定理1 


简单图是连通的当且仅当它具有生成树。 


证首先，假定简单图 g 有生成树 t。t 包含 g 的每 个顶点 。 另外，在 r 的任何两个顶点 
之间都有 T 里的通路 & 因 为了是 G 的子图， 所以在 G 的任何两个顶点之间都有： T 里的通路。因 
此， G 是连通的。 

现在假定 G 是连通的。若 G 不是树，则它必然包含简单回路^从这些简单回路中的一个里 
删除一条边。所得出的子图少了一条边，但是仍然钽含 G 的所有顶点并且是连通的6若这个子 
图不是树，则它有简单 回路； 所以像前面那样，删除一个简单回路里的一条边，重复这个过程直 
到没有简单回路为止。这是可能的，因为在图里只有有穷的边数。当没有简单回路剩下时，这个 
过程终止。产生出_个树，因为在 S 3 除边时这个图保持连通，这个树是生成树，因为它包含 G 
的每个顶点， □ 

例2说明，在数据网络里生成树是重要的。 


:：。 讀’例2 IP 组播在网际协议 （ IP ) 网络上的组播里，生成树的作用很重要。为了从源计 

算机发送数据到多个接收计算机，每个接收计箅机是一个子网，町以分别发送数据 
到每个计算机 a 称为单点广播的这种类型的网络是无效的，这是因为在网络上存有发送相同数 
据的多个副本，为了更有效地传送数据到多个接收计箅机，就使用 ip 组播。在 ip 组播里，一个 
计算机在网络上发送数据的单一副本，当数据到达中间路由器时，就把数据分发國一个或更多 
的其他路由器，以便接收计算机都在它们不同的子网里最终接收到这些数据 a (路由器是专门在 
网络里子网之间分发 IP 数据报文的计算机，在组播里 t 路由器使用 D 类地址 t 每个都表示接收 
计算机可以加人的一个会话》见 4. 1节例 15.) 
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为了让数据尽可能快地到达 接收汁 箅机，在数据穿过网络的通路里就不应当存在环路（在图 
论名词里它们是回路 h 即一旦数据已经到达一个具体的路由器，数据就冉也不应当返回这个路 
由器，为了避免环路，组播路由器用网络算法来构造图 9-43 所示的生成树，这个图以组播源、 
路由器和包含接收计算机的子网来作为顶点 t 以边表示计算机和（或）路由器之间的连接 6 这个生 
成树的根就是组播源 B 包含接收计算机的子网就是这个树的树叶（注意不包含接收计箅机的子网 


都不包含在这个图里在图 9-43 里说明这些内容 




■ 


tP 网络 



组播生成树 

m 



□路 iii 
* ?网 

@带接收站的子网 

m e -43 -个 绀播生成树 


9. 个2 深度优先搜索 

定理1的证明给出通过从简单固路删除边来找出生成树的算法$这个算法是低效的， 
因为它要求找出简单回路。另一种不采用删除边来构造生成树的方法是，通过相继 

地添加边来建立生成树 & 在这里将给出基于这个原理的两个 算法， 

可以用深度优先搜索来建立连通简单图的生成树 。 我们将形成一个根树，而生成树 

" 将是这个根树的无向底图^任意选择图中一个顶点作为根.通过相继地添加边来形 
成从这个顶点开始的通路，其中每条新边都与通路上的最后一个顶点以及还不在通路上的一个 
顶点相关联.继续尽可能地添加边到这条通路 D 若这条通路经过图的所有顶点，则由这条通路组 
成的树就是生 成树， 不过，若这条通路没有经过图的所有顶点，则必须添加其他的边。退到通路 
里的倒数第二个顶点，若有可能，则形成从这个顶点上开始的经过还没有访 问过的 顶点的通路* 
若不能这祥做，则后退到通路里的另外一个顶点，即在通路里后退两个 顶点， 然后再试办 

重复这个过程，从所访问过的最后一个顶点开始，在通路上一次后退一个顶点，只要有可能 
就形成新的通路，直到不能添加更多的边为止，因为这个图有有穷的边数并且是连通的，所以这 
个过程以产生生成树而告终，在这个算法的一个阶段上是通路末端的顶点将是根树里的树叶， 
而在其上开始构造一条通路的顶点将是内点。 

读者应当注意到这个过程的递归本质 9 另外 * 注意若图中的顶点是排序的，则当总是选择在 
该顺序里可用的第一个顶点时，在这个过程的每个阶段上对边的选择就全都是确定的。不过 * 将 
不总是明显地对图的顶点 排序。 
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深度优先搜索也称为 ® 溯，因为这个算法返回以前访问过的顶点以便添加边。下面的例子 
说明问 

例 3 用深度优先搜索来找出图 9- 44 所示阖 G 的生成树， 

解在图 9-45 _显示深度优先搜索为了 
产生 G 的生成树而使用的步骤。任意地从 
顶点/开始―条通路是这样建立的：相继地添加与 
还不在通路上的顶点相关联的边，只要有可能就这样 
做。 这样就产生通路/,心 A ， A ， j (注意也叶能建立 
其他的通路）。下步，回溯到夂不存在从々开始包 
含还没有访问过的顶点的通路。所以凹溯到 / u 形成 
通路 h ， “ 然后回溯到0然后冉回湖到 / fl 从/建 

立通路 /， A ^ r , ^然后再 回潮到 r 并且形成通路 c ， 这样就产生了生成树 


d 



h 





f 


f 




一个图的深度优先搜索所选择的边都称 为树边 p 这个图所有其他的边都必然连接一个顶点 
与这个顶点在树中的祖先或后代，这些边都称 为背边 （练习 39 要求证明这个事 实）。 

例 4图 9-46 中强调了从顶点/开始的深度优先搜索所 找到的 树边， 用粗 线显示这些树边 6 
用细 黑线显示背边 /) 和（/， A )。 

我们已经解释了如何用深度优先搜索来求图 
的生 成树。 但是，迄今为止的讨论还没有带出深 
度优先搜索的递归本质 . 为了弄清深度优先搜索 
的递归 本质， ：要几个术语。当执行深度优先搜 
索的步骤时，当把顶点 W 加人树时说从顶点 U 开 
始探索，当最后一次回溯回到 D 时说从顶点^结 
束探索。理解算法的递归本质所需要的关键事实 
是，当加人连接顶点〃到顶点切的边时，在回到 
u 完成从 p 的探索之前就结束了从 w 的探索，在算法 I 中构造了带顶点的图 G 的生 
成树，酋先选择顶点％作为树根。开始时令 T 是只有这一个顶点的树。在毎个步骤，加入一个 
新顶点到 T 以及从已在 T 中的一个顶点到这个新顶点的一条边，并且从这个新顶点探索，注意 
当算法完成时， T 没有简单回路，因为没有加入连接到已在树中的顶点的边。另外，： T 在构造时 
保持连通（用数学归纳法可以轻而易举地证明摄后这两个事实），由于 G 是连通的， G 的每个顶点 
都被算法访问到并且加人到树中(读者可以验诬 h 所以 T 是 G 的生成树。 



囝 9- 46例4中深度优先搜索的树边和背边 
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算法1深度优先搜索 

procedure DFS ( G * 带顶点的， …，％ 的连通图) 
r *= 只包含顶点％的树 
vhitivi ) 

procedure visitiv - G 的 顶点） 

for 与 t ; 相邻并且还不在丁中的每个顶点 w 

begin 

加入顶点和边到 T 

visit (uu) 

end 


现在分析深度优先搜索算法的计算复杂性。关键事实是对于每个顶点 u 来说，当在搜索中首 
次遇到顶点 I 时，就调用过程 WsfMiO 并且以后不再调用这个过程。假设 G 的邻接表是可用的（参 
见 8.3 节），求出与 t 相邻的顶点不需要任何计算。当遵循算法的步骤时，至多检査每条边两次 
以确定是否加人这条边及其一个端点到树中，因此，过程 DFS 用 O ( e ) 或 0 U 2 ) 个步骤来构造一 
个生成树，其中^和《分别是 G 的边数和顶点数。（注意一个步骤包括：检 査一个 顶点是否已在 
正在构造的树中，如果这个顶点还不在树中，则加人这个顶点和对应的边.还利用了不等式 
rK «_ l )/2, 对于任意简单图来说这个不等式都成立。> 

深度优先搜索可以作为解决许多不同问题的算法的基础。例如，可以用来求图的连通分支 
, 并且坷以用来求连通图的割点^将要看到，深度优先搜索是用来搜索计算困难问题的解的回溯 

墨 

i 技术的基础（参见 [ GrYe 9 JJ ]、[ Ma 89] 和 [ CoLeRiStOl ] 对基于深度优先搜索的算法的讨论> 

9.4.3 宽度优先搜索 


也可以通过使用宽 度仗先搜 索来产生简单图的生成树。将构造 一 +__， 
个根树的无向底图就形成生成树。从阁的顶点中任意地 选择- 个根。然后添加与这 
个顶点相关联的所有边。在这个阶段所添加的新顶点成为生成树在1层上的顶点。将新顶点任意 
排序。下一步，按顺序访问1层上的每个顶点，只要不产生简单回路，就将与这个顶点相关联的 
每条边添加到树里。这样就产生了树在2层上的顶点。遵循相同的过程，直到己经添加了树里的 
所有顶点 5 因为在图中的边数是有限的，所以这个过程会终止。在产生了包含图中每一个顶点的 


树之后，生成树也就产生了。下面是宽度优先搜索的一个例子 . 
例 S 用宽度优先搜索来找出图 9-47 所示的图的生成树。 

. 解 在图 9-48 里显示宽度优先搜索过程的各步 

骤。选择顶点 e 作为根 B 然后添加与£相关联的所 
有边，所以添加了从 e 到 h /和 I 的边 t 这四个顶点都是 
在树的1层上。下一步，添加从1层上的顶点到还不在树上 
的相邻顶点的边 & 因此，添加从 A 到 a 和 c 的边，以及从到 
A , 从/到/和从 f 到6的边。新顶点心 h 和 A 

都是在2层上 * 下一步，添加从这些顶点到还不在树上的相 
邻顶点的边。这样就添加从 g 到丨以及从▲到 m 的边 • _ 

算法2的伪码描述了宽度优先搜索。在这个箅法中假设 




H 


闬 9-47 m G 


连通图 G 的顶点排序为 W 在算法中，只要还没有产生简甲-回路就加人新的顶点和对 


应的边到树中，与正在处理的当前顶点相邻。 
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^ 9-48 G 的宽度优先搜索 


霣法 2宽度优先搜索 

procedure BFS(G t 带顶点 ％ * h 的连通罔) 
| T *= 只包含顶点切的树 
L s = 空表 

把 A 放入尚未处理顶点的表 L 中 

while L 非空 
begin 

删除 L 中第一个顶点^ 
fort 的每个邻居 ■«； 

if wESt 不在 L 中也不在 7' 中 then 
begin 

加人 a 到表 L 的末域 
. 加入 Tt ■和边{取，到丁 

end 

end 


现在分析宽度优先搜索的计算复杂性。对于图中的每个顶点幻來说，检査所有与 u 相邻的顶点 
并 H 加人每个尚未访问过的顶点到树7'中.假设图的邻接表是可用的，确定哪些顶点与给定顶点 
相邻就不需要任何计算。如同在深度优先搜索算法的分析中那样，我们检査每条边至多两次来确 
定是否应当加人这条边及其尚未在树中的端点。所以宽度优先搜索算法使用 OCe ) 或0<#>个步骤* 

9- 4,4 回溯 

有些问题只能通过执行对所有可行解的穷举捜索来解决。系统地搜索出一个解的一种方式 
是使用决策树，其中每个内点都表示一次决策，而每个树叶都表示一个可 行解。 为了通过 回溯来 
求出一个解，首先尽可能地做出一系列决策来尝试得出一个解。可以用决策树里的通路来表示 
决策序列。一旦知道了决策序列的任何扩展都不能得出解，就回_到父母顶点并且若有可能，则 
用另外一个决策序列来尝试得出一个解。继续这个过程，直到找到一 个解， 或者证明没有解存在 

为止。下曲的例子说明回溯的有用性 * 

例 6 图着色 如何用回潮来判定是否时以用 n 种颜色给一个图着色？ 

解 以下面的方式用回溯来解决这个问题，首先选择某个顶点 a 并且指定它颜色为 1。 然 ；S 
挑选第二个顶点仏而且若 A 不与 d 相邻，则指定它颜色为 U 否则.指定6颜色为2。然后来到 
第三个顶点^若有可能则对 r 用颜色1,否则若有可能则用顔色 2 d 只有当颜色1和颜色2都不 
能用 时才使用颜色 3 a 继续这个过程，只要有可能就为每个新顶点指定《种颜色中的一种，而且 
总是使用表中第种允许的颜色.若遇到不能兩 n 种颜色中任何一种来着色的顶点，则回»到最 
后一次所做的指定，并且若有可能就改变最后着色的顶点的颜色，用表中下一种允许的颜色 .若 
不可能改变这个颜色， 则再回 拥到更前面的指定， 一 次后退一步，直到有可能改变一个顶点的颜 
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色为止 d 然后只要有可能就继续指定新顶点的颜色 E 若使用 n 种颜色的着色存在，则可以通过冋 
潮来产生（但是这个过程是极其低效的）。 

具体地说，考虑用彐种颜色来着色图 9-49 所示 的图。 图 9-49 所示的树说明如何用回溯来构 
造3着色。在这个过程里，皆先用红色 T 其次用蓝色，最后用绿色。显然用回溯来解决这个简单 
的例子只是为了能够比较好地说明这项技术。 



cr 红^肢 





阁 9-49 用回溯给 m 着色 



U 红红 







在这个树从根开始的、表示指定红色给 a 的最初的通路，导致 a 红色、 fr 蓝色、 c 红色而 
d 绿色的着色 a 当以这种方式来普色〜6, c 和 d 时，就不可能用这三种颜色中的任何一种来着色 
6所以，回溯到表示这个着色的顶点的父母 D 因为没有其他颜色可以用在上.所以再回拥一 
层。 然后改变 r 的颜色为绿色。通过接着指定红色给 d 和绿色给6就获得这个图的着色。 _ 

;1 例7 ff 皇后问题 《皇后问题问；在^1父《棋盘 
上如何放置〃个皇后，使得没有两个皇后可以 
互相攻击 & 如何用回溯来解决〃皇后问题？ 

解为了解决这个问题，必须在棋盘上找出； I 个 
位置，使得这些位置中没有两个是在同一行上、冋一列上 
或在同一斜线上（斜线是由对某个 m 来说满足 = m 或对 
某个 m 来说满足;一 j = m 的所有位置 i > 组成的）。将用 
回溯来解决 〃皇 后问题。从空棋盘开始。在 A + 1 阶段，尝 
试在棋盘上第 A + 1 列里放置一个新皇后，其中在前*列里 
已经有了皇后 & 检查第 A +1 列里的格子，从第一行的格子 
开始，寻找放置这个皇后的位置.使得它不与已经在棋盘 
上的皇后在同一行里或在同一斜线上（已经知道它不在同一 
列里 h 若不可能在第 A +1 列里找到放置皇后的位置，则 
回撕到在第纟列里对阜后的放置 & 在这一列里下一个允许 
的行里放置皇后，若这样的行存在的话。若没有这样的行 
存在，则继续回溯 D 

具体地说，图 9-50 显示四皇后问题的回溯解法 。 在这 
种解法里，在第一行第一列里放置一个皇后。然后在第二 
列的第三行里放置一个阜后，不过，这样就使得不可能在 



用 9-50 四皇后问题的回_解法 





第 F 列里放置一个皇后。所以就固溯并且在第二列的第四行里放置一个皇后。当这样做时，就可 
以在 第三列 的第二行里放置一个皇后。但是没有办法在第四列里添加一个阜后，这说明当在第 
—行第一列里放置一个皇后时就得不出解 D 冋溯到空棋盘，在第一列的第二行里放置一个皇后。 
这样就得出图 9-50 所示的解。 ■ 

例8 子集和 考虑下面的问题。给定一组正整数: n , 以求这组整数的和为 M 
的一个子集 e 如何用回溯来解决这个问题？ 

解从空无一项的和来开始。通过相继地添加项来构造这 个和。 若当添加这个序列里的一 
个整数到和里而这个和仍然小于 JW 时，则包含这个整数。若得出使得添加任何一项就大于 M 的 
一个和，则通过去掉这个和的最后一项来回溯。 

图 9-51 显示下面这个问题的回溯解法，求 (31, 27,】5, U , 7, 5} 的和等于39的子集，_ 



(31,7} 
和土 38 


13!} 
和 二31 



f3l,5) 
和=3 6 


[27] 
和=27 



{27, |[} |27, 7| 

和=38 和=34 



(27.7.5) 


和=39 

闬 &-51 用回溯求等于39的和 




9.4.5 有_图中的深度优先搜索 

可以轻而易举地修改深度优先搜索和宽度优先搜索，使得以有向图作为输人时它们也能运 
行。但是，输出不一定是生成树_而可能是森林。在这两个算法中，只有当一条边从正在考虑的 
顶点发出并且到一个尚未加人的顶点时才加人这条边。如果在其中任何一个算法的某个阶段找 
不到从已经加人的顶点到尚未加人的顶点的边，则算法加人的下一个顶点成为生成森林中一个 
新树的根。这一点在例9中解释 D 

例 9 给定罔 942 a 所承的图作为输入，深度优先搜索的输出是什么？ 



阁 9-52 有向阁的深度优先搜索 




解从顶点 a 开始深度优先搜索并且加人顶点 C 和 g 以及无路 pr 走时对应的边 D 回溯到 
G 但是仍然无路可走，于是回潮到在这里加人顶点/和*以及对应的边6回溯最终又回到 
a , 然后在^开始一个新的树并且加人顶点/ I 、“ *和^以及对应的边.回撕到 I 然后到“然 
后到 A 并且回到最后，在/开始一个新的树，完成深度优先搜索 6 输出如图 9 _52 b 所示， ■ 
有向图中的深度优先搜索是许多算法的基础（参见 [ GrYe 99] , [ Ma 89] 和 [ C ^ LeRiStOl ]) ，它 
可以用来确定有向图是否具有回路，可以用来完成图的拓扑排序，也可以用来求有向图的强连 
通分支。 

用深度优先搜索和宽度优先搜索在网络搜索引擎上的应用來结束本节 • 

例10网络蜘蛛为了给网站建立索引，诸如 Google 、 Hotbot 和 Lycos 这些著名的搜索引 
擎从已知的站点开始系统地探索网珞。这些搜索引擎使用所谓网络蜘蛛 （ 或网络爬虫、网络机器 
人）的程序来访问网站并且分析其内容网络蜘蛛同时使用深度优先捜索和宽度优先搜索来创建 
索引。如 8.1 节例 S 所述，可以用所 m 网络圉的有向阁来为网页和网页之间的链接建立模型 •用 
顶点表示网页并且用有向边表沄链接。利用深度优先搜索 * 选择一个初始的网页，循着一个链接 
(如果存在这样的链接的话）到达第二个网页，循着第二个网页的一个链接< 如果存在这样的链接 
的话）到达第三个网页，等等，直到找到…个没有新的链接的网页为止。然后使用回溯来检査前 
面阶段的链接去再找新的链接，等等 6 (由于实际限制，网络蜘蛛在深度优先搜索中的捜索深度 
是有限的利用宽度优先搜索，选择一个初始的网页并且遵循这个网页上的_个链接到达第二 
个网页，然后遵循初始网页上的第二个链接 （如果 存在的话〉，等等，直到已经遵循了初始网页上 
的所有链接为止。然后逐页地遵循下一层网页上的链接，等等。 ■ 


练习 

1,为了产生生成树，必须从带有 m 个顶点和爪条边的连通阌里刪除多少条边? 


在练习2〜 S 里，通过删除简单囬路里的边来求所示的图的生成树。 





树 
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*11. 下面的每个简单图各有多少个不同的生成树？ 

a)K 3 b)K, c)Ku d)C 5 

*12. 下面的每个简单围各有多少种不同构的生成树？ 

a)K 3 b)K, OK, 


在练习13〜15里，用深度优先搜索来构造所给的简单图的生成树 B 选择 Q 作为这个生成树的根并且假 
定顶点都以字母顺序来排序， 



16* 用宽度优先搜索来构 造练习 13〜 1 S 里每 个简单 图的生成树，选择 a 作为每个生成树的根 t 

17. 用深度优先搜索求下列这些图的生成树. 

a ) W & (参见& 2节例6>,从 S 度顶点开始 b ) K s 

c ) K 3 , m 从3度顶点开始 d ) Q A 

IS . 用宽度优先搜索求练习17中的每个图的生成树， 

19-描述一下轮图 W n 的宽度优先搜索和深度优先捜索所产生的树，从 n 度顶点开始，其中 n 是整数满足 
n >3( 参见 8.2 节例说明答案的合理性 4 

20. 描述一下完全閉 I 的宽度优先搜索和深度优先搜索所产生的树， 从所 度顶点开始，其中》是正整数。 
说明答案的合理性 & 

2 L 插述一下完全偶图的宽度优先搜索和深度优先搜索所产生的树，其中 m 和？ I 都是正整数，说明答 
案的合理性 a 

22 , 解释如何用宽度优先搜索和深度优先搜索来确定一个阁是否为偶图。 

23 ..假定一家航空公司必须压缩它的航班以节省资金 & 若它原来的航线如下罔所示，_可以中断哪些飞行 
以保持在所有城市对之间的服务（其中从一个城市飞往另一个城 rfi 可能黹要换乘飞 机）？ 
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班戈 



24. 何时连通简单图里的一条边必然在这个围的每个生成树里？ 

25. 哪些连通简单图恰好有一个生成树？ 

26 . 解释一 F 如何 W 宽肽优 先搜索或深度优先搜索来排序连通图的顶点。 

* 27 .证明 s 在连通简单 m 里顶点”和《之间的最短通路的怯度，等于在以 I 为根的 G 的宽度优先生成树里 m 

的层数。 

28, 用回溯来试验使用三种颜色对 S . S 节练习 5-7 里每个阐的着色。 

29, 用回翻来对下面的《值解决《鱼后问鹿* 

— 3 b)n — 5 c)n^& 

30, 用冋澜来求集合 {27, 24, 19，14, 1 L ，3} 的和为下列值的子集，若存在的话《 

1041 c)60 

3 L 解释一下如何州回溯来找出阁中的哈密顿通路或哈密顿回路. 

32, a ) 解释一下如何用回潮来找出迷宫的出路，给定出发位置和出口位置。考琺把迷宫划分成位罝*其中 
在每个位置 t 的移动包括四种砰能性之一（上，下■右，左 
b) 找出在下面的迷宮里从标记为 X 的出发位置到出 U 的通路* 



I ， .1 「| 

liJj !-»! 


围 G 的生成森林是包含 G 的每个顶点的森林，使得当在两个顶点之间有 G 里的通路时，这两个顶点就 
在同一个树里。 

33* 证明：每个有穷简单图都有生成森林。 

34. 在闬 的生成森林里有多少个树？ 

35, 对带有 u 个顶点、坊条边和 c 个连通分支的闬 米说. 必须删除多少条边才能产生它的生成森林？ 

36+ 设计基于删除形成简争回路的边来构造图的生成森林的算法 ， 

37. 设计基于深度优先捜索来构造阁的生成森林的箅法。 

38. 设计基千宽度优先捜索来构造阁的生成森林的算法 . 

39 +设 G 是连通阁。证明 ？ 如果 T 是用深度优先搜索构造的 G 的生成树，则 G 的不在 T 中的边必定是背 
边，換句话说，这条边必定连接一个顶点到这个顶点在了中的祖先或后代。 

40. 设 G 是连通证明 ； 如果 了是用 宽度优先搜索构造的 G 的生成树，則 G 的不在 T 中的边必定连接这 

个生成树中在同一层上或相差一层的顶点。 

41. 对于哪些围来说，无论选择哪个顶点作为树根，深度优先搜索和宽度优先搜索都产生问样的生成树？说 
明答案的含理性 d 

42. 用练习 39证明 t 如渠 G 是含有 n 个顶点的连通简单图井 1 G 不含长度为*的简单 通路， PIG 至多含有 
(k — Dm 条迪 




树 
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43. 用数学归纳法 证明： 莬度优先搜索按照顶点在所得出的生成树中的层数的颛序来访问这些顶点 
44•用伪码来播述深度优先搜索的一个变种，它把整数/ I 指定给在搜索中访问的第〃个顶点.证明；这个 
编号对应着生成树的前序遍历所建立的顶点编号1 
45. 用伪码来描述宽度优先搜索的一个变种1它把整数 m 指企给在搜索中访问的第 m 个顶点 f 
*45. 假设 G 是有向图并且 T 是宽度优先搜索构造的生成树 & 证明： G 的毎条边都连接 N —层的两个顶点、 
连接一个顶点到低一层的一个顶点或者连接一个顶点到更商层的~个顶点^ 

47,证明：如果 G 是有向图弁且 T 是用深度优先搜索构造的生成树 t _不在这个生成树上的每条边都是连 
接祖先到后代的前进边、连接后代到祖光的后退边，或者连接-个顶点到从前访问过的子树的一个顶 
点的交叉边 

*43. 描述深度优先捜索的一个变种，当算法完全处理完_个顶点时，它把摄小可用的正整数指定给这个顶 
点。证明：在这个编号中.每个顶点的编号大 T 其子女的编号并且子女的编号从左到右递增。 

设乃和 T 2 都是一个图的生成树，在 T 和乃 之间的距离是在丁 T 和 B 电非 7；和丁 2 所共有的边的数目 . 

49 - 求阁 9-4 G 所示阁 G 的在罔 9-4 Ic 和围942里所示的每时生成树之间的距离 
*50. 假定 r 1( T £ 和 T 3 都是简单图 G 的生成树^证明：在 T ! 和丁 3 之间的距离不超过 T , 和乃之间的距离 
与 I 和 之间的距离的和. 

## 5 L 假定 T s 和乃都是简单罔 G 的生成树。另外，假定、是在 T a 里但不在里的一条边，证明：存在着 
在 I 里但不在乃里的一条边使得若从丁_里删除^而添加^到 T B 里，则 T , 仍然是生成树，并 
且若从乃里酬除 q 而添加^到乃里，则乃仍然是生成树 w 
42. 证明；通过相继地删除一条边而添加另外_条边，就有可能从任何一个生成树得出一个生成树的序列。 

有向图的根生成树楚由这个阁的边组成的根树，使得这个图的每个顶点都是树里一条边的终点。 

53. 对& + 5节练习 H 〜23里的毎个有向阁来说*求这个阳的根生成树，或者确定不存在这样的树 
*54, 证明： 毎个顶点的人度和出度都相等的连通有向图有根生成树（提 示： 使用欧拉 N 路）。 

*55. 给出构造每个顶点的人度和出度都相等的连通有向图的根生成树的算法 . 

*56. 址明： 如果 G 是有向图并旺 T 是用深度优先搜索构造的生成树.则 G 含有回路当且仅当 G 含有相对于 
生成树了的后退边（参见练习47) & 

*57. 用练习56来构造一个确定有向阓是否含有回路的算法 a 

9. 5最小生成树 


m 引言 



-个公司计划建立一个通信网络来连接它的五个计算机 中心. 可以用租用的电话线 

p. 

<连接这些中心的任何 一对。 应当建立哪些连接，以便保证在任何两个计算机中心之间 
都有通路，且网络的总成本最小？可以用图 9-53 所示的带权图为这个问题建模，其中顶点表示计 
算机 中心， 边表示可能租用的电话线，边上的权是边所表示的电话线的月租费，通过找出一棵生 
成树* 使 得这棵树的各边的权之和为最小，就可以解决这个问题。这样的生成树称为最 +生成树。 


S2000 


旧金山 



m ^ 53 说明计算机网络里的线路的月租费的带权围 
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9, 5. 2最小生成树算法 


有大童的问题可以这样 解决： 求带权图里的一棵生成村 • 使得这棵树的各边的权之和为 


最小 



- -i' 

■壤 


连通带权图里 的最小生成树 是具有最小可能的边的权之和的生成树。 

下面将给出构造最小生成树的两个算法。这两个算法都是通过添加还没有使用过 
的、具有规定性质的、权嬝小的边来进行的。这些算法都是贪心算法的例子。贪 


心算法是在每个步骤上都做最优选择的算法。在算法的每个步骤上都最优化，并不保证产生 
全局最优解。不过，本节里给出的构造最小生成树的这两个算法都是产生最优解的贪心 


算法 


O 



要讨论的第一个算法是罗伯特 • 普林 @ 在1957年给出的，虽然这个算法的基本想法 
' 有更早的起源^为了执行普林見法，首先选择带最小权的边，把它放进生成树里，相 
继地向树里添加与 e 在树里的顶点关联的、并且不与已在树里的边形成简单回路的权最小的边。 
当己经添加了 n -\ 条边时就停止4 

本节稍后将证明这个箅法产生任何连通带权图的最小生成树。算法1给出普林算法的伪码 
描述 a 


算法1普林算法 

procedure PrimiG ； 带个顶点的连通无向田） 

丁 s = 权最小的边 
for I 3 — 1 to n ~ 2 

f 

I begin 

e 々与 r 电顶点关联、并 r 若添加到 ： r m 则不形成简单冋路的权最小的边 
添加 f 之后的 r 
是 G 的最小生成树 } 


注意，当有超过一条满足相应条件的带相同权的边时，在算法的这个阶段里对所添加的边 
的选择就不是确定的。需要棑序这些边以便让选择是确定的。在本节剩下的部分里将不再考虑 
这个问题。另外注意，所给的连通带权简单图可能有多于一个的最小生成树（见练习 9), 例1和 
例2说明如何使用普林算法 5 

例 I 用普林算法设计连接图 9-53 所表示的所有计算机的、具有最小成本的通信网络4 
解办法是求图 9-53 的最小生成树。普林算法是这样执 行的： 选择权最小的初始边，并且 
相继地添加与树里顶点关联的不形成回路的权最小的边^在图 9-54 里*加粗的边表示普林箅法 
所产生的最小生成树，并且显示出在每个步骤上所做的选择. _ 

例2 用普林算法求图 9-55 所示的图的最小生成树。 

解用普林算法所构造的最小生成树显示在图^56里.相继选择的边都有显示 . 麵 


0罗伯特‘克雷林 （Rotert Clay Prim !192 I 年出生在得克萨斯 + 3料〗年获得电机丁程学士攀位， HU 年从# 
林斯顿大学获得数学博士学位。他从1941年到19 料年担 任通用电气公司的工程师.从年到 1 S 49 年担任美 W 海军军 
械实验菫的工程师和数学家 ， M 1948年到19扣年相任普林斯顿大学的合作研究员，他担任过的其他职 务是： 1958年到 
1%】年贝尔电话实验室的数学与力学研究主仟，以及桑地 I 公司的研究副总裁 • 他目前 S 经退休 a 
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将要讨论的第二个算法是约瑟夫 * 克魯斯卡尔 9 在 195 S 年发现的，但在此之前已经有 
'听: '• 人阐述过这一算法的基本思路，为了执行克鲁斯卡尔算法，要选择图中权最小的一条边 ☆ 

© 约瑟夫.伯纳镰■克餐斯卡尔 Bernanl Krmkal )192& 年出生在纽约，后来进人 芝加酑 大学，1的 4 年从杵 
林斯顿大学获得博士学位。他是普林斯顿和威斯康 a 大学的数学教师，随后垃密歜根大学的助理教授， i & M 年他成为贝 
尔实#室的技术娄 w 会成员并•直扣任这个职务 & 他 b 前的研究兴趣包括统计语萏学和心理《!最学。餘 r 最小生成树的 
成果之外，克角斯卡尔还因为对多维分级的贡献而1名。当克#斯卡尔坫二年级的研究生时，他发现了产生崧小生成树的算 
法，当时他还不能肯定关丁•这个题0的两页 f ■的论文是否值得发表，经其他人说服后才递交1去。 



图 9-54 同 9-53 里带权阁的崴小生成树 


3 t 1 



m 9~55 一个带权图 

选择 

b 3 c I d 1 



k t 

d ) 


m 9-56 用普林 w 法构造的最小生成树 





i $ 


s s 


XJ 

B ^/y iyp —a— 

i-i-'rj 山 } 
行纽金佛 
亚 ■，旧 丹 
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相继添加不 1-5 己经选择的边形成简单回路的权最小的边，在已经挑选 r « —1条边之后就停止。 
在本节末尾，把证明克曾斯卡尔算法对每个连通带权图都产生最小生成树留作练习，在算 
法2里给出克魯斯卡尔算法的伪代码。 


算法 2 克料斯卡尔算法 

procedure KruskaliGz ^ 打个顶点的带权连通无向阁） 

T s = 空图 

For | 1 = 1 to n -1 

b^gin 

^ :=当添加到 r 里时不形成简单回路的权蛊小的 g 里的边 
ri = 添加 e 之后的 t 
end ( r 是 G 的最小生 成树} 


读者应当注意普林算法与克冉斯卡尔算法的 LK 别3,在普林算法里，选择与已在树里的一个 
顶点相关联、并且不形成回路的权最小的边；相反地，在克鲁斯卡尔算法里，选择不一定与已在 
树里的一个顶点相关联、并旦不形成回路的权最小的边。注意，在普林算法里，若没有对边排 
序，则在这个过程的某个阶段上 t 对添加的边来说就吋能有多于一种的选择，因此，为了让这个 
过程是确定的，就需要对边进行排序。下面的例子说明如何使用克科斯卡尔算法， 

例3用克兽斯卡尔算法求图 9-55 所示的带权图的最小生成树 b 

解在图 9-57 里显示这个最小生成树和在克鲁斯卡尔算法每个阶段上对边的选择。 _ 



选择 

边 

权 

1 

\ c , 

i 

2 


i 

3 

(*. f ) 

i 

4 

k . si 

2 

5 


2 

6 

!/ j \ 

2 

7 

\ b r e ] 

3 

8 


3 

9 

\gf 

3 

10 

a j ) 

3 

II 




总计： 24 


b) 


m 9 57 究咨斯卡尔算法产生的最小生成树 


现在将证明普林算法产生连通带权罔的最小生成树。 

证设 G 是一个连通带权图。假定普林算法相继地选择的边是 h - w 设 S 是 
以 O ， …， G -1 作为边的树》而设 S * 是以…， Q 作为边的树。设了是包含边61， 

A 的 G 的最小生成树，其中 ife 是满足下列性质的最大整数 s 存在着包含普林箅法所选择 
的前 A 条边的最小生成树，若证明了 S = I % 则该定理得证。 

假定 S 4 7% 所以1。因此，丁包含边 q ，^ …，但是不包舍 Q + 考虑由 7' 


0历史 注解； 约瑟夫■克啓斯卡尔和罗伯特…許林在20世纪50年代中期提出构建最小生成树的 算法。 不过 • 
他 们不是 第一批发现这些算法的人，例如，人类学家摘 * 切卡诺夫斯基 GanGsekanomki ) 在19的年的工作就涵籤了求 JB 
小生成树所爾要的许多想法,1926年，奧塔卡 * 勃鲁乌长 （ Otakw 构造电力网有关的丄作中捕述了构造最 
小生成树的方法 & 




树 
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和所组成的图。因为这个图是连通的并且有。条边，边过多不可能是树，所以它必然包含 
简单回路。这个简单回路必然包含0+1，因为在 T 里没有简单回路 & 另外，在这个简单回路里 
必然有不属于 &+1 的边，因为& + ] 是_棵树，通过从^ + 1 的_个端点开始，该端点也是边 
C ^之一的端点，并且遵循回路直到它到达一条不在 a h 里的边为止，就可以找出一条 
不在 & + t 里的边^它有一个端点也是边 g 之一的端点 D 通过从 T 里刪除 r 并且添 
加就获得带 n — I 条边的树穸（它是树，因为它没有简单回路注意树 I "包含 
es ， …， ^ + 另外，_为普林算法在第々+1个步骤上选择^十！.并且在这个步骤上 e 也是对 
用的，所以 oh 的权就小于或等于 e 的权 a 根据这个观察结果就得出 T " 也是最小生成树，因为 
它的边的权之和不超过 T 的边的权之和。这与对&的选择相矛盾，4是使得包含 m …，^ 
的最小生成树存在的最大 整数， 因此， * = 〃 一 1并且 S =7\ 所以普林算法产生最小生成树。 □ 
可以证明（参见 [ CoLeRiStOl ]〕 为了求出具有^条边和 I 个顶点的图的最小生成树，可以用 
OQlogd 次运算来完成克魯斯卡尔算法并且可以用次运算来完成普林算法.因此，对 
亍稀疏 S 来说使用克稃斯卡尔算法更好。在稀疏图中，^远远小于 C(w 2 ) = v ( v - W 2 , 即具有 
n 个顶点的无向囹的可能的总边数。否则，这两个算法的复杂性没有什么差别， 

练习 

1+下图所表示的道路都还没有铺设路面，边的权表示在成对的乡镇之间的道路氏度.哪些道路应当铺设路 
面，以便在每对乡镇之间都有铺设路面的道路，而且使得铺设的道路的长度最短？（注；这些乡镇都在 
内华达州 


Manhattan 


Dyer 



在练习2〜4里，用普林算法求所给的带权用的最小生成树 


4 
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5. 用克 H 斯卡尔算法设计在本节开头所描述的通信网络《 

6. 用克鲁斯卡尔算法求练习 2 里带权图的最小生成树， 

7 -用克待斯卡尔算法求练习 3 黾带权图的最小生成树. 

3+用克鲁斯卡尔算法求练习4里带权阁的最小生成树1 

9 + 找出具有多于•棵最小生成树的、带有最少可能边数的连通带权简单图 & 

10. 带权图里的最小生成森林是权最小的生成森林解释如何修改普林筲法和克#斯卡尔算法来构造最小 
生成森林。 


连通带权无向罔的最大生成树是带最大可能的权的生成树。 

1], 设计与普林算法类似的、构造连通带权图的最大生成树的算法。 

12,设计与克兽斯卡尔算法类似的、构造连通带权 m 的最大生成树的算法 & 

13 + 求练习2里带权阁的最大生成树。 

14. 求练习3里带权图的最大生成树， 

15. 求练习4里带权阁的最大生成树， 

16. 求在本节开头所提出问题里连接五个计算机中心的次最便宜的通信网络。 

M 7. 设计求连通带权囹里次最短生成树的算法 & 

*18. 证明： 连通带权囝里权最小的边，必然属于任何一个最小生成树， 

19. 证 明； 若所有边的权都不相同 + 则连通带权图里有唯一的最小生成树> 

20. 假定连接罔 9-53 里城市的计棘机网络必须包含纽约与丹 佛之间 的直接连接。那么应当包含哪些其他的 
连接，使得在每两个计算机屮心之间都存在连接，并 II 费用最少？ 

21. 求图 9-55 的带权闬里包含边 U , i } 和 W 的总权最小的生成树 * 

22. 描述一个箅法，它求连通带权尤向简爷图.包含所规定的一组边的权最小的生成树 g 

23. 用伪码表达练习22里设计的算法。 

索林 （SomrO 算法从连通带权简单图 G =( V , £) 这样产生最小生成树：相继地添加成组的边 > 假定对 V 
里顶点进行了排序•这样就产生边的一个顺序，其中若叫先于或者若％ =…井且如先于 A ，则（％. 

先于 L 这个算法旨先同时选择每个顶点关联的权 S 小的边.在平局情形下选择在上述晒序里的 
第一条边《这样就产生 出一个 没有简单回路的图.即一些树组成的一个森林（练习2 4 要求证明这个事实） # 
其次 t 对森林争的每棵树，同时选择在该树甩一个顶点与在不同的一棵树里顶点之间的最短的边 a 同样在 
平局情形下选择在上述顺序里的第一条边。（这样就产生出一个没有简单回路的囹，它包含着比在这一步之 
前出现的吏少的树 I 参见练习24。）继续进行同时地添加连接树的边的过程 * 直到己经选择了 n_i 条边为 
止. 在这个阶段上就已经构造了一棵最小生成树。 
d 证明 ： 在索林详法的每个阶段上边的添加都产生一个森林。 

25. 用索林算法产生阁 9-53 和罔 9-55 所示的带权阁的最小生成树。 

*26, ffl 伪代码表达索林算法。 

^27, 证明： 索林算法产生连通尤向带权图里的最小生成树 
*28. 证明 3 素林算法的第一步产生至少 包含! "〃/幻条边的森林 。 

*29. 证明；若在索林算法的某个中间步骤里存在 r 棵树，则算法的 下一次 迭代至少添加 「 rt /21 条边. 

*30. 证明： 在已经完成索林算法的第 一 步、并且己经次执行索林算法的第二步 之后, 还剩下不超过 
「《/2” 棵树 w 

*3 L 证明：索林算法至少需要 log « 次迭代，以便从带有《个顶点的连通无向带权罔产生一棵最小生 成树。 
32. 证明；克兽斯卡尔算法产生最小生成树， 

关键术语和结果 

术语 

树：没有 简申回 路的连通无向图《 
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森林： 没有简甲回路的无向图。 

根树： 具有一个规定的顶点（称为 根）， 使得从这个根到任竞其他顶点有唯一通路的有向图 。 
子树： 树的子图，子图本身也是一棵树。 

根树里 P 的父母： 使得是根树的一条边的顶点心 
根树里顶点 W 的子女 =以 U 作为父母的任何顶点。 

根树里顶点 V 的 兄弟： 与^具有相同父母的顶点。 

根树里顶点 V 的祖先1在 从根到^的通路上的任何顶点 。 

根树里謂点 ^ 的 后代； 以 U 作为祖先的任何顶点。 

内点；具有子女的顶点《 

树叶；没有子女的顶点。 

顶点 的层： 从根到这个顶点的通路的长度， 

树的高度： 树里顶点的最大层数。 
m 元树：每个内点都有不超过 m 个子女的树。 

满 m 无树：每个内点都有恰好 m 个子女的树 

二叉树:满足 m = 2 的 m 元树(可以指定每个子女作为父母的左子女或右子女 
有4 树； 在其中对每个内点的子女都线性地排序的树。 

平 衡树： 在其中每个顶点都是在 A 层或 &一1 层上的树，其中 / i 是这棵树的高度。 

二义搜 索树： 这样的二叉树，在其中以项对顶点进行标记，使得一个顶点的标记大于这个顶 
点的左子树里所有顶点的标记，并且小于这个顶点的右子树里所有顶点的标记。 

决 策树： 性质如下的根树，在其屮每个顶点表示一次决策的可能输出，而树叶表示可能 
的解。 

前 滚码： 一种编码，其中一个宇符的编码永远不是另外一个字符的编码的前缀。 

最 小最大 策略： 第一个选手和第二个选手分别移动到具有最大值和最小值的顶点所表示的 
局面的策略 4 

博弈树里顶点 的值：对于树叶来说，就择当游戏在这个树叶所表示的局面里结束时第一个 
选手的得分。对于分别在偶数或奇数层上的内点来说，就是这个内点的子女的最大值或最小值 D 
树的 遍历： 树的顶点的列表 C 

前序 遍历： 通过规定列出根，接着列涊第一棵子树 ， 接着以从左到右的出现顺序列出其余子 
树，來递归地定义的有序根树的顶点列表。 

中序遍历： 通过规定列出第一棵子树，接着列出根 * 接着以从左到右的出现顺序列出其余子 
树，来递归地定义的有序根树的顶点列表 D 

后序遍历； 通过规定以从左到右的出现顺序列出各子树，接着列出根，来递归地定义的有序 
根树的顶点列 

中級记法；从表示表达式（包括全套括号）的二叉树的中序遍历所获得的表达式形式。 

前級记法， 或波 兰记法 t 从表示表达式的_叉树的前序遍历所获得的表迖式形式。 

后缀 记法， 或逆波 兰记法 s 从表示表达式的二叉树的后序遍历所获得的表达式形式。 

生成树：包含图的所有顶点的树。 

最小生 成树： 带最小可能的边的权之和的生成树。 

贪心算 法；在每个步骤上都做出 M 优选择的最优化算法。 
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结果 


一个图是树，当且仅当在它的任何两个顶点之间都存在唯一简单通路 4 
带有^个顶点的树具有« ~ 1条边。 

带有 i 个内点的满 m 元树具有 mi + i 个顶点 。 

在满 m 元树的顶点数、树叶数和内点数之间的关系（见 9.1 节定理 
在高度为 A 的满 m 元树里至多有个树叶。 

若 m 元树有 Z 个树叶.则它的髙度至少是 「 logdl 若这树也是满的和平衡的，则它的高度 
就是 「 log 以 ] e 

赫夫曼编码 t 给定一组符号的频率，为这些符号构造最优二元码的过程。 

深度优先搜索*或回溯；构造生成树的过程，通过添加形成通路的边，直到不可能这样做为 
止，然后沿选条通路往回移动，直到找到 W 以形成新的通路的顶点为止 a 

宽度优先搜索：构造生成树的过程，通过相继添加与上次添加的边相关联的所有边，除非形 

成简单回路。 

普林算法=产生带权图里 M 小生成树的过程，通过相继添加与己经在树里的顶点相关联的 

所有边中权最小的边，使得再添加边时不会产生简单回路 。 

克鲁斯卡尔算法！产生带权图里 M 小生成树的过程，通过相继添加还不在树里的权最小的 

边，使得再添加边时不会产生简单回路。 

复习题 

1. a ) 定义树， b ) 定义森林. 

2+在树的顶点之间能否有两条不同的简电通路？ 

3. 至少给出三个例子说明如何在建模中使用树。 

4. a ) 定义根树和这样的树的根， 

b ) 定义根树里顶点的父母和顶点的子女> 

c ) 什么是根树里的内点、树叶和子树？ 

d ) 画出至少带10个項点的根树，其中每个顶点的度都不超过3,指出树根、每个顶点的父母1每个顶点 
的子女、内点和树叶。 

5 - U 带〃个顶点的树有多少条边？ 

b ) 为确定带有71个顶点的森林里的边数，你需要知道什么值？ 

6. a ) 定 义正则 m 元树， 

b ) 若正则 m 元树有 I 个内点，則它有多少个顶点？此树有多少个树叶？ 

7. a ) 什么是根树的高度？ 

b ) 什么是平衡树？ 

c ) 高度为 A 的 m 元树可以有多少个树叶？ 

8. a ) 什么是二叉搜索树？ 

b > 描述构造二叉搜索树的算法。 

构造单词 价 \ juarhler , egret t grosbeaks 仙成“以和 的二叉搜索树， 

9. a ) 什么是前缀码？ 

b ) 二叉树如何表示前缀码？ 

10. a ) 定义前序遍历、中序遍历和后序遍历 9 

b ) 给岀至少带12个顶点的二叉树的前序遍历、中序遍历和后序遍历的 实例* 
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1 L 幻 解释一下如何用前序遍历、中序遍衍和后序遍历来求算术表达式的前缀形式、中缀形式和后缀形式， 
b> 画出表示 （（j —3) + ( U /4) 十 Cr _; y ) t 3)) 的有序根树。 

V 〉求在 （ b > 里的表达式的茴缀和后缀形式. 
is , 证明： 排序贸法所使用的比较次数至少是 

13. a) 描述一下赫夫發编码算法，这个苒法求一组给定频率的符号的最优编码。 

b > 用赫夫曼编码求下列符号和频率的最优编码； A : 0-2, E ： O.U C ： 0.3, C : 0-4。 

14. W 出 nim 游戏的博弈树，骰设初始 M 面由两堆石头组成，分别含有1块和4块石头。假如两个选手都 
遵循最优策略的话，谁将廉得游戏呢？ 

15. a 》 什么是简单周的生成树？ 

b ) 哪些简单閉具有生成树？ 

c ) 描述甭要求出简单罔的生成树的应用，至少举两个不同的应用1 
16- d 描述求简单图里生成树的两个不同算法* 

b ) 用你所选择的至少带8个顶点和15条边的图*来解释你在 U ) 里所描述的两个算法是如何求简单囹 
的生成树的4 

17, a ) 解释如何用回溯来确定能否用 n 种颜色來着色简单阁。 

b ) 用例子说明如何用回溯来证明；色数等于4的图不能用3种颜色来着色，但是可以用4种颜色来 
普色. 

18. 幻什么是连通带权阁的最小生成树？ 

b ) 至少描述出两个不问的、需要求出连通 带权用 的最小生成树的应用1 
19- W 描述求最小生成树的普林算法和克兽斯专尔算法。 

h ) flj 至少带8个顶点和15条边的阁，来解释克#斯卡尔算法和普林算法是如何求最小生成 树的。 


补充练习 


*1* 证明：简单图是树当且仅当它不包含简单回路 t 并且添加连接两个不相邻顶点的一条边，就产生恰好有 
两条回路的新围(其中不认为包含相同的边的回路是不同的 h 
*2, 有多少种非同构的带6个顶点的根树？ 

3, 证明： 每一个 至少有一条边的树都至少有两个悬 挂点。 

4, 证明 ； 有〃一 1个悬挂点的、带有 n 个顶点的树必然同构于 

5, 带有 n 个顶点的树的顶点的度之和是什么？ 

^6* 假定 …， 心是和为 2 n — 2的个正整数 & 证明：存在带有71个顶点的树 t 使得这些顶点的 
度为4， ifg ， a 
7, 证明： 每个树都是可平面阉# 
s . 证明；每个树都是 _ m 。 
i 证明： 每个森林都 pj 以用两种颜 a 来着色， 

.發度 b 树是一个根树，它的所有树叶都是在同一层上，它的根具有至少两个和至多 々个 子女.除_ 
根就是树叶，并且除根外的每个内点有至少[>/幻个 * 但不超过 a 个子女 a 当用 s 树来表尕计算机文 
件时，就可以有效地汸问这些文件 a 
10, _出三种不同的离度为4的3度 B 树。 

*11. 给出高度为 A 的度 B 树里树叶数的上界和下界， 

M 2. 给出有〃个树叶的々度 R 树的离度的上界和下界. 

二項式树玖（;= 0, K 2,…）是如下递归定义的有序根树 e 
基硇步驟：二项式 树队是 良有单个顶点的树。 

递扫步躁：设 A 是非负整数。为了构造二项式树氏 + s ， 把托的一个副本加 A 艮的第二个副本，方法 
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是加入一条边，这条边让的第一个副本的根成为的第二个副本的鐽左子女 g 

13. 对 A = 1，2, 3, 4,画出 

14. ^有多少个顶点？证明你的答案是疋确的 u 

15. 求札的髙度 . 证明你的答案是止确的。 

16. B , 在深度 j 有多少个顶点？其中0<)<虼证明你的答案是 IF 确的。 

的根的度数是多少？ 1£明你的答案是正确的。 

18. 证明；坟中度数最大的顶点是根. 

若根树 r 满足下面的递归定义.则称它 为^树 Q 若它只有一个便点 T 则它是&树，对 A >0 来说，若 
通过把一个树的根作为一个新树的根，把另外一个 S *_, 树的根作为新树的根的子女，从两个树来 
建立一个新树， 则这个 新树是 S * 树， 

19. 对 = 1, 2，3, 4，画出一个 S * 树， 

20. 证明：氏树有 2* 个顶点并11在 ft 层上有唯…一个顶点。在上的这个顶点称力把柄， 

*21- 假定了是带有把柄1>的&树，证明：了可以从不相交的树 Tp T , ，…*乃-,来这样获得*其中 t ; 不 
在这些树的任何一个里，对 i = 0, l t …， i — 1来说，： T 是 叉树： 对 f = *一2，连接 u 到 

抑并且连接 n 到〜 

有序根树在层颀序下的顶点列表从根开始，接着是从左到右在1层上的顶点，从左到右在2层上的顶 
点，依此类推. 

22. 列出 9. 3节罔947和图 9-33 里的有序裉树在层顺序下的顶点列表. 

23. 设计列出有序根树在层顺序下的顶点列表的算法$ 

H 设计一种算法，确定一组通用地址能否成为根树的树叶地址。 

2 5 . 设计从树叶的通用地址来构造根树的算法。 

图的割集是这样一些边的集合，使得删除这些边就产生一个子罔，这个子罔的连通分支比原来的要 
多，但是这些边的任何 K 子集都没有这个性质 . 

26. 证明：阁的制集必然与这个图的任何生成树都有至少一条公共边， 

仙人掌 图是连通囝，其中没有边是在多于一条的简单 ® 賂上，这些简单回路不经过除了起点以外的任 
何顶点超过一次，而且不在除了终点以外的其他地方经过起点（其中不认为由相同的边所组成的两个回路是 
不同的 ） & 

27. 下面的 gf 哪些是仙人掌图? 



28,树是否必然是仙人掌阁？ 

21证明 f 若在树里添加一条回路，它包含一些起止于树里顶点匕的新边，则形成一个仙人箪 
no . 证明；若在连通阁里，每条不经过任何顶点（除起点以外）超过一次的回路都包含奇数条边，則这个罔 
必然是仙人莩 SU 
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简单图 G 的限制度数生成树具有下面性质，在这个树黾顶点的度不能超过某个规定的界限 。 在运输系 
统的模型里，在交叉路口处的道路数0是有限的，在通信网络的模型里，进人一个结点的连接数目是有限 
的，这种模堃都河以使用限制度数生成树。 

在练习31〜33里，求所给的图的限制度数生成树，其中每个顶点的度都小于或等于3,或者证明不存 
在这样的生成树。 



34. 址明：简单阌的限制度数生成树（其中每个顶点的度都不超过 2) 是由该图里的单独一条哈密顿回路所组 
成的 & 

35, 若可以用整数】，2, n 束标记带有《个顶点的树的顶点，使得相邻顶点的标记之差的绝对值全都 
是不同的，则称这棵树为优 美的， 证明； 下 面的树都是优美的， 

a) • —— —— • b) * —— t -^- • c> «- 1 -» d) • • - f • - * 

• « 4 y 

毛虫图 是含有一条简单通路 的树， 使得不包含在这条通路里的每个顶点都与这条通路里的一个顶点 
相邻。 

3 S . 练习35里的图，哪些是毛虫图7 

37,带6个顶点的互不同构的毛虫图有多少种？ 

^38. a ) 证明或 反驳： 其边形成一条简单通路的所有树都是优美的， 

b ) 证明或反驳：所有的毛虫罔都是优美的。 

39 - 假设在一个很长的位串中 • 位0出现的頻率是 0.9, 位1出现的频率是 0.1, 并£1位都是独立地出现的。 

a ) 为4个两位的块00、 0 K 10和 11 构造赫夫曼编码。用这个编码来编码一个位串，所需要的平均位数 
是多少？ 

b ) 为8个三位的块构造赫夫曼编码 。 用这个编码来编码一个位串，所甫要的平均位数是多少？ 

40. 假设 G 是没有回路的有向阁。描述如何用深度优先搜索来完成 G 的顶点的拓扑排序。 

ML 瑕定 e 是带权图里与顶点 u 关联的一条边 t 使得 e 的权不超过与顶点^关联的任何其他边的权。 证明： 
存在一棵包含这条边的最小生成树. 

42. 三对夫妇到达一条河流的岸边。每个宴子都容易嫉妒.当她的丈夫与其他的妻子（或其他人）在一起、 
但是她不在场时，她就不信任她的丈夫。六个人如何用一条只能装载不超过两个人的船来渡河，使得 
每位丈夫无法与妻子之外的女人单独相处？解答时使用图论樓型。 

*43 + 证明： 若在带权图里没有两条边具有相同的权 t 则在毎个最小生成树里都包含着与顶点 V 关联的权最 

小的边。 

44. 求下面两个图的最小生成树，其中在生成树里每个顶点的度都不超过2。 
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第 9 章 


计算机题目 

按下述给定的输入与输出写出程序。 

l 给定无向简单图的相邻矩阵*确定这个 m 是不是树 u 

2. 给定根树的相邻矩阵和这棵树里的一个顶点 + 求出这个顶点的父母、子女、祖先、后代和层数。 

3. 给定根树的边的列表和这棵 树里的 一个顶点，求出这个顶点的父母、子女、祖先、后代和层数 n 

4. 给定项的列表.构造包含这些项的二叉搜索树 . 

5. 给定二叉搜索树和一个项，在这个二叉搜索树里求出这个项的位置或添加这个项 t 

6. 给定有序根树的边的有序列衷，求出它的边的通用地址。 

7 - 给定有序根树的边的有序列表，以前序 t 中序和后序列出它的顶点。 

8+给定前缀形式的算术表达式，求它的值^ 

9, 给定后缀形式的算术表达式，求它 的值. 

10, 给定一组符号的频率*用赫夫曼编码来求这些符号的最优编码。 

11- 给定轮流取石头游戏的开局，确定第一个选手的最优策略 d 

12. 给定连通无向简单阁的相邻矩阵 + 用深度优先搜索找出这个阁的生成树。 

13. 给定连通无向简单阁的相邻矩阵，用宽度优先搜索找出这个阁的生成树 # 

14 + 给定一组正整数 和一个 正整数利 用卸溯 求这些整数的其和为 ~ 的子集合。 

*15, 给定无_简单阁的相邻矩阵，若有可能*则利用回搠乘用二种颜色为这个图 者色。 
ns - 给定一个正 整数？ I ,利用回潮来解决^皇后 问题， 

17, 给定带权无向连通图的边的列表和它们的权，用普林算法求这个罔的最小生成树. 

18. 绐定带权无向连通闬的边的列表和它们的权，用克#斯卡尔算法求这个图的最小生成树 . 

计算和研究 


利用计算程序或你所编写的程序来做下面的练习。 

1* W 示所有的带有6个顶点的树。 

2. 显示全部的瓦不同构的带有7个顶点的树 g 

*丄根据 ASCII 码字符在典型输人中出现的频率，构造它们的赫夫曼编码。 

4. 对〃=1, 2, 3 t 4, 5 t 6,计算的不同的生成树的个数。猜想它们的公式。 

5. 对于 n =100, 1000和^=10 000來说，比较一下排序 n 个元素的表所需要的比较次数，其中元素都 

是随机选择的正整数，使用选择排序、插入排序、归并排序和怏速排序。 

S . 对于不趙过10的所有正整数 n 来说，计算一下在棋盘上放置 n 个皇后，使得这些皇后不能互相攻 

击的不同方式数* 

*7, 求把美国50个州的戽府互相连接起来的图的最小生成树，其中每条边上的权是首府之间的距离。 

8. 画出 4 X 4 棋盘上跳棋游戏的完全博弈树^ 

写作题目 

利用本书以外的资料，就下列问题写出短文 c 
L 解释凯莱如何用树来枚举特定类型的碳水化合物的个数 

艮 定义 AVL 树（有时也称为均高 树）。 解释如何以及为什么在许多不同的算法中都用到 AVL 树， 

3. 定义四叉树并解释如何用四叉树来表示图像，捕述如何通过操纵对应的四叉树來旋转、缩放和转換 
图像. 

4. 定义一个堆,井解释如何把树转化成堆 & 堆为什么在排序中有用？ 

5. 描述一下针对连续读人字符时字母频率发生变化的数据压缩的动态规划算法，比如自适应赫夫曼编码. 

6. 解释如何用^一；?剪枝来简化对博弈树的值的计算 . 
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7 . 描述下棋程序（比如深蓝）所使用的技术 # 

E . 为树岡这种类坻的图下定义。解释一下这种阁如何用在 •常 大的系统集成和并行计算中 。 

9. 讨论在】 P 组播中避免路由器之间回路所用的算法， 

to , 描述基于深度优先搜索來求 m 的节点的算法。 

il 描述基于深度优先搜索来求有向 m 的強连通分支的貰法 b 

12. 描述在 Web 上不同 搜索引擎的网络爬虫和网络踟蛛所用的搜索技术 

13. 描述一下求 m 的最小生成树的算法，使得生成树上任意顶点的崴大度数不超过一个固定的常数 l 
U , 就复杂度和应用扬合而言 t 对一些最重要的排序箅法进行比较 & 

15. 讨论一下构造最小生成树的算法的历史和起源。 

16, 描述产生随机树的贳法。 
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第 10 章布尔代数 

计算机和其他电子设备中的电路都有输人和输出，输人是0或1,输出也是0或 u 电路可 
以用任何具有两个不同状态的基本元件来构造，开关和光学装置都是这样的元件。开关可能处 
于开或关的位置，光学装置可能是点亮或未点亮的* 1854年，乔治•布尔 （George Boole ) 在4 TAe 

—书中第〜次给出了逻辑的基本规则 4 1938年，克劳德.香农 （Claude 
SharmmO © 揭示了怎么用逻辑的基本规则来设汁电路，这些基本规则形成了布尔代数的基础。本 
章将逐步展开布尔代数基本性质的讨论 & 电路的操作可以用布尔函数来定义，这样的布尔函数 
对任意一组输人都能指出其输出的值。构造电路的第一步是用由布尔代数的基本运算构造的表 
达式来表示布尔函数。我们将介绍一个能产生这些表达式的算法，所得到的表达式可能包含一 
些冗余运饵。本章的后面部分将描述一个求表达式方法，求得的表迖式中所包含的和与积的个 
数是表示_个布尔函数所需数置中最少的。将要展开吋论的这些方法称为卡诺 （ Karnaugh 〉 图方 
法和奎因-奠 玎 拉斯基 （ Quin ^ McCliiskey ) 方法， 它 们对于 有效电 路的设计十分重要。 


10. 1 布尔函数 

10. 1. 1引言 

布尔代数提供的是集合{0, 1} 上的运算和规则，这个集合及布尔代数的规则还可以用来研究 
电子和光学开关，我们将来用得最多的三个布尔代数运算是补 1 布尔和与布尔积.元素的朴用上 

划线加以标记，其定义为： 且 T =0 d 布尔和记为+或 OJR , 它的值如下， 

1 + I — 1 , 1 + 0 = 1 ♦ 0 +1 ~ 1 » 0 + 0 = 0 

布尔积记为 •或 and ， 它的值如下： 

1*1 = 1 ， 1*0 = 0 , 0 • 1 ^ 0 , 0*0 = 0 

在不引起混淆时，可以 删去“ •”， 就像在写代数积时所做的那样。除非使用括号 ， 布尔运算 
的优先级规 则是： 首先计算所有补，然后是布尔积，然后是布尔和，如例1所示。 

例 1 计算1 • 0 + (0+1)的值。 

解 根据补、 布尔积与布尔和的定义得 

T： © 克劳德，艾尔伍德 • 否农 〖Claude Ehrood Shannon ，1916—2001) 香农1916年生于密歌根州的宽劳得 

( Gaylod ) , 1936年毕业密歌根大学*之后在麻省琿工学院键续学习 & 在麻省璀工学院，他得到了一份维 
护黹分分析器的工作。这种机器是由轴和肉轮构成的机械计算装置，由他的硕士论文导师文那瓦 ■ 布什 （ Vam^var Bush ) 
构造. 这篇硕士论文写于】 93 S 年，研究戤分分析器的遁辑性质，第_次提出了布尔代数在开关电路设计中的应用_可能 
是20世纪 最著名 的硕土 论文。 他 T 1940年从麻折理工学院获得博士学位 • 并于1940年加入 M 尔实验室 . 在这里他从事 
数据有效传输方面的工作 & 他是首批用数位表示信息的人之一，在贝尔实验室 • 他还从車确定电话线所能承栽的流量方 
面的 I 作，香农对信息论做出了许多 I ■分重要的贡献 u 在20世纪 5 G 年代早期，他是人工智能的奧基人之一。他在 195 S 
年加人 麻省理 工学院樓续从事信息论研究 n 

香农有着不从常规的一面 4 他被认为是以火箭为动力的塑料玩具飞盘的发明弈。 他® 在 . K 尔实验室的门厅里骑菪单 
轮脚味车，并同时耍着4个球，且因此而闻名香农 SO 岁就退休了.但在其 E 的十多年中还零星_地发表文章他在晚年 
从事一些宠物计划，如建造 一个用 干跳跃的《托化商跷杖 * 香农的一句有意思的语录是：“我町以想象 • 我们将成为机 II 
人， 狗将成为人的时刻将会 到来， 我为机器鼓气加油' 这旬话子发衷在1987年的杂志上 # 
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1 . 0+ (0 + 1) ①=0 + 1 

= 0 + 0 

=0 ■ 
补、布尔积和布尔和分别对应于逻辑运算 V 和 A ， 且0对应于 F (假），1对应于 T (真>, 
关于布尔代数的结果可以直接翻译成关于命题的结果相反地，关于命题的结果也能翻译成关 
于布尔代数的命题 D 

10. 1.2 布尔表达式和布尔函数 


设 fl ={0, 1 K 则(: n , … t 知） I 是由0和1所能构成的所有 n 

元有序列的集合。变元: r 如果仅从 H 中取值，则称该变元为布尔变元，即它的值只可能为0或 
U 从到 B 的函数称为、度布尔函數 e fl 

例 2 从布尔变元有序对之取值集合到集合 {0, U 的函数 Fb , >0=1夕就是一个2度布尔 
函数，且 F ( l , 1) = 0, F ( l ， 0) = 1 # F (0，1) = 0, F (0，0)=0, F 的值如表 10-1 所示。 _ 


布尔函数也可用由变元和布尔运算构成的表达式来表示 9 关于变 
元: Tl ， X 2 ，…，工 a 的布尔表达式递归定义如下； 

】 )0 , 1，， 工 2，…， A 是布尔表达式 S 

2) 如果 A 和£ 2 是布尔表达式，则瓦"， （ EiEs ) 和 （£i + E 2 ) 是布尔 
表达式。 

每个布尔表达式都表示一个布尔函数，此函数的值是通过在表达 



表 

10-1 


y 

F(xt j) 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 


式中用0和1替换变元得到的。在 10. 2节中我们将介绍怎么用布尔表达式来表示布尔函数。 


例3求由 F ( x ，2) = x ： y +5 表示的布尔函数的值 


解这个函数的值由表 10-2 表示 




注意，布尔函数还可用图形来表示，方 法是： 将^元二进制数 组与？ 7方体的顶点 一一 对应， 


再标出那些函数值为1的顶点 

例4 例3中从矽到 B 的函数 Fb ， > 町如下表 

示：标出满足 FU , y , 的五个3元组<1, 1. 1 )、 （U 1， 

0)、 （1, 0，0)、（0， 1. 0) 和（0 ， （K 0) 所对应的顶点 Q 如 

图101所承，这些顶点用实心的黑_标出 s ■ 

«个变兀的布尔凼数 F 和 G 是相等的，当且仅当 F ( h ， 
扣 ，…， D = GUn ， f >2, •.、 H 其中如，扣，…，〜属于 



G 原文为 Boolean function of degree a ■ 常称为 u 元布尔 S 数， ~ ~诉者注 
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表示同一个函数的不同的布尔表达式称为是等价的。例如，布尔衷达式、 ： r：y + 0和 j ： jy * 1都 
是等价的。布尔函数 F 的补函數是此处 F (: r lt “）= 1^ ，…， x n ) Q 设 F 和 G 是 rt 度 
的布尔函数，函数的布尔和 F+G 与布尔积 FG 分别定义为 

(F 十 G) (xi ，…，> = F( ji | … t jc ， > + jt") 

< fG) (a ， … ， jt h 〕= F(jc\ ^ am * f jr n )G(j：i t * am tX n ) 

2 度布尔函数是从一个 4 个元索的集合到 a 的函数，这4个元素是《 =丨0，1丨中元素构成的 
元素对，《是有2个元素的集合^因而有16个不同的2度布尔函数。在表】 0-3 中，我们列出了 
这 W 个2度布尔函数的值，这16个不同的2度布尔函数被记为 R ， F 2 ， …， F { , a 

表 Ih 3 2度布尔函数 


Jt 

y 

Ft 

—■，-■■■■ 

f-2 


F, 

Fi 

F, 

Ft 

F, 

F, 


Fu 

F 12 


Fh 

Ft, 

r 1B 

1 

1 

i 

] 

1 

1 

! 

] 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

Q 

0 

0 

0 

1 

0 

i 

1 

] 

t 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

a 

0 

0 

i 

i 

1 

0 

0 

1 

3 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

] 

l 

0 

0 

0 

0 

] 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

l 

D 

1 

0 

i 

0 


例5有多少个不同的〃度布尔函数？ 

解 由计数的乘积规则知：有2” 个由0 和 1构成的不同的 a 元组 a 因为布尔函数就是对这 
2” 个 n 元组 t 的每一个进行 陚值， 故乘积规则表明有2^个不 同的 n 度布尔函数。 ■ 

表10^4列出了 1〜6度不同布尔函数的个数$这种函数的个数增长非常快。 


表 lfl -4 rt 度布尔函数的个数 



数徹 


度数 

数 置 

] 

4 


4 

65 536 

2 

16 


5 

4 294 S 67 ZRfi 

3 

258 


6 

18 446 7U 073 709 551 6 lfi 


10, 1,3 布尔代数恒等式 


布尔代数有许多恒等式，表 10-5 列出了其中最重要的恒等式。（读者应将这些恒等式与 
节的表 ）-13 中的逻辑等价以及 1.7 节的表 1-21 中的集合恒等式进行比较，所有这些都是一个更 
抽象结构中恒等式集合的特殊情形。）这些恒等式对于电路设计的简化特别有用。表] 0-5 中的每 
个恒等式都可以用表来证明，下面的例子就以这种方法证明了 1 个分配律&其余性质的证明留 


作练习 . 


恒等式 


^4 - r = jt 





0 


表 10-5 布尔恒等式 


名称 

双重补律 


幕等律 


fll 等式 

7+7== f jr+yM j ■十之) 

jrty + s ) 士 js 

( jy ) = J ' + v 


茗称 

分配律 


德莩根律 


同一律 


tx - fy )^ ■ x y 

= JT 


l + j} = .T 


吸收律 


■ 


支配律 


甲位元性所 
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(续） 



恒等式 

名称 


恒爷式 

名称 


+ V + JT 

交换律 

r j: 

= 0 

零元性质 


I 尸 y 工 






工 + ( j + e ) = ( j^+yy + z 

x(yz) — (xy)x 

结合律 

p 


例 6 证明分配律= jrjy 十 o ： z 是正确的 = 

解表10,6表示此恒等式的验证 & 这个恒等式成立是因为此表的最后两列相同。 ■ 


表 HHJ 


X 

V 

ar 

TBP 

_V + 5 

^ry 

TZ 



1 

] 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

a 

1 

1 

] 

0 

1 

1 

0 

] 

1 

I 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

I 

1 

G 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

Q 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


布尔代数恒等式可以被用来进一步证明其他的恒等式，如例7所示。 

'略 ■■ 例7用表〗 0-5 所示的布尔代数的其他恒等式证明吸收律 + W = W 称为吸收律 

是因为将 T + y 吸收进而保持 x 不变。） 

解 推导此恒等式的步骤及每步使用的定律 如下： 

1 ( 1 + y ) = ( ： r + 0 ) ( . v ) 布尔和的同一律 

=X + 0 * y 布尔和对布尔积的分^沐 

= x+y • 0 布尔积的交换律 

4十0 布尔积的支配律 

= j ： 布尔和的同一律 ■ 

10 . 1,4 对偶性 


表 10-5 中的恒等式都是成对出现的（除了双重补律、单位元性质及零元性质）。为解释每一 
对恒等式中的两个式子的关系，我们使用“对偶”这个概念。一个布尔表达式的对偶可如下得到： 
交换布尔和与布尔积，且交换0与 l fl 

例8 写出 j：(；y + 0) 和 j : * 1十 （ y + z ) 的对偶 * 

解在这两个表达式中交换符号+和 • 、0和1就产生它们的对偶，这两个对偶分别是尤+ 

( jy * 丨）和 ■ 
布尔表达式所表示的布 尔阑数 F 的对偶是由这个表达式的对偶所表示的函数，这个对偶函 
数记为 F 叭它不依赖于表本 F 的那个特定的布尔表达式 D 对于由布尔表达式表承的函数的恒等 
式，当取恒等式两边的函数的对偶时，等式仍然成立 （原因 参 M 练习 28), 此结果叫做对偶性原 
理，它对于获得新的恒等式十分有用$ 

例9通过取对偶的方法，由吸收律构造一个恒 等式。 

解取此恒等式两边的对偶，得到恒等式 i + 它也被称为吸收律，见表 10-5, ■ 
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10. 1,5布尔代数的抽象定义 


虽然本节着重讨论布尔函数和表达式，但所有的结论都可以翻译成关于命题的结论，也町 
以翻译成关于集合的结论。因此，抽象地定义布尔代数十分有用， 一 旦一个特定的结构被证明是 
布尔代数，则所有关于布尔代数的一般结果都可应用于这个特定的结构 D 

布尔代数可以用多种方法来定义，最常用的方法是指明运算所必须满足的性质，如定义1 


所示。 

fealMI —个布尔代数是一个集合它有两个二元运算 V 和 A ，元素0和1，以及一个一 
元运算且对 B 中的所有元素工、 y 和 z ， 下列性质成立： 


j ： V 0 = 4 

』 A 1 = -Tj 

V ^ ^ 1 ] 
jc A x = 0 ^ 

(jc \/ y) \f z — x M (jy V z) 

(x A y) A z = A iy A z) j 

jo \/ y — y \J j: 

工 / \ y = y /\ 工 



同一律 


补律 


结合律 

交换律 


x V (y A z) — ix \J y) A (工 V 之） 

l 分配律 

x A (y V z) = {jc A y) y ix A z)) 

使用定义 i 所给的定律可以证明许多其他的定律，例如幕等律、支配律等。 （ M 练习31〜 3 匕） 
以前讨论过， I )连同 OK 、 AND 运算及“补”运算满足所有这些性质.有 n 个变元的 
所有命题构成的集合，连同\/和 A 算子、 F 和 T 及“非 w 算子，也满足布尔代数的所有性质，这坷 
以从 1.2 节中的表 1-13 看出来 s 类似地，一个全集 L ； 的所有子集构成的集合，连同并和交运箅、 
空集和全集及集合的余算子是一个布尔代数，这可以从 1.5 节的表 1-21 中看出来.所以，为了 
建立关于布尔表迖式、命题和集合的结果，我们只要证明关 f 抽象布尔代数的结果即可。 

布尔代数也可以用第7章中所讨论的格的概念来定义 . 一个格 L 是一个偏序集，其每对元素 
x 、 j 都有一个最小上界.记为也有一个最大下界,记为 glbU ， y ), 给定 L 的两个 
元素: r 和 3 N 我们可以定义 L 的两个运算 V 和 A 如下； xVy = lub (^> 〆 且: rAy ^ glbd ， y ), 
要使一个格 L 成为定义〗所指出的一个布尔代数，它必须还有两个性质，第一，它必须是可 
补的。为使一个格成为可补的，它必须有一个最小元0和一个最大兀1，且对格的每个元素工， 
必须存在一个元素王，使得: = l 且 = 第二，它必须是分配的。所谓“分配的”是指= 
对于 中的每个 x、 ： v 和 z，x V (: yA 之）= (1 V ： y ) A ( j ： V d 且 r A V 之 ）=0 A >0 V Cj A so 。 证明 
可补分配格是布尔代数在本节末尾留作练习39。 

练习 

1. 求下列表迖式的值。 

e) I * 0 ' . b)l+T c)0 * 0 

2. 求满足 卜列方 程的布尔变元 x 的值（如果有的话 h 

a)_r • 1 = 0 b ) i 十尤=0 cix ^ 1 = jc 


d ) Cl +0) 

d)jr •三 = 丄 
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3. 用表來表示下列每个布尔函数的值。 


a) F(^ T y, z) ~xy 

b)FU, 


z) — x-\-yx 

c) F( j ： i y * x)=.x y + 

d)F(x, 

y* 

je) = jr(j^+ y 

4, 用表来表示下 列每个 布尔函数的值 。 




a)F(jr p y y 3t) = 2 

b)F(x t 


ar) = j j?+ y z 

c)F(j：f jy, z)=x y z~\- (xyz) 

d)F(jr t 


z)—y (jcz-bjoz) 


5. 用3立方体表示练习3中的每个布尔函数 t 将函数值为1的3元组所对应的顶点画成黑 
S , 用3立方体 ft 表示练 J 4中的每个布尔涵数，将函数值为1的3元组所对应的顶点画成黑 

7. 布尔变元 x 和 j 取什么值可满足^^ = 1十: y ? 

8. 有多少个7度布尔通数？ 

9. 用表 iO -5 中的定律证明吸收律 i + 

^10,证明 F (； r f ： y ， + 取值1当且仅当变元 jy 和2中至少有两个取值1 * 

I L 证明 x y + >■ z + x z — j ： + jy 之 + x z 。 

练习12〜21处理由{0， U 上的布尔和与布尔积所定义的布尔代数 & 对每一题，采用与例6中表 1 G -6 相 
似的形式迸行验 

12. 验证双重补律 a 

13, 验证幕等律。 

14, 验证同一律。 

15. 验证支配律 a 

16-验证交换律， J 

17. 验证结合律 & 

18. 验证表 10-5 中的第一个分配律 g 

19. 验证徳摩根律 4 
2Q- 验证单位元性质。 

2 L 验证零元性质， 

布尔算 f - ㊉ 的定义 如下： 1 ㊉ 1=0， i@o = i , o@i = i , o @ o = o * 此算子被称为“异或 （ xo / fr 算子 
22. 化简下列表达式^ 

a >:®0 d ) j ： ㊉ 王 

£3. 证明下列恒等式成立， 

a ) j © y = 

24-证明 

25. 证明卜列 等式成立或不成立。 

26, 浚下 列布尔表达式的对偶 e 

4i ) j：+y b)x y c ) jrjrJE + jc y z d)x z ~^x * * 1 

*27, 设 F 是一个布尔邊数，它由一个含有变元 A ，…，的布尔表达式表示。证明尸〈^||，…，^ 
F(x\ t …， a 

*28, 设 F 和 G 是由 n 个变元的布尔表达式表示的布尔函数， F = G b 证明其中户和分別是由 
表示 F 和 G 的布尔表达式的对偶表示的布尔函数，（提 示： 使用练习27的结果。） 
w 29. 有多少个不同的布尔函数 J 7 (工 f y . d 使得：对布尔变元 J ：、： y 、 z 的所有值， FCx , y , z ) = FU f y , z ) 0 
*30. 有多少个不同的布尔函数 F ( jt ， jr ， 使得；对布尔变元： r 、： y 、 ： r 的所有值， FCx , z ) = 
F ( x * y t F ( j . d 


b)j?©3r= (jc 3; ) 十（工 >0 


b)x+ (jy ㊉ z)= ( 工 + 30 @( 工 + 之） c ) 工十 z)= (x©j) + {x®z) 
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在练 4 31 〜 3 fi 中.用定义 1 中的定律来址明所述性质对每个布尔代数成立 6 
3L 在布尔代数中证 明： 幂等律 = 工和工 Ajt = x 对每个元素 I 成立， 

32+在布尔代数中证明：毎个元素^都有唯一的个补 f 使得 iVi =〗且 f A 王=0。 

33+ 在布尔代数中证明：每个元素 0 的补是 1, 反之也 成立。 

34. 证明双重补律在布尔代数中成立*即对每个元素^ 3^^. 

35, 证明德莩根律在布尔代数中成立，即对任意元菜 J 和 U Vy > = i A：y 且 = f V 孓, 

36- 证明 樓性质 在布尔代数中成立，即证明 t xhiyM iziKa 卜 iyhixM z )^ = 
(x V y ) A Cx V z ) & 

37. 在布尔代数中证明：如果 iVj =0, 则 .1^-0 且如果； t A )=1，则 i = l 且 y=U 
3 fi . 在布尔代数中证明一个恒等式的对偶还是一个恒 等式， 其中，恆等式的对偶是如下得到的：交换八和 
V 运算，还要交換元素0和 U 
39. 证明一个可补的分配格是一个布尔代数， 

10.2 布尔函数的表示 

本节将研究布尔代数的两个重要问题。第一个是：给定 一 个布尔函数，怎样才能找到表示这 
个布尔函数的布尔表达式？这个问题将通过证明如下结论来解决：任何一个布尔函数都可由变 
元及其补的布尔积的布尔和表示。这个问题的答案还说明了任意布尔函数都可用三个布尔算子 
(• ，+和 _) 表示。 第二 个是： 有没有一个更小的算子集合可以用来表示所有的布尔函数？我们 
将通过证明下列结论来解决这个问题：所有的布尔函数都可仅用一个算子来 表示。 这两个问题 
在电路设计中都有特殊的重要性。 


10. 2. 1积之和展开式 


下面用例子来说明寻找表示布尔函数的布尔表达式的一个■要方法。 

例1函数 F ( x ， 幻和 GU , & d 如表 10-7 所示，求表示这两个函数的布尔表达式。 


I-V 


1 


此表达式可取为工 、： y 
当且仅当 


解我们需要这样-个表达式来表示肖 
5=0时它的值为1,否则它的值为0 
和$的布尔积，这个积 Tjyz 具有值 
即当且仅当 i = 且 y =0. 

为表示 G ， 我们需要一个表达式满足：当 i = ： y = l 且 
r =0 时，或当且时，它的值为丨，这样的衷达 
式可以取为两个不同的布尔积的布尔和。布尔积具有值 


1当且仅当且 
当且仅当且 y 


0;类似地 • 布尔积具有值1 
。这两个布尔积的布尔和 ■ 


就表示 G , 因为它具有值1当且汉当 z = y = l 且= 


0 , 


表 10-7 


X 

y 

Z 

F 

G 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

I 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

I 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

I 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


或 :c = 5： = 0 且 K ■ 

例1说明了一个过程，用这个过程可以构造布尔表达式来表示具有给定值的函数。如果变元 

值的一个组合使得函数值为1，则此组合确定了变元或其补的一个布尔积 • 

MM 布尔变元或其补称为文字。布尔变元: n ， 2：2 ^ mm * f JCn 的小项是一■个布尔积 … 


y n ， 其中力=心，或因此小项是《个文字的积，每个文字对应于一个变元。 

—个小项对-个且只对一个变元值的组合取值 h 更确切地_小顼 W 力… 知为 I 当且仗当 

每个％为1，当且仅当％=心时 A 为1，％ =1； 时々 为 0* 
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例 2 求一个小项 使得； 当=幻=0且文2 = JTi = JT 5 = 1时，它为1;否则为0, 

解小项 ITa 17^4 X 5 具有正确的值 集合。 ■ 

、梅 :; u 通过取不同小项的布尔和，就能构造布尔表达式，使其具有给定的值集合，特别地， 
^ 小项的布尔和具有值1仅当和中的某个小项具有值1时才成立，对于变元值的其他组 

合，它具有值0。 因此， 给定一个布尔函数，可以构造小项的布尔和使得：当此布尔函政具有值 
1时它 的值为 l t 当此布尔函数具有值 0 时它的值为 CK 此布尔和中的小项与使得此函数值为 1 的 
值的组合相对应， 表示 布尔函数的小项的和称为此函数的 积之和展开式或析取范式。 

例: J 求函数 d = Q 十 jOi 的积之和展开式， 

解下面用两种方法求 F (_ r ，； y , O 的积之和展开式。第_种方法是用布尔恒等式将 
这个积 M 开然后化简。过程 如下： 

F(jr*y*z) = (jz- ~h y) z 



分配律 


=：r 1 s ： + ly z 


同一律 


= : r (; y +5 ?)E + (i 十 1)3^ 单位冗性质 

=jry F y z xy z + jcyz 分配 律 


~ jcy z + jt z + jry z 

构造积之和展开式的第二种方 法是: 对 X 、7和 Z 
所有可能的取值都计算出 F 的值，这些值见 
表10-8。 F 的积之和展开式是三个小项的布尔和， 
这三个小项对应于表 10-8 的三行，它们使此函数 
的值为 1 0 从而 F ( J ：，； y . z ) = xy z + jt y z + 
jt y z 。 _ 

也可以通过取布尔和的布尔积来求一个布尔 
表达式，使其表示-个布尔函数，所得到的展开 
式称为这个函数 的合取范式或和之积展开式 ，这 
个展开式可以通过求积之和展开式的对偶而得到 


幂等律 

表 10-8 


二 T+y x (j ： + y)z 

1 ] 0 0 



本节末尾的练习10描述了怎样直接求这样的展开式 


10.2.2 函数完全性 

每个布尔函数都可以表示为小项的布尔和 * 每个小项都是布尔变元或其补的布尔积 D 这说 
明了每个布尔函数都可以用布尔运算 * 、+和一来表示 d 因为每个布尔函数都可以由布尔运算 
表示， 我们称集合 { • , } 是函数完全的。还有没有更小的函数完全运算集合呢？如果这三 

个运算中的某一个能够由其余两个表示，则就还有。用德摩根律可以做到这-点。使用等式 

y — jc y 

可以消去所有布尔和 T 此等式可如下得到；先对10/1节中表 10-5 的第二个德摩根律的两边求 
补，再应用双重补律。这意味着彳 • 是函数完全的。类似地，使用等式 

j：y = y 

吋以消去所有布尔积，此等式可如下得到：先对 10* 1节中 * 10-5 的第一个德摩根律的两边求 
补.再应用双重补律。因此， { + .-} 是闲数完全的 D 注意 • < + • 不是函数完全的.因为用 
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这两个运算不可能表示布尔函数= 见练习 19). 

我们已经找到了一些含有两个运算的函数完全集合，还能不能找到更小的集合——即只含 
一 个运算的集合——它仍然是函数完全运算集合呢？这祥的集合是存在的。定义运算“ I ”或 

如下 ； 1 | 1 = 0且 1 | 0-0| 1 = 0 | Q-U 定义运算“ + ” 或“尺0^^ 如下： U 1 = 1 +0 = 

0 + 1 = 0且0 + 0=1。集合< I >和{ + ) 都是函数完全的。因为 { • ，-}是函数完全的，故要说明 
U >是函数完全的，只要证明两个运算_和 - 都可以由运算 I 表示， 这由下面两式完成： 

X — X \ ^； 

jcy = (.r | ^) I I 

# 读者应当验证这些等式（见练习 14). 证明 { 1 }的函数完全性留给读者(见练习15和16)。 


练习 


L 求布尔变元 I、1 2 或其补的布尔积，使得它具有值为 1 当且仅当 


B,)jc = y = 0w £：=1 
C ) x =0 i y = z =^ 1 

2. 求下列布尔函数的积之和展开式 & 
a)FXXf y) =jr + y 

c ) F(Xf 3^) = 1 

3. 求下列布尔函数的积之和展 开式, 
a ) F(xt y * s ：) — x-^y + z 
c ) F (^ § z)~jc 


b ) jt =0 i 


= 1 t z=0 

d)jc = y = 

— Z z 

=0 

h)Fix, 

y) 


d)FC^, 

yO 

^ y 

b) F(xi 


Z) = CjT + ff),J 

d)FCjr, 


z ) ~ Jl y 


4, 求布尔函数 F ( x T js 的积之和展开式， F ( x t z ) 等于 1 当且仅当 

a)x = Q h)j[y=0 c) 工十 ^=0 d)jry^=0 

5. 求布尔函数 F ( w , d 的积之和展开式 ， F (加，心 > d 等于 1 当且仅 _ X 、 31 和 z 中有奇数 


个变元 的值为 U 

6- 求布尔函数尸 ( A ， J ：2 ， J ：3 t A ， A ) 的积之和展开式， F ( JT! ， t A ， XS > 等干 1 当且仅当 X ] ，， 
A , & 和 & 中至少有三个变元的值为 U 


求表示布尔函数的布尔表达式的另-种方 法是： 构造文字之布尔和的布尔积 & 练习 7〜 U 涉及这种 
表亦 t 

7. 求布尔和，它包含 J 或: F ^或:^或 f ,使得它具有值1当且仅当 

a)x—y= 1 f ^ = 0 h)j：= y = z = Q c)x=z = 0，^=1 

8 - 求文字之布尔和的布尔积，使得它的值为0当且仅当^=^=1且 z = 0， 或者 x 土2 = 0且 y = l , 或者 : r = 
y=z = 0, [提 示： 取在练习7的 U )、 Cb ) , ( c ) 部分求得的布尔和的布尔积 ■] 

9. 设布尔和为 a + a 十…+ 其中： S , yi =^^ 证明此布尔和对 fl 只对变元值的一个组合取0 

值，这个组合为 t 若 jM , 则 若力 =1，则 A = U 这样的布尔和叫做大磺， 

10. 证明布尔函数可以表疋为大项的布尔枳，此表示称为该函数 的和之积展开式或析取范式（提 示：对于使 
得函数值为0的每个变元值组合，此积都含有一个对应的大项 

11. 求练习3中每个函数的和之积展开式。 

12. 用运算 • 和-表示下列布尔函数 ， 

a>^+^y+s b)jr 十歹 （ Jc)(j ： 十 $> d)j ： (jc+j 十 z > 

13_用运算 + 和-表示练习 12 中的布尔函数， 

]4.证明： 

a)x = t I x h)xy = ix | ^) | (j: | ^> c)x-\-y— (.t j jc) I (；y I 3 O 


4 


15, 证明: 

\ jt b)j ： y= ( j ^ x) t iy ir y) 

16- 利用练习 15 证明 { + } 是函数完全集 a 
17. 用运算丨表示练习3中的布尔函数。 

1 S . 用运算 T 表示练习3中的布尔函数 d 
19* 证明运算集 （t • )不是函数完全的 e 
20 . 下列运箅集是否为函数完全的呢？ 

+ » ©> ^) { ' t ®} 

10,3逻辑门电路 


c)x + j = (jt ^ y ) f 1 y ) 


eM • H 


10.3. 1 引言 

布尔代数被用来作为电子装置的电路模型，这种装置的榆入和输出都可以认为是集 
合 （0, 1} 中的元素，计算机或其他的电子装置就是由许多电路构成的，电路可以根据 
布尔代数的规则来设计，这些规则已经在10, 1节和 10. 2节中讨 论过。 电路的基本元件是所谓的 
门，每种类型的门 实现种 布尔运算。本节将定义几种类型的门，对这些门应用布尔代数的结 
果，就可以设 t 十出电路来执行各种任务，在本章所讨论的电路中，输出都只与输人有关，时与电 
路的当前状态无关 • 换句话说，这些电路都没有存储能力,这样的电路叫做组 合电路 或选通 

网络， 

我们将使用 三种元 件来构造组合电路，第一种是反相器，它以布尔值作为输人，并产生此布 
尔值的补作为输出 & 用来表示反相器的符号如图 10-2 a 所示*进人元件的输人脚在左边，离开元 
件的输出幽在右边。 

第二种元件是或门，其输人是两个或两个以上的布尔值，输出是这些值的布尔和 D 用来表示 
或门的符号如图 10-2 b 所示，进入元件的输人画在左边，离开元件的输 出屬在 右边。 

第三种元件是与 II ,其输人是两个或两个以上的布尔值，输出是这些值的布尔积 . 用来表示 
与 H 的符号如图 10-2 c 所示，进人元件的输 A 画在左边，离开元件的输出画在右边 @ 


用来表示 





1 3 

J 

f \ 


幻反相器 


b ) 或门 

m 10-2 基本类型的 n 


C ) 与门 


与 n 和或门允许有多个输人，迸人元件的输人都画在左边 - 离开元件的输出都画在右边。具 
有 n 个输人的与 n 和或门如图 10-3 所示 & 



勺 — ； 


辜 〆 2 



X 昼十 JCj 十 ■ ， * + JC fi 


图]0-3具有 n 个输人的门 


10.3.2 门的组合 


使用反相器、或门和与门的组合可以构造组合电路 u 在构造电路的组合时，某呰门可能有公 
共的输人。有两种方法可以描述公共输人，一种方法是：对每个输人，将使用这个输人的 门胂在 
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一个分支上；另一种方法是；对每个门.分别指出其输人。图 10-4 说明了这两种方法，其中的 
门有同样的输人值6注意，一个门的输出可能被作为另一个 元件或 更多元件的输人，如图104 
所示 B 图 10-4 中的两辐 W 描述了输出为: i\v 十的电路 E 



m 104画相同电路的两种方法 


例1 构造产生下列输出的电路； a )( x +_ y ) j ：， h )^( y ^ z ) , c )( x + y+^)xy z Q 
解产生这些输出的电路如图 10-5 所示。 



阌 10-5 产生例1指出的输出的电路 
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10.3.3 电路的例子 

下面给出一些具有实际功能的电路。 

例2某个组织的一切事务都由一个三人委员会决定，每个委员对提出的建议可以投赞成票 
或反对票。一个建议如果得到了至少两张赞成票就获通过 D 设计一个电路，来判断建议是否获得 
通过^ 

8^.,. ,解 如果第一个委员投赞成票*则令 ^r=：U 如果这个委员投反对票，则令^ = 0, 如 

果第二个委员投赞成票，则令如果这个委员投反对票，则令5=0。如果第三 
个委员投赞成栗，则令如果这个委员投反对票，则令 2=0 a 必须设计一个电路使得对于 
输人1、 . y 和如果其中至少有两个为1，则此电路产生输出1。具有这样的输出值的一个布尔 
函数表示是 d + ^ + 见 10 , 1 节练习10)。实现这个函数的电路如图 10-6 所示， ■ 



例3有时候灯具需要由多个开关来控制 T 因此有必要设计这样的电路 I 当灯是关闭时，敲 
击任何一个开关都可以打开此灯 i 反之，当灯是打开时，敲击任何一个开关都可以关闭此灯，在 
有两个开关或三个开关两种情形下，设计电路来完成这个任务。 

解首先设计使用两个开关的电路来控制灯具。当第一个幵关关闭时，令 i = l | 当 它打开 
时，令 x = 当第二个开关关闭时，令 j = li 当它打开时，令 y = O 0 当灯是打开时，令 
F ( x , y ) = l ； 当灯是关闭时， 令 FU - y)=(K 我们可以随意地假定 t 当两个开关都是关闭的 
时候，灯是打开的，即 F ( l ，1) = 1. 这个假定决定了 F 的所有其 他值： 当两个开关中有一个 
是打开的时候，灯变灭了，故 F ( i , 0) = F (0，1)=0； 当第二个开关也被打开的时候，灯又变 

亮了，故 F (0, 0) = 1, 表 10-9 列出了这些值，我们可以看到 F(h + 实现这个函 

数的电路如图 10-7 所示 









m io -7 由两个开关控制的灯具的电路 


^ xy + xy 


表 10^ 


x y y) 

I 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

I 

0 

0 

0 

1 


现在设计有三个开关的电路 . 设 x 、 y 和2是三个布尔变元，它们分别指出这三个开关是否 
是关闭的 . 当第一个开关处于关闭时，令当它处于接通时 ，~ x 一 ,当第二个开关处于 
关闭时，令当它处于接通时，令^=0,当第三个开关处于关闭时，令当它处于接 
通时，令 2=0. 灯亮时 T 令 FU ， > e ) = 1； 灯不亮时，令> 0=0。当所有开关都关闭 
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表 10-10 


时，我们可以随意地指定灯是亮的，即 F(U 1， 1) = 1 T 这确定了 F 的其他值。当一个开关 
被接通时，灯就变灭，故 F ( l , 1， 0> = F ( L , 0, 1> = 

F (0, 1, 1)-0. 当乂一个开关被接通时，灯乂变亮了. 

故 F ( l , 0, 0) 二 F <0, 1, 0) = F (0, 0, 1) = 1, 最后当 
三个开关都接通时，灯又变灭了，故 F <0, 0, 0) = 0。这 
个函数的值如表 1( W 0 所示. 

函数 F 可以表示成积之和展开式： F { x , y , 
j ：3^+ x y z ^ jc y z u 实现这个函数的电路如 


图10^8所序; 


o 


■ 


X 

y 

X 

ffj：T y* 

1 

1 

1 

I 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

□ 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

I 

1 

0 

0 

0 

0 


X 

y 

I 



图108由三个开关控制的灯具的电路 






10. 3+ 4加法器 

下面说明如何用逻辑电路从两个正整数的二进制编码来执行加法。我们先构造一 
些分支电路，然后再从这些分支电路来构造加法 电路。 首先构造电路来计算 
z +> 其中 Z 和: y 是两个二进制数字.因为 I 和 J 的值为0或1，此电路的输入就是 X 和 h 
输出由两个二进制数字 、和 r 构成，其中 s 和 c 分别是和位与进位，因为这种电路具有多个 
输出，故称为 多重输出电路 * 又由于此电路只是将两个二进制数字相加，而没有考虑以前加 
法所产生的进位，所以这样电路称为半加法器。表 10-11 说明了半加法器的输人和输出。由 
此表 n l 以看出 c = j：;y xy + jcy = (4：+ ( xy ) 图 10-9 所东的电路计算了 z 与； y 的和位 s 

与进位 G 

当两个二进制数字 与一个 进位相加时，我们用 全加法 器来计算和位与进位 u 全加法器的输 
人是这两个二进制数字2和^以及此进位输出是和位 s 与新的进位^ 十 ^全加法器的输人和 
输出如表 10-12 所示 ◎ 
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全加法器的两个输出 〈和位 s 与进位 c f +1 ) 可分别由积之和展开式 xyci ^ jc y Ci~l~ jc y C { x yci 

与:十 + 表示 4 但我们并不直接构造全加法器，而是使用半加法器来产生所 
需的输出。使用半加法器构造全加法器的方 法如图 10-10 所示。 


S - V^J- + .TW^- + r xyCj +■ A .Vf 'j 



图 10-10 全加法器 

最后，图 10-11 说明了怎样用全加法器和半加法器来计算两个3位二进制整数(以 mo )/ 与 
^ y ^ yiyt ^ ) 2 之和 {^ S 2 n^)i ^ 注意， 和中的 最高位 衫是由 进位 q 产生的。 



m KM 1 用全加法器和半加法器将两个3位整数相加 
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练习 


在练习1〜5中，求所给电路的输出 。 






■v 


> 





S . 用反相器、与门和或门构造产生下列输出的电路= 


a)x ^ y bKi+j ) 工 cy^ryz + i y 之 d){x + sr) (3^+ 2:) 

1、 试设计一个电路来实现 5 个人的多数表决. 

8. 试设计一个由四个开关控制的电灯混合控制器，使得当电灯在打开时，按动任意一个开关都可关闭它， 
或者当电灯在关闭时，按动任意一个开关都坷打开它 & 

1证明坷以使用全加法器和半加法器来计算两个5位二进制锒数的和 s 

10, 一个半减法器的输人是两个二进制数字，输出是差和借位，试用与门、或门和反相器构造一个半醎法 


器电路. 

11. ~个全成法器的输入是两个二进制数字及_个借位，输出是差和借位 . 试用与门 t 或门和反相器构造 
一个全减法器电路。 

12. 使用练习10和11中的电路计算两个4位二进制整数的荖，其中第 一个整 数大于第二个整数. 

*13. 构造一个电路来比较2位二进制整数和（>>) 2 ,使得当第一个整数大于第二个时，输出 K 否 
则输出 

*14. 构造一个计算2位二进制整数(^ 0 ) 2 与之积的电路 s 此电路应该有四个输出位 

与非门和或_门也是电路中常用的两个门电路，如果使用这两个门来衷示电路，就没有必要使用其他 
类型的门了，这两个门的记号如下； 

NAND 







M 5, 使用与非门构造具有下列输出的 电路： 

^}x b)x -y c)xy d)j ㊉; y 

*15. 使用或非 n 构造具有练习 15 中的输出的电路^ 

*17, 试用与非门构造半加法器 I 
^18. 试用或非门构造半加法器 。 

多路转接1§是一神开关电路，它根据控制位的值将某组输人位输出， 

19. 用与门，或门和反相器构造一个多路转接器，它的四个输人是二进制数字办、 Jt 2 和^，控制位是 
tv 和建造此电路 使得二 为输出，其中 〖是 2位整数 的值。 

组合电路的深度可如 F 定义；初始输入的深度为 0; 如果一个门有 〃个 输人，旦其深度分别为 
…则它的输出的深度为 rf ,) + K 这个值也定义为该门的深度，组合电路的深 
度为该电路中门的敁大深度。 

20, 求下 列电路的深度 I 

a ) 例2中构造的3人多数衷决器， 1>)例3中构造的2个开关控制的灯具， 

c)m 10-9 所示的半加法器。 d ) 阁 10-10 所示的全加法器. 

10.4 电路的极小化 

10.4. 1引言 

组合电路的有效性依赖于门的个数及安排，在组合电路的设计过程中*首先构造一个表，对 
于每种可能的输 人值. 此表说明对应的输出值，对于任一个电路，总可以用"积之和展开式”找到 
— 组逻辑门宋实观这个电路。但是 * 积之和展开式可能包含许多不必要的项。 在一 个积之和展开 
式中，若其中的一些项只在一个变元处不一样，即在某个项中此变元本身出现，而在另一个项中 
此变元的补出现，则这些项可以合成。例如，考虑这样的电路，它输出1当且仅当1=>二2=1， 
或1 且此电路的积之和展开式为在这个展开式的两个积中， R 有一个 
变元以不 ㈣ 的形式出现 ， m y . 它们可以如下合并： 

jryz ~ i ~ Ji yz — (j + y )( j ^:) 

= 1*( JtZ ) 

■ 

= JCZ 

这样， D 也是一个表示这个电路的布尔表达式，但包含更少的算子。图 10-12 说明了这个电路 
的两个不同实现，第二个电路只使用一个门，但第一个却使用了三个门和一个反相器。 



m io -)2 頁有相同输出的两个电路 
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这个例子说明，在一个电路的积之和展开式中，将一些项合并会导出这个电路的更简单的 
表达式，下面将描述化简积之和展开式的两个过程。 

这两个过程的0的都是为了产生布尔积的布尔和，使其所包含的文字之积的个 数最少 ，从 
而使得这些积中在表示布尔函数的积之和中所包含的文字个数最少.寻求这种枳之和称为布尔 
函数的最小化 0 最小化布尔函数可以为这个函数构造一条电路，这条电路在最小化布尔表达式 
的所有电路中，用最少的门和在电路中对 AND 门和 OR 门最少的输人 g 

直到20世纪60年代，逻辑门都是单独的组件，为了降低成本，采用最少的门得到期望的结 
果是非常重要的&在20世纪 S 0 年代中期，集成电路技术的发展使得将多个门组合到一个芯片成 
为可能。即使现在可以用非常低的成本对许多芯片构建非常复杂的集成电路，布尔函数的最小 
化仍然十分重要.减少芯 片上门 的数量带来更可靠的电路，并降低芯片的生产成本*同时，最小 
化还可以在同一芯片上设计更合适的电路。而且，最小化减少了电路中对门的输人。这减少了用 
电路计算出结果所用的时间，使对门的输人为有限的，因为在构建逻辑门电路采用了特殊的技术， 
在第一个过程中，我们介绍20世纪50年代用手工最小化电路的、著名的长诺图（或 K 图）。 


K 图在最多6个变童的最小化电路中非常有用，尽管对于 


\ 


个变童来说已经变得相当复杂。 


第二个过程将介绍20世纪60年代发明的奎因一莫可拉斯基方法*这自动最小化组合电路的过 


程，由计算机程序实现。 

遗憾的是，最小化有许多变量的布尔函数需要深人的计算> 可以证明这个问题是 NP 完全问 
题（见 2. 3节和 [ Ka 93]), 因此，最小化布尔电路的多项式时间算法也不太可能存在。奎 因一莫 
可拉斯基方法具有指数复杂度^实际上，只能用于文字数童不超过10的情况9因为，20世纪？0 
年代在最小化组合电路方面开发了大 M 的新算法（见 [ Ha 93] 和 [ KW 3]) 0 但是，还没有最好的算 
法， 只能使不超过25个变景的电路最小化。同样，可以用启发式(或凭经验的）方法进行大摄简 
化，但不-■定是最小的有较大 M 变量的布尔表达式 D 


10- 4,2卡诺图 


对于表示电路的一个布尔表达式，为了减少其中项的个数，有必要去发现可以合并的 
项 & 如果布尔函数所包含的变元相对较少，可以用一种图形法来发现能被合并的项， 
此法称为卡诺闺，它是由 Maunce Kamaugh © 在1953年发现的，他的方法建立在更早的 E W * Vdtch 
的工作基础上 （ Veitch 的方法通常只适用于六个以下变元的函数卡诺图给出了一种化简积之和展 
开式的可视化方法，但此法不适用于将化简过程机械化。下面首先说明怎么用卡诺图来化简包含 
两个变元的布尔函数的展开式，然后说明如何用卡诺图来化简包含三个变兀及四个变元的布尔函 
数，最后，我们将介绍卡诺图的扩展概念，可用以化简包含四个以上变元的布尔函数^ 

在具有两个变元 JT 和 . v 的布尔函数的和之积展开式中，有 
四种可能的小项。具有这两个变元的布尔函数的卡诺图由四个 
方格组成，$0果一个小项在此展开式中出现，则表示这个小项 
的方格就被放置 I 如果一些方格所表示的小项只在一个 处不- 
样，则称这些方格是相邻的，例如，表示的方格与表示: t：y 



的方格及表汞 S 3 的方格都相邻，四个方格及其表示的项如 


m 10-13 两个变元的卡诺图 


S 10-13 所不 


© 裔里斯 * 卡诺 [Maurice Karnaugh. 1924 年生丨 卡床生 f • 纽约，从纽约城 its 学院获得学士学位，从耶希大学获 
得硕士和博土学位从 1952 年至 1%S 年，卡诺一直在贝尔实验室从亊技术工作， 196S 〜 1970 年，他彳 t AT&T 公司 FSD 
分部的研发主管。 31970 年 * 卡诺加 A IBM 成为研究员 a 卡诺对数字技术在汁算和远程通信领域的应用嵌出 r 重要的贡 
献 & 他当前的研究兴趣包括计算 机中基 于知识的系统和启发式搜索方法。 
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例 1 找出下列各式的卡诺图； 

(h)j：y ^^：y (c)jc y H-x^y+j：^ 

解当一个方格所表示的小项在和之积展开式中出现时，我们就在这个方格中放置一个 U 
三个卡诺图如图 10-14 所示 & ■ 



a ) b ) c ) 

图 1 CM 4 例1中积之和展开式的卡诺阐 


我们可以从卡诺图中识别出能够合并的小项。在卡诺图中.一旦有两个方格是相邻的，则由 

这两个方格所表示的小项就可被合并成一个积，且此积只涉及其中的一个变元。例如，工5和 

是由两个相邻的方格表示的，它们可以合并成因为 I 歹+王 3 = (2 + ^ 3 ?# 5 ^而且，如果所 
有四个方格都是 1 ，则四个小项可以合并成_个项，即布尔表达式 1 ,它不涉及任何变元 a 在卡 
诺图屮，如果一些小项能够合并，则在卡诺图中.我们将表示这些小项的方格所组成的块用圆圈 
圈起来_然后找出对应的积之和，其目的是找出可能最大的块，以及以最少的块来糌盖所有的 
1 ,在此过程中，首先使用最大的块，并总是使用可能最大的块 s 
例2化简例1中的积之和展开式 4 

解用这些展开式的卡诺图对小项进行分组的方式如图 10-15 所示 s 这些积之和式的极小展 
开式是 （ a )： y 、（ b ) j 3 /4^7和（ 0)^： +;y « ■ 




,|rr^ 


, Q , 1 

n 

4 1 

_ 

1 




a ) b ) c ) 

图 km 5 m 1 中积之和展开式的化简 


三个变元的卡诺图是被分成八个方格的矩形，这些方格代表由三个变元组成的八个可能的 
小项，两个方格称为是相邻的，如果它们丟示的小项只在一个文字处不一样，一神画三个变元卡 
诺图的方法如图 10 - I6a 所示，这个卡诺图可以被认为是贴在圆柱体的表面上，如图 10 - lSb 所 
示，在这个圆柱体的表固上，两个方格有公共边界当 M 仅当它们是相邻的。 

为了化简三个变元的积之和展开式，我们用卡诺图来识别由可以合并的小项组成的块 。 两 
个相邻方格组成的块代表了一对小项，它们可以合并成两个文字的枳， 2X2 和 4 X1 方格组成的 
块代表可以合并成一个文字的小项，全部八个方格组成的块代表函数 1 ，它不是任何文字的积。 
1 X 2、2 X 1、2 X 2、 4 X 1 和 4 X £ 块及其代表的积如图 1 CK 17 所示， 

对应于卡诺图中全是 1 的块的文字之积被称为函数的嗛 含教。 如果这个全 1 的块不包含在一 
个更大的由 1 组成的块中（且这个更大的块表示更少文字的积），则称它为素逸 含数。 

我们的目的是在图中标出最大可能块，然后用最大块优先法则以最少的块覆盖所有的 I 最 




个变元的卡诺图 


则必须选取它，这样的块称 
便4以用素隐含数之和来表 


大 flj " 能的块总是会被选取，但如果卡诺图中只有一个块覆盖一个1 
为本 原素隐含数， 通过使用素隐含数对应的块来覆盖图中所有的1 
汰賴之和.沣竟，以 M 少的块覆盖所有的1可能有不止一种方法。 




























m io - is 三变元卡诺囹的便用 


两个方格是相邻的当且仅当它们表示的小项只在一个 
文字处不一样，因而，每个方格都和另外四个方格相邻。 
四个变元的积之和展开式的卡诺图可以被认为是贴在圆环 
面上.因而相邻的方格具有公共的边界（见练习28)。四个 
变元的积之和展开式的化简也是通过识别一些块来实现的， 
这些块可能由2、4、8或 IS 个方格组成，它们代表的小项 
必须叶以合并，且毎个表示小项的方格都必须被用来产生 
更少个文字的积，或者包含在展开式中。在图 10-20 中， 
我们给出了一些块，这呰块表示三个文字的积、两个文字 



的积或单个文字。 


图 10-19 四个变元的卡诺图 



4 



= wxyz + wxyz + 
wxyz + wxyz 

c ) 



wx = wxyz + + 


wlyz^ wxyz 


b) 



I = wxyz + wxyz + wxyz 
wxyz + wxyz + wxyz + ^xyz - 


d ) 


图 10-20 四变元卡诺图中的块 
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就像两个或三个变元的卡诺图的作用一样，我们的目的也是在图中标出1构成的最大块（对 
应于素隐含数），然后用最大块优先法则以最少的块覆盖所有的1，我们也总是使用可能最大的 
块.例4说明了四变元卡诺图的使用， 

例 4 用卡诺图化简下列积之和展开式： 


(a) uuxy z 4 s wj: y z yz~\~wx y z^\-vujc y z y r + wjt: z 

(b) ujx y z ^tuujc ；y 之+ zv x y z ~\~ wx y z ^tvx 3； a： H~ wj^ y z 十 u? 工 y z 

(c) uuxy z y z ^~xvjc yz^xvx y z +u_x y z 十 i^x；y 5 r+ WJcy z -\~vux y z +切工 y 5；+ ^wxy z + 


xvxyz 

解 这些展开式的卡诺图如图 10-21 所示。用所示的块可导出如下的积之和： 


w.r z -^txvx y + u^3rH- 2、 (b) jy 之 + y^rjc z 和 （c) e 十 ifje: +■ ic 1 j: jy 

能选择其他的块，它们导致这些函数的不同积之和。 




读者应该确定.是否可 

_ 



a) 


yz 


v: 


yz 





c) 


卡诺图可以实际用于化简五变元或六变元的布尔函数，但对更多变元的函数就很少使用卡 
诺图了，因为它们会非常复杂 . 然而，卡诺图中用到的概念在更新的算法中起着重要的作用。而 
且，掌握这些概念有助于理解这些算法及实现算法的计算机辅助设计 ( XAD ) 程序，在介绍这些 
概念时，会用到前面化简三变元、四变元布尔函数的内容。 

用于化简两变元、三变元和四变元布尔函数的卡诺图分別是用 2 X 2 、2 X 4 和 4 X 4 的矩形构 
建的，而且，在这些情形中，顶行和底行、最左列和最右列中的相应方格是相邻的，因为它们表 
示的小项只在一个文字处不同。我们可以用类似的方法构造四变元以上函数的卡诺图。我们使 
用包含如叫行和2「心]列的矩形（这些卡诺图包含2” 个方格，因为 + 要构造具有 

这种相邻性的卡诺图，可以用格雷码来安排行和列（见 8.5 节）+其中通过指明1对应于变量的出 
现和0对应于变量的补的出现，可以将位串和积关联 起来， 例如，在一个10元卡诺图中，格雷 

码01110标记的行对症于积 以幻 工4 □ 

例 S 用于化简四变元布尔函数的卡诺图有两行两列 D 行和列均用格雷码11，10, 00, 01 

来安排 s 行分别表示积 wa ：， 'wx s wjc^HwXo 列分别对应积 y z , jyz 和使用格霄码并 
且第一行和最末行、第一列和最末列的方格相邻，我们确保了只在一个变元上不同的小项总是 

相邻的。 ■ 

例6要化简五变元的布尔函数，我们使用2 3 =8列和2 2 = 4行的卡诺图 使用 格雷码11， 

10，00, 01标记四行，分别对应于幻 Xim 和使用格宙码111， U 0， 100, 

101, 001 _ 000, 010, 011 标记八个列，分别对应项 ^ ^4 - X 5 j X 3 X 4 : T 5，尤3 US ， 

和使用格雷码标记行列确保了相邻方格表示的小项只在 




一 个变元上不同 . 然而，要确保所有只在一个变元上不同的表示积的方格是相邻的，要考虑顶行 
和底行的方格是相邻的，以及第一列和第八列的方格的相邻性，以及第一和第四列，第二和第七 
列_第二和第六列，第五和第八列（读者町自行验证_ 
要用卡诺围化简 n 变元的布尔函数，首先应画出合适大小的卡诺图。我们在积之和扩展中的 
小项对应的所有方格中放人1,然后确定出函数的所有素隐含数。要做到这一点，我们寻找由 V 
个聚簇方格（全包含 1) 组成的块，其中〜这些块对应于 n — ★个文 字的积 D <练习33会与 
此相关。）而且，#个方格 < 全包含 1) 的块不包含在表示素隐含数的 + i 个方格（全含 1) 之中 D 
例7在化简五变元布尔函数的卡诺图中， 有- 表示两个文字之积的8个方格全是 I 的块， 
若它不包含在一个16方格全是〗且表示单个文字的块中.则此块是素隐含的。 _ 

一 且所有的素隐含数确定后，我们的目标是找出这些素隐含数的具如下性质的最小可能子 
集：子集中的素隐含数覆盖了卡诺罔中所有包含1的申元 d 酋先应选择本原素隐含数，然后增加 
其他素隐含数以确保覆盖图中所有为1的方格 6 当变元的数 fi 较大时，这最后一步会极为复杂 b 

10. 4.3 无需在意的条件 

在某些电路中，由于输人值的一些组合从未出视过，所以我们关心电路对输人值的 
其他组合的输出，这使得我们在生产具有所需输出的电路时有很大自由，因为对于 
所有不出现的输人值的组合，其输出值可以任意选择 。 函数对于这种组合的值称为 无需在意条件 & 
在卡诺图中，对亍那些具函数值可以任意选择的变元值组合_用^对其作记号.在化简过程中， 
如果输人值的组合在卡诺图中导致最大的块，则我们可以将其赋值 u 下面例子说明了这一点。 

例8用二进制数字对十进制展开式迸行编码的一种方法是 I 对此十进制展开式中的每一 
位，在编码的二进制展开式中用四个二进制数字对其编码，例如，873的编码为 10000111001 U 
十进制展开式的这种编码方式称为十进 制数二元编码 □ 因为有 16 个四位二进制数，但只冇 10 个 
十进制数字，所以还有 s 个四位二进制数没有被用来对数位进行编码 * 假设现在需要构造一个电 
路使得：如果数位大于或等于5,则输出1;若数位小于5,则输出0。怎么仅用与门、或门和反 
相器来构造这个电路？ 

解以 I ，> d 记此电路的输出，其中是一个十进制数位的二进制表达式 。 F 
的值如表10-】3所示，图 10-22 a 是 F 的卡诺图，其中的无须在意位置都是 ( L 我们可以将 d 包括 
在块中或者剔除出去_这样块就有很多可能的选择。例如，如果剔除所有的 d 方格，则形成块如 

图 iO -22 b 所示1所产生的表达式为说文 -\- wxy -\~ vuxz \ 如果包括某些 J 而剔除其余的，则抵成 

的块如图 10-22 c 所示，且所产生的表达式为 + + iq 最后，如果包括所有的块，且 
使用如图 D -22 d 所乐的块，则产生最简单的展开式，即 F ( j , > : ：) = w + a+n ■ 


表 10-13 
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a ) 


yz yz yz yz 



W 



图 10-22 表明其尤需在意条件位 S 的卡诺图 


10.4.4 奎因-莫可拉斯基方法 


我们已经看到， 可以 用卡诺图将布尔函数展开为形如布尔积之布尔和的极小表达式。 
但当变元超过四个时，卡诺图就变得难以使用，而且_卡诺图的使用还要依赖于用 S 
测方法将项分成组。鉴于这些原因，需要可以机械化的过程来化简积之和展开式，奎因-莫对拉 
斯基方法就是这样一种过程，它可以用于含有任意多个变元的布尔函数。此法是由 W . V . 奎因 
和 E . J . 莫可拉斯基 @ 于20世纪50年代提出的 e 它基本上由两部分组成，第一部分寻找可能包 


含在形如布尔积之布尔和的极小展开式中的候选项，第二部分才确定哪些项将真正使用 d 下面 


用例子来说明这个过程是怎样进行的# 

例 9 下面说明怎么用奎因-莫可拉斯基方法寻找等价于 J：yz + jr：y s + + + 

研賴小展开式。 


我们用一串二进制数位来表示此展开式中的小项。如果工出现.则第一位为 U 如果 T 出现， 


© 爱德华 * 莫可拉斯基 （Edward J . McChiskty ) 生于1929年，就读 T Bowdgiii 学院和麻省理 I 学院，并于1956年 
在麻省理工学院 获得电 fJ ： 稈学博七学位，他干1955年进人!尔电话实验室，在 那里一 直待到1959年，从1959年_ 
1邱6年，奠可拉斯尊 是弃林 斯顿大学的电子工程学教授 • 并在 1的1 〜 1 S 郎年间在普林斯顿担任汁算中心主任。他了 
1 S 67 年在斯坦裉大学担仟叶算机科学和电子工程学的教授，并于1969〜1973年间，担任数字系统实验室的主。莫町拉 
斯基对计算机科学的许多领域有过研究*包括容错计算、计算机体系 结构、 侧试和逻辑设 H 。 他現在是斯姐福大学的却 


靠性计箅中心的主任，还是 ACMC 关国计薄机协会）的会员。 
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则第一位为0。如果 j 出现，则第二位为 U 如果7出现，则第一-位为0。如果 z 出现，则第三位 

为 U 如果^出现，则第三位为0。然后根据对应数位串中1的个数来对这些项进行分组 p 这些信 
息如表 10-14 所示。 表 1 IM 4 


可以合并的小项只在一个文字处不同，所以，对 
于两个可以合并的小项，在表示它们的数位串中，1 
的个数仅相差 1 D 当两个小项被合并成一个积时_这 
个积只含有两个文字。两个文字的积可以如下表示： 
以短划线来记不出现的变元，例如，数位串101和 
001所表示的小项 jc y z 和 : r 3 ^可以合并成歹 2 ：，而 
可以用数位串一01表示，表 10-15 列出了所有可以合 


小项 

数位串 

1 的个数 

xyz 

m 

3 

jc y z 

101 

2 

I >!£■ 

on 

2 

J 孓 : z 

001 

1 

_r v z 

•wr 

000 

0 


并的成对小项以及它们所产生的积 


下一步，对于由两个文字构成的积.如果两个这样的积能够合并，则将之合并成一个文宇$ 
两个这样的积能够合并的茶件是=它们所包含的文字是两个相同变元的文字，并且只有其中一 
个变元的文字不一致。就表示这些积的串来说，它们必定在相同位罝有一个短划线，且在其余的 
两个位置中必定有一个位置的内容不相同我们可以将串 _11 和 一01 所表示的积 f 和歹^合并 
成 z ， 而 z 是由串一一 1表示的 B 所有能够以迭种方式合并的项如表 10-15 所乐。 



在表 10-15 中，我们还指出了哪些项可以用来形成更少文字的积，这些项不定在极小展开 
式中。下一步是找出积的一个极小集合 * 使之可以用来表示此布尔函数。我们从那些还没有被用 
来形成更少文字之积的积 着手。 再下一步》我们构造表 10- lh 通过合并原来项所形成的每一个 
候选积构成此表的行，原来的项构成列 & 如果积之和展开式中原来的项被用来形成这个候选积， 
则在相应的位置打上 X ,此时称此候选项瘦盖了原来的小项。我们需要 至少一个积， 它覆盖原来 
的每 个 小项。因而， 一 旦此表的某-列只有一个 X ，则此 X 所在的行所对应的积必定被使用。 
从表10 ]6可以看出.^和: r 3都是必需的 e 所以，最后的答案是 z + ■ 


表 10-M 



就像例9所说明的那样，奎因_莫可拉斯基方法用下面一系列步骤来化简一系列积之和展 
开式 A 


1) 将由〃个变元构成的每一个小项表示成个长度为《的二进制数串，如果 A 出现，则此 
串的第 i 个位管为 h 如果万出现，则此串的第 i 个位置为0。 














数位率 1的个数 


wxy z 
xt . 1 j: yz 


1110 

1011 







步 a 2 



mo 

1011 

om 

1010 

0101 

0011 

0001 




数位串 


1~10 


数位串 


10] 


Oil 





没有被用来形成更少变元之积的只有 WU 和衷 10-19 表明了每个这样的 
积覆盖的小项。为覆盖这些小项，必须包括和 ㈣ 5，因为它们是分别覆盖和 i 的 
唯 的 积。一旦这两个积包栝进来，我们就可以看到，只有其中的一个是必要的。因而， 
xvy z ■+ w *r y 或者 in 一 s y 都可以治做是最后答案 d ■ 








练习 


L a ) 画出二变元函数的卡诺阁，并在表示三 > ■的方格中放罟 l d 
b ) 与上述方格相邻的方格所表示的小项是什么？ 

2. 寻找 F 列每个卡诺图所表示的积之和展 开式， 

a ) : v v b ) y y c ) v 



3, 画 wy 列两个变元的积之和展开式的卡 诺图： 

a) x y b)ar^ +^ y c ), xy -^ jc y + jc y + jc y 

4 -用卡诺阐找出下列关于变元 x 和 J 的布尔函数的极小展开式， ft 此展开式具有布尔枳之布尔和的形式, 

£ l)x y ~\~x y b)xj«- i -r y c)jry + jc y 十 J：_y ^ jc y 

5. a) 園出三变元函数的卡诺图 t 并在表示 S;y f 的方格里放置 U 

b) 与上述方格相邻的方格的极小项是什么？ 


6. 对于 F 列电路围，用长诺图面出具有相同输出的吏简单的电路 SL 



7. 両出下列三变元积之和展开式的卡诺阌： 

ai ) j：y z h )^ yz + x y z c ) joyz xy z 十 iyz +x y s ： 


8, 构造 F ( jt ，> d m + w + 的卡诺图。使用此卡诺图找出 FUt j ， z ) 的隐含数、素隐含数和本原 

素隐含数。 
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9,构造 FU ， > 的卡诺關 & 使用此卡诺图找出 FU ，_ y ， W 的隐含数、素隐含数和本 

原素隐含数6 

jo , 画一个3立方体 a , 用布尔变元: t , y 和 z 组成的极小项标记每 一个顶 点，这些项与顶点表示的位串关 
联.对这些变元中的每一个文宇，指出表示这个文字且是 Q 的子阁的2立方体 a t 
1 L 画一个4立方体 Q ,. 用布尔变元 j 和=组成的极小项标记每_个顶点，这些项与顶点表示的位 
串关联 • 对这些变元中的每一个文字，指出哪个3立方体兑表示这个文字 fl 是 ft 的子 PEK 指出哪个2 


立方体 Q £ 表示积和 J I 且是 A 的子罔 • 

12. 用卡诺阌找出下列关于变元 Ti y 和2的函数的一个极小展开式，且此展开式具有布尔积之布尔和的 


形式。 

a) jr yz+ jc y ^ 

b) +z +TJE-I. jt y z 

c) xy ^ y ar+ j* j t ^ yz^r jc y z 

d) xyz + i y z— jt y z + ^ H~ J 1 z y z 

13* 画出闪变元函数的卡诺围，井在所表示的方格里填人 U 
1>)与上述方格相邻的方格的极小项是什么？ 

14. 用卡诺围找出下列关于变元 ， x 、 j 和 z 的函数的一个极小展开式 * 且此 M 开式具有布尔积之布尔和 


的形式. 

^wxyz-^- y 之 1 ivjc y z - \~wjt > ^ + w x y z 

b) wxy z 4 - u^'jc y z +w x : y z 十 u h x j 5 卄 _y z 十 wx y z 

dmrjz+Ujy F ~^wjc y z + jvX y^+wx t v z +ivjc y z+U^3 ? 文 +t^j z 

十 wjy 之 + 也： 1：；^ z y z 

15. 在表示五变元布尔函数的卡诺 阐中， 找出对应于下列积的 方格. 

3 ) 工 ’ 】 - 2 Tj Jfg. -JTj] J 3 «3^ 


d ) jT 3 Jt 


e).j 


f) 


x 


16 . 在六变元布尔函数的 卡诺阁 中，表示 x 


X I -J.' 


^ i JC 2 Ip X 3 X ^ X ^： 


和 & 3 ?,^ X 5 分别苽要多少 


方格？ 『 

17. a ) 六变元函数的卞诺图具有多少个方格？ 

b) 在六变元函数的卡诺 阐中， 对于任意给定的一个方格，有多少个方格与之相邻？ 

|8 + 证明： 在五变元布尔函数的卡诺图中，表示极小项的方格恰在一个文字上不同当且仅当这些极小项相 
邻，或者顶行和底行的方格相邻 . 第一列和第八列的方格相邻，第一和第四列，第一和第七列，第三 
和第六列，第五和第八列的方格相邻 D 

19 ,在六变元布尔函数的 4X16 I 诺罔中，若用格甭码 1111 ， 1110, 1010, 1011 ， 1001, 1000, 0000, 
0001 1 0011, 0010, 0110, 0]11, 010U 0100, [ 100, 1101 标 Id 列，用 11. 10 ， 00，01 标记行，_哪 

些行和列应当相邻才町使得：恰在一个文字 t 不同的表示极小项的方格相邻？ 

U0 • 用卡诺图找出 F 列函数的极小展开式，使得此展开式具有布尔积之布尔和的形式，这些函数满 足：其 
输人为十进制数宇的二进制编码，其输出为 1 当且仅当对应干输人的数为 
3 ) 奇数 b) 不町由 3 锒除 c 〉 不是 4 、 5 或 6 

*2L 假设一个委员会中有五个成员，其中的施密斯和琼斯的投票总与马库斯的投票相反*试用这个投票关 

系设计一个电路，实现此委员会的多数表决。 

22* 使用奎因 - 莫可拉斯基法化简例 3 中的积之和展开式 * 

23* 使用奎 因 - 英 可拉斯基法化简练习 12 中的积之和展开式。 

24. 使用奎闶 - 莫町拉斯基法化简例 4 中的积之和展开式 D 

25. 使用奎因 - 莫可拉斯基法化简练习 14 中的积之和展开式。 
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*26* 轼解释怎么用卡诺罔方法简化三个变元的和之积展开式， {提 示:用0来标记展开式的极大项，然后构 
造极大项的块 

27* 用练习26的方法化簡和之积展开式 （ x +; y 十 s)(x f ?)(之:十孓 f 王 >【 j ： 十歹十迄 ）（ x +： y 十艾）。 

*28+ 在阒环面上画出四个变元的16个极小项的卡诺图。 

29+用或 d 与门和反相器构造一个电路 T 使得：当输人 的十进 制数字可以被3整除时输出 K 否则输出 
0,其中 £ 输人的卜进制数宇是二进制编码的十进制展开式 t 


对于练习30〜32,在所给的卡诺囹中， d 表示无须在意条件试找出它们的极小积之和展开式， 


30. 




yi 


.V ： 

3 L 


n 

n 

yz 

32. 

yz 

yf. 

yi 

—圓 

WX 

d 

■ 

i 

d 

- 

1 


I 



1 , 

WX 


v 

d 

i , 



d 

d 


wX 


d 

i 


wM 

d 

d 

i 

d 

SP? 


d 

i 


WX 


i 

d 


umu pL 





WX\ 


;1 

Li_a_ i 

d 



d 



d 


» | 

i 

I 1 

d 


33 , 证明： 々个文字的积对应于 n 立方体的 2 ” — 维子立方体 T 其中立方体的顶点对应于标识顶点的位串 
表示的小项，如8」节例7的描述 


关键术语和结果 


术语 


布尔 变元： 只取0或1值的变元。 

X ( T 的余） ： 一个表达式，当 r 取值0时，它取值1;当 JT 取值〗时，它取值0。 

: r * 〆 或与 jy 的布尔积或合取）：一个表达式，当 x 和; y 都取值1时，它取值1;否则 
取值 0. 

:与 j 的布尔和或析取）：一个表达式，当工或; y 取值〗时，或者当工和; y 都取值1 
时，它取值];否则取值0。 

布尔表达式：如下递归得到的表达式= 0, ] ，，…，仏是布尔表达式；且如果扮和 

是布尔表达式，则瓦^ ( Ei + Ez ) 和 （£ i £： 2 ) 也是布尔表迖式， 

布尔表达式的对偶：通过交换+号和•号、0和1得到的表达式. 
n 度布尔 函數： 从妒到 B 的函数，其中 B ={0, 1}。 

布尔 代數： 具有两个二元运算 V 和 A 、 元素0和1、一元补运算—的集合，它满足同一律、 
支配律、结合律、交换律和分配律。 

布尔变元的文字或者为 x ， 或者为 

工：1 ,工2,…，心的小项：布尔积 : yi ： yz -”> ，其中每个：^或为 a 或为工 T ， 

积之和展开式（或析取范式 ） = 形如小项之析取的布尔函数的表示 。 

兩数 完全： 布尔运算的一个集合称为是函数完全的，如果每个布尔函数都能由这狴布尔运 
算表示 & 

: r | ： y (或 NAND jO : ▲ 个表达式，当 x 和 j 都取值 1 时，它取值0;否则取值 U 

〆 或 : r NOR —个表达式，当 i 或^取值1时，或 x 和 y 都取值1时，它取值0;否 

则取值1。 

反 相器： 一种装置，它以布尔变元的值作为输人，产生输入的补。 

或门：一种装置，它以两个或更多布尔变元的值作为输人，输出它们的布 尔和. 

与门： 一种装罟，它以两个或更多布尔变元的值作为输人，输出它们的布尔积。 

半加 法器： 一种电路，它将两个二进制数字相加，产生一个和位与一个进位4 
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全加法器 ； 种 电路，它将两个二进制数字及一个进位相加，产生一个和位与一个进位. 

个变元的卡诺 ffl: 被分成 2 n 多个方格的矩形，每个方格表示这些变元的一个小项 。 

布尔函数的最小化：将布尔函数表示为最小的文字积，这些积包含表示这个布尔函数的积 

的可能的所有和中最少的文字 D 

布尔函數的隐含：如果文字积为1,那么布尔函数的值为 U 具有这个性质的文字积。 

布尔函教的索隐含 i 布尔函数的隐含文字积和不删除文字得到的积也是这个函数的隐含 
布尔函數的基本素 隐含： 布尔函数的素隐含必须包括在这个闲数的最小化中 6 


结果 


布尔代数中的恒等式（见 〗 节的表 10-5). 

对于布尔表达式表示的布尔 函数间 的任意等式*如将等式的两边取对偶，则等式依然成立。 
每个布尔函数都可由积之和展开式表示。 

集合彳 +，）和{ • ，_}都是函数完全的。 

集合 H 丨和 { I >都是函数完全的。 

使用卡诺图来极小化布尔表达式 . 

使用奎因-莫可拉斯基法来极小化布尔表达式 D 


复习题 

h 给出？ i 度的布尔函数的定义 

2. 有多少个2度布尔函数？ 

3. 绐出布尔表达式集合的递归定义. 

4. a ) 什么是布尔表达式的对偶？ 

b ) 什么是对偶原理？怎么应用它找到关干布尔表达式的新等式？ 

5* 试解释怎么构造一个布尔函数的积之和展开式。 

6. 由运算符构成的一个集合是函数完全的”菇什么含夂^ 
b > 集合{ +， ■丨 是函数完全的吗？ 

c ) 有没有申运箅符构成的集合是函数完全的？ 

7. 试解释怎么用或门、与门和反相器构造一个电路.它用两个开关控制一盏灯 . 

8. 用或门、与门和反相器构造一个半加法器。 

9. 是否有这样一种逻辑门：用之可以构造或门、与门和反相器所能构造的所有电路？ 

10. W 解释怎么用卡诺阌来化简三个布尔变元的积之和展开式。 

b ) 用卡诺阁化阂积之和展升式: 

11. a ) 解释怎么用诺闬来化简闪个布尔变元的积之和展开式， 
b ) 用卡诺罔化简积之和展开式 

^^ mmm _ — ■ — I —— — 

uiTyz 4 z + W7 ； yz + mr y z y^+ wxyz 十切文 ya ： 

12. a ) 什么是无 须在意 条件？ 

b ) 试解释怎么用无须在意条件由或门、与门和反相器构造这样一个电路；_十迸制数字大于等于6时 

输出 1 ， 当这个数字小于 6 时输出 
13- a ) 试解释怎么用奎因-英克拉斯基方法來化简枳之和展开式& 

b ) 用这个方法化简 xy ; + x y z + ^ y z + ^ y z ~\~ t y z , 

补充练习 

L 对于布尔变元 y 和 z 的哪些值 

+ z — h) 上 (y + 怎 ) =1 卞 ：^ c)iyz=x + y + z 
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2. 设 I 和 j 属于 <0, 1 } P 如果存在 <0,]丨中的值2使得下式之一成立，有无必要成立？ 

s .) x^~yz b ) x + s : = 3^+^ c ) x@z = y@z 

d) J ： I z^y \ ^ e>T I I z 

布尔函数 F 称为是 ft 对偶的当且仅当 FtA ，…， jO = F ( S , ...- 

3. 下列函数哪些是自对偶的？ 

a)F(j： T y)^jr h)Fix^ y)—jcy~^jcy c)F(j ， y)—jo+ y d)F(x t yy—xy~\~jcy 

4. 试给出一个三变元自对偶布尔函数的例子 
^5-有多少个〃度布尔函数是自对偶的？ 


在 n 度布尔函数构成的集合上，定义关系< 使得：当且仅当若 F <^, ^》=1就有 

G ( i " j ： n ) ~ 1 

6, 对于下列函数对，确定是否有或 G < F 。 

a)F( j, y)=Tf G(j ， y) b>F ( 工 . y ) 含 x+y, G(jc f y) =jcy 

c > F ( j：t y ) = jc , GCjt * y ) = jc-\-y 

7 , 设 F 和 G 是 73 度布尔函数，证明 ； 

a)F<F+G b)FG<F a 

8, 设 F 、 G 和 H 都是 n 度布尔 函数， 证明： F + G < H 当且仅当且 
*9. 证明<关系是《度布尔函数集合上的一个偏序关系^ 

*10. 画出由16个2度布尔函数（如10, 1节表10胃3所示）的集合构成的幂集在偏序 S 下的哈斯罔 & 

*11. 对于下列每个等式*或者证明其为恒等式，或者找到变元的一组值使之不成立。 

a ) j ： | (y I ^) — (jt I jy ) I ^ b )j I (j = i 4 I 

c)jt t iy I ^) — (jc 4 3 O I ^ z) 


定义布尔运算符 0 如下：= 100 = 0, O 01= O t 000=1, 

12- 证明 JT ® y 十 : t J d 

13 - 证明 xOy — ( jr © y> B 
H , 证明下列各等式成立 ； 

a) j:0x— 1 b) j:© j: — 0 c)jr© h y=>0 

15. ( jcO^)O Z = JT ©( y ©3 f ) 是否总成立？ 

确定集合{©丨是不是函数完全的 g 

*17 .在16个两变元: t 和 y 的布尔函数中，有多少个能够用下列运箅集、变元 I 和: y 以及值0和1表示？ 

a) {_ } b) { * } c) { + } d) { * , +} 

l r 

异或门的记号如下，它从 T 和 V 产生输出 


18,确定下列电路 a ) 和1>)的输出 fi 
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19. 如果除了或门 v 与门和反相器之外，还可以使用异或门，说明怎么用比 10-3 节图 10-9 中所用的更少 
的门來构造一个半加法器. 

20- 试设计一个电路来确定，在一个四人委员会中，是否有三人或更多的人就某事投了赞成察_其中的每 
个人用一个开关来投票。 


给定布尔变元 A ，^，…， a 的一组输人值，闽 值门产 生输出^其中: y 为0或 U 每 个阈值 H 都有一 
个_值了以及一组权比 I , 叫，，.* 1 ，其中 J 及 wi ，狂 2 ， "* ， w ■都是实数 * 闻值门的输出： y 是1当且 
仅当 Wl A + u ^ £ +.,. + T ^ r n >7\ 具有阈值丁及权 w ], 叫，…，叫的阈值门如下图所示 * 阈值门对于神 

经生理学和人 工智能的建棋都_常 有用。 



2 L 阈值门表示了一个布尔函数 B 试找 m 由下面阈值门表示的布尔函数的布尔表达式 



22. 能够由阈值门表示的布尔函数称为内值函數 b 证明下列每个函数都是阈值函数 。 

a ) F ( x ) = Jt h ) F(Xf y ) = jci-y y ) = xy 

d ) FCx , y )— j ：\ y ^) F ( x ^ j )— j : 4 y f ) F ( j ，_ y ， i ■卜 j 十 .yz 

j t y* 十 z h)F(w, JV z) = wj:z + x y ^ 

*23. 证明 FU , 沪 =1®：^ 不是_值函数， 

*24, 证明 F ( u /， x ， > = wj ： t y 名不是阈值闲数。 

计算机题目 

写出具有下列输入和输出的程序 D 

1. 给定两个布尔变元 I 和 j 的值，计算 J ： y ^ Jr ® y ^ jt 丨 y 和 x J 的值 • 

2, 构造一个表 * 列出所有256个3度布尔函数的值。 

3 给定一个 n 元布尔函数的所有值，其中 rt 是正整数，构造这个函数的积之和展开式 

4. 给定一个布尔函数值的列表，只用运箅•和 — 表示这个函数& 

5, 给定一个布尔函数值的列 I 表， 只用运算+ 和-表 示这个函数* 

*6, 给定一个布尔函数值的列表，只用运算 I 表示这个函数> 

^7. 给定一个布尔函数值的列表，只用运算+表示这个函数* 

8. 给定一个3度布尔函数值的列表，构造它的卡 诺图* 

9. 给定一个4度布尔函数佤的列表，构造它的长诺图。 
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^10, 给定一个布尔函数值的列表，用奎因-莫可拉斯基方法寻找这个 S 数的极小积之和表示。 
11~对于-个阈偾门和 n 个布尔变元的值，给定它的阈值和一组权，确定这个门的输出。 

12. 给定一个 IE 整数，构造一个 r 元随机布尔表达式 t 且为析取范式。 

计算和研究 


利用计算程序或你所编写的程序来做下列练习。 

1- 计算7、8、9、10度布尔函数的个数。 

2. 构造3度布尔函数的表。 

3. 构造4度布尔函数的表. 

4. 将每个不同的三元布尔去达式表示成仅含与非运算符的析取范式，所使用的与非运算符越少越好，所需 
与非运箅符的最大数 fl 是多 少？ 

5. 将每个不同的布尔表达式表示成含有四个变元和仅含或非运算符的析取范式，所使用的或非运饵符越少 
越好。 所需或非运算符的最大数量是多少？ 

6. 随机生成10个不同的四变元布尔表达式，判断使用奎因-莫吋拉斯基方法简化它们所需的平均步骤数。 

7-随机生成10个不同的五变元布尔表达式，判断使用奎因-莫可拉斯基方法简化它们所需的平均步骤数。 

写作题目 


用课本以外的资料解决下列问题，并写成短文《 

I. 描述一些早期设计的、用来解逻辑问题的机器*如印刷示范器 （Stanhope Demoi ^ trator )、 杰文 （ Jevom ) 
的逻辑机以及 q 昆德机器 （Marquand Machine ) □ 

2_解释组合电路与顺序电路间的差别*然后解释怎么用触发器构造顺序电路。 

3. 定义移位寄存器*且讨论怎么使用移位寄存器。说明怎么用触发器和逻辑门构造移位寄存器。 

4 + 说明怎么用逻辑门构造乘法器。 

5, 找出逻辑门的物理构造 . 讨论在构造电路財 t 是否要用到与非门和或非 n 。 

6. 解释怎么用相关性记号描述复杂的开关电路 & 

7. 描述怎么用乘法器构造开关电'路。 

8, 以用阈值门构造半加法器和全加法器为例.解释用阈值门构造 JF 关电路的优点。 

9. 描述无危险开关电路的概念，弁给出一些设计这种电路的 原则. 

10, 解释怎么用卡诺围将五元或六元函数极小化， 

II . 讨论用于极小化布尔函数的新方法（如 E 叩 resso 方法） 的思想，解释怎么用这些方法来解决高达25元的 
布尔函数最小化问题， 

12. 描述〃元布尔函数的函数分解的含义 a 讨论将布尔函数分解为元数更少的布尔函数的过程& 


第 11 章计算模型 

计算机能够执行许多任务。提出一个任务后就存在两个问题；第一*它能否由计算机来完 
成？ 一旦知道这第一个问题的答案是肯定的，就会问第二个问题，怎么执行这个任务？计箅模型 
就是用来帮助回答这两个问题的9 

下面将讨论三种类型的计算模型；文法、有限状态机和图灵机 * 文法是用来产生一种语言中 
的词，并且确定一个词是否属于一个语言 e 文法产生的形式语言不仅可以作为自然语言的模型， 
如英语，还可以作为程序设计语言的模型， Pascal , Fortran , Prolog , C 和 Java 。 特別是，文 

法在编译器的理论和构造中极为重要。在20世纪 SO 年代，美国语言学家诺姆•乔姆斯基 （Noam 
Chomsky ) 首先使用了下面将要讨论的文法 a 

在建模中，使用着各种类型的有限状态机。毎个有限状态机都有一个状态集合（包含初始状 
态）和一个输人字母表，还有一个转移函数，它对毎个由状态和输入构成的对，指定下一个状态。 
有限状态机的状态使得它具有有限的存储能力。有些有限状态机对每个转移产生一个输出符号。 
这类机器可以用作许多种机器的模型，如自动售货机、延迟机、二进制数加法器和语言识别器。 
我们还将讨论没有输出佾具有终结状态的有限状态机，这样的机器广泛用于语言的识别，它们 
所识别的串是这样的串；由初始状态运行到终结状态。文法和有限状态机的概念具有紧密的联 
系，我们将要刻画有限状态机所能识别的集合的特征，并且证明这些集合恰恰就是某种类型文 

法所产生的集合， 

然后引人图灵机的概念^我们将说明怎么用图灵机来识别集合，还要说明怎么用图灵机来 
计算数论函数。最后讨论图灵-丘奇论题：每个能行的计算都可由图灵机来完成9 

ii , i 语言和文法 
it . 1. 1引言 

英语中，单词能以各种方式进行组合，单词的哪些组合可以构成有效句子是由英语文法确 
定的。 例如 ： the frog writes neatly (青蛙的字写得很匀称)是一个有效的句子，因为它是由一个名 
词短语 the frog 接一个动词短语 writes neatly 构成的，其中名词短语 the frog 是由冠词 the 和名词 
frog 组成的，动词短语 writes neatly 是由动词 writes 和副词 neatly 组成的，我们并不在意这是一 
个毫无意义的句子，因为我们只关心句子的语法，或者说形式，而不在意它的语义，或者说含 
义。我们也要指出，词的组合 swims quickly mathematics 不是有效的句子，因为它不符合英语文 

法规则。 

自 然语言 （即口头语言），如英语、法语、德语或西班牙语，都极为复杂 ☆ 事实上，对 一个自 
然语言 t 看起来不大可能说出它的所有语法规则》将一个语言自动翮译成另一个语言的研究引出 
了形式语言的 概念。与自然语言不同，形式语言是由一组意义明确的语法规则定义的，语法规则 
不仅对于语言学和自然语言的研究十分重要，而且对于程序设计语言的研究也很重要， 

我们要用文法描述形式语肓的句子。在程序设计语言的应用中，经常出现两类问题： n ) 怎 
么能够确定一组单词是否组合成了形式语言的一个有效句子？ <2)怎么才能产生形式语言的一个 

有效句子。在考虑这两类问题时，文法的使用十分有益 □ 

在给出文法的技术定义之前，先描述文法的一个例子，这个例子产生英语的一个子集，此英 
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语子集是用下列规则定义的，这些规则描述怎么产生有效的句子 6 这些规则是： 

L 句子是由一个名词短语后接一个动词短语形成的； 

2-名词短语由一个冠词接一个形容詞冉接一个名词组成 * 或者 

3. 名词短语由一个叕词接一个名词 组成； 

4. 动词短语由 一个动 词接一个副词组成，或者 

5. 动词短语由_个动词组成； 

S . 冠词是 a ， 或者 

7. 冠词是 the ; 

8. 形容词是 large ， 或者 

9. 瑕容阔是 A ⑽ w ; 

10- 名词是或者 

11. 名 mathematician ； 

12. 动词是 eats ， 或者 

13. 动词是 hops ; 

14. 副词是 quickly , 或者 

15. 副词是 mildly a 

从这些规则出发，使用一系列替代直到不能冉应用规则，就能形成一个有效的 句子。 例如，沿着 
下列替代序列就能得到一个有效 句子： 

句子 

名词短语动词短语 
冠词 形容词名词 动词短语 
冠谪形容词名词动词副词 
形容词名词动词副词 
the large 名词动词副词 
the large mbbit 动词刻词 
the large rabbit hops Si 词 
the large rabbit hops quickly 

容易 看出， 下面都 是有效 Ki 子 t a hungry mathematician eats wildly 、 a targe mathematician 
haps f the rabbit eats quickly f 等等* 也可以看出 - 如 quickly eats mathematican 不是有牧句子 • 

n , 1.2 短语结构文法 

在给出文法的形式定义之前，先引入一个小术语 D 

Egan 词汇表(字母表) v 是元素的一个有限的非空集合.其元素称为符号， v 上一个词 
(或句子）是由 V 中元素组成的有限长度的串。空串（或零是没有符号的串，记为 A . V 上所有 
词的集合记为 V * 。 V 上的_个语言是1^的一个子集 6 

注意空串 A 是不包含任何符号的串。它不同于空集因而 UK 是仅包含一个串的集 
合 ， 此串为空串 $ 

可以用多种方式来指明语言，一种方式是列出语言中的所有词；还有一种方式是给出一些 
标准，使得-个词要在这个语言中，就必须满足这些标准，本节将描述另一种重要方式：使用文 
法，如使用本节引言中给出的规则集合 。 为产生词，文法提供一个由各种类型符号组成的集合和 
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—个由规则组成的集合。更确切地说，文法有一个词 t 表 V ， V 是一个由符号组成的集合，语言 
中的成分就是这些符号导出的。同汇表中的某些元素不能由其他符号替换，这些元素称为终结 


符；词汇表中的其他成分可以用其他符号替换，它们被称为非終结符 & 终结符和非终结符集合通 
常分别记为了和在本节引言所给的例子中，终结符集是 U , rabbit , mathematician , 
hops , eats , quickly 、 mildly ), 非终结符集是（句子，名词短语，动词短语，形容词，冠词，名 
词，动词，副词 h 词汇表中有一个特殊的元素，我们总是从这个特殊元素开始定义其他符号, 
此符号称为初始符,记为 S 。 在引言的例子中，初始符是句子。由词汇表 V 中元素构成的所有串 
的集合记为 6 指明 V * 中的串能被什么样的串替代的规则称为文法的产生式，栺明_可以 
替换为 W 的产生式记为在本节引言所给的文法中，我们列举了所有产生式 D 如果使 
用刚才定义的记号，其中第一个产生式为句子■-名词短语动词短语。我们以下列定义作为 
小结= 


定义2 


—个短语鲒构文法 G =( V , T f S t P ) 由下列四部分组成：词汇表 V %由 V 的所 
有终结符组成的 V 的子集合 ： H V 的初姶符 S T 以及产生式集合集合 V —7' 记为 N , N 中的 
元素称为非终结符。 P 中的每个产生式的左边必须至少包含一个非终结符 t 

例 1 设 G =( V , 7% S , F ), 其中： V ={ a f b , A , B , S | , T ={ a , b }, S 是初始符， P - 
{ S ^ ABa , A ^ BB , B — ab , AB ^ b ), _ G 是一个短语结构文法的例子。 _ 

我们对短语结构文法的产生式所产生的词感兴趣。 

teiCTtl 设 G=<V% 7% S, P) 是一个短语结构文法，财=/¥(即/，初和 r 的连接）和 


iv \ = r 是 V 上的串。若如 
如果 V 上的串 Wft ，训，… ■ 


A 是 G 的一个产生式，则称由^ 

h ( 打>0> 满足咖令认 '1 ， 


可直接派生 w ， 

…， JVn - l => U .^ ^ 


记为« 
则称由咖可 


派生叫.记为由 W ) 得到叫的序列称为派生， 

例2在例1的文法中，由串 AJk 可直接旅生因为是此文法中的一个产生式。 
由串為此可派生因为接连使用产生式 B — A ^ BB , 和可得 

Aaba=> B Baba 与 Bababa^ ab^baba d ■ 

Eaggj 设 GtCV , 7% S , P ) 是一个短语结构文法，由 G 生成的语言 （或 G 的语言）是初始 
符 S 能够派生的所有终结符串构成的集合，记为 L ( G ) a 即 2 
Lio ^ iiver - | 

下面两个例子都是寻找短语结构文法所生成的语言。 

例 3 设 G 是一个文法，其词汇表为 A , a , 6}, 终结符集 T ^ U , 初始符为^ 
产生式为 P =< S -^ A , S — 6, A — aa| a 求这个文法的语言 JUG ) & 

解 使用产生式 S — aA ， 可以从初始符 S 派生 aA ， 还可用产生式派生 h 使用产生式 
似 i T 可以从派坐没有其他的词还能被派生， 故 L ( G ) = { b , aaa ) 0 羼 

例 4 设 G 是一个文法，其词汇表为0, I }，终结符集 T =(0, 1丨，初始符为 S ， 产 
生式为 S —0}, 求这个文法的语言 L ( G ), 

解 分别使用 s— 0 和 s - Mis , 可以从 5 派生出 0 和 iis 6 从 us n 了以派生出 no 和 iins 6 

从 ims 可以派生出 imo 和 n ] ms 。 在派生过程的每一步，或者在串的末尾加两个1，或者 
在串的末尾加 0 后终止派生，总之. UG ) = { 0 , IIO , lino , 111110，…}，即 L ( G ) 是如下串 
的集合;开始是偶数个 I ，最后是一个0。这个结论可如 T 归纳证明 t 使用 M 次产生式之后•所 
生成的终结符串只能是这样的串：先是 n — 1个或为数更少的11的连接，后面跟一个 0( 留作 
练习 h ■ 

经常出现的问题是要构造一个文法来生成一个给定的语言，下面的三个例子描述这种问题。 



例 5 给出生成集合 { O n P I n = 1, 2,…丨的一个短语结构文法 . 

解此集合中的元素是这样的串：先是一串0,后踉含同样多个1的串 ^ 可以用两个产生式 

钃， 

来生成所有这些串(包括空串），第一个产生式对语言中的串不断地产生更长的串，方法是在串前面加 
一个0,串末尾加一个1;第二个产生式以空串来替代&所求的文法是 G =( V ， T , P )， 其中 
V -{0, 1, S }» 终结符集了={0，1}，初始符为5，产生式为 
S^OSl 
S^A 

此文法能够生成所给集合的证明作为练习留给 读者。 ■ 

上面这个例子讨论的是如下串的集合=前面是一串0,后面踉-串1,其中0的个数和1的 
个数相同 P 下面的例子还是讨论这样的串，但0的个数与1的个数不一定相同# 

例 给出生成集合 | m 和为非负整数}的一个短语结构文法， 

解下面构造生成这个集合的两个文法 G 和 G 20 这也说明两个文法可能生成相同的语言 • 
文法 G 的字母表0， ]}_ 终结符集丁 产生式为 s 〜 os ， 和 s-^;u 

G ： 能生成所给集合，丙为应用第一个产生式 m 次就在串的前而增加了爪个0,应用第二个产生 

式 n 次就在串的后增加了 〃个 1。详细证明留作练3。 

文法 Q 的字母表 V = { S ， V % 0, 1}, 终结符集了一 {0，产生式为 S — OS , S —1 A , S — 

I, 和 S — A . G 2 也能生成所给集合的详细证明留作练习。 _ 

有时候， 一 些很容易推述的集合不得不用非常复杂的文法来生成，下面就是一个这样的 

例子， 

例 7 生成集合 丨 n = 0, ]，2, 3，._*}的一个文法是； G ={ V ， T ， S ， P }> 其中 

V ={0， 1，2, S , A , m , 终结符集 I , 2 }, 初始符为 S ， 产生式有 S — OSAB , S ， X ， 

BA ^ AB , 0 A —01, 2^22. 此命题的正确性证明留作练习。在本节后面指 

出的意义下，会明白此文法是生成这个语言的最简单类型的 文法. 读者也许奇怪这个文法是怎 
么得来的，因为似乎很难凭空想出这样一个文法。但如果知道可以 用计算 理论中的技术系统地 
构造 出这个 文法，也许就不奇怪了，但这种技术已超出了本书的范围。 ■ 

II. 1.3 短语结构文法的类型 

短语结构文法可以根据其产生式的类型来分类 a 下面我们来描述诺姆•乔姆斯基 0 引 
入的分类方法。在 11.4 节将会看到，以这种方法定义的不同语言类型，与不同的计 

算机器模型识别的语言类相对应， 

0型文法对其产生式没有限制。1型文法只有两种形式的产生式：一种是把形式的产生 
式 I 其中助的长度大于或等于叫的长度；另 _ 种是如2型文法只有形如勒 — 斯的产生 
式，其中 w 是一个非终结符的单个符号 u 3 型文法只有形如的产生式，同时满足训=八， 
且对或斯其中 A 和 B 是非终结符， fl 是终结符，或者满足則 = 5， 

… 0 诺姆 .乔 姆斯基 Uvr_ Noam Chomsky , 生子 1928 年 j 乔姆斯基出生在费城 * 他的父亲是一位希伯 
1 來语的学者 • 乔姆 斯基在 宾夕法尼亚大学获得语言学学七、硕士和博士学位。〗郎0年至 1& S 1 年， 他在宾 
夕法尼亚大学任教1955年受聘于麻省理工学院，开始执教法语和德语的生涯，乔姆斯*现今领有麻省理工学院外国语 
和语言学的费拉笛■华徳教授衔，他以在语寊学方面的基础贡献而著称，其中包括对文法的研究*乔姆斯基还以对政治 
的直言不讳而知名于世， 
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从定义可以看出，3型文法都是2型文法，2型文法都是1型文法，1型文法都是0型文 
法。2型文法又称为上下文无关文法，因为如果某个串屮出现了一个非终结符_而此非终结 
符又是某个产生式的左边，则不管此串中的其他符号是什么，这个菲终结符都埘被换掉，2 
型文法生成的语言称为上下文无关语言9当一个文法具有形如/則 r 一而不是形如叫― 
_) 的产生式时，这样的文法称为1型文法或上下文相关文法，因为只有当則被串/和 r 包 
围时，才能替换为加 2 。3型文法又称为正则文法，正则文法生成的语言称为是正则的。 
II , 4节讨论正则语言和有限状态机之间的关系。图的文氏图说明了这些不同类型文法 
间的关系 . 

例8 由例 G 口 J 知，《1 rt | m , n = 0 7 1 > 

2,是一个正则语言，因为它是由一个正则文法 
生成的，即由例6的文法 Q 生成的. ■ 

上下文无关文法和正则文法在编程语言中起着 
重要的作用。上下文无关文法被用于定义几乎所用 
编程语言的语法，这些语法强得足以定义大多数的 
语言。而且，可以设计出有效的算法来确定是否以 
及如何生成一 个串， 正则文法则用于搜索特定槙式 
的文本和进行词汇分析，词汇分析过程将输人流转 
变为标记流以供语法分析器便用。 

例 9 由例5可知， {0-1- \ n = 1，2, “_}是 

一 个上下文无关语言，因为这个文法的产生式为 
S —0 S 1 和在丨1.4节中我们将证明它不是正 

则语言 D ■ 

例 10 集合彳 OMU ” 丨1，2，3，…}是一个上下文相关语言，因为它是由例7中的1 

型文法生成的 D 但它不是2型语言（如本章补充练习中的练习 2 S 所证 h ■ 

表 11-1 概括了用來对短语结构文法进行分类的术语。 


表 11-1 文法的类型 


类型 

对产生式 UJl —^' Wi 的限制 

类_ 

对产生式的限制 

0 

无限制 

2 | 

m = A 其中 A 是非终结符 

1 

I ) ^ 1(^2 ) ' 或叫篇 A 

1 3 

1 和 或 + 其中 AfN，Sf 

: N 和这或 s-^x 


im 派生树 

•4 

对上下文无关文法生成的语言，其派生可以用有序根树表示成图形，这样的树称为 浪生树 
或 语法分析树， 树根表示初始符；树的内部节点表示在派生过程中产生的非终结符,树的叶节点 
表示终结符 D 如果在派生过程中_用到了产生式(其中 w 是一个同），则表示 A 的节点就有 

一些子节点.它们表示 w 中的每一个符号，并且从左到右排列。 

例 U 对于本节引言所给的例子，构造派生 the hungry rabbit eats quickly 的派生树。 

解 所求派生树如图114所示 D ■ 


0塑文法或短语结构文法 



围 1 M 文法的类型 
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图 11-2 派生树 


A~^Ca 

B-^Ba 

B^Ch 

B-*h 

C^cb 

C —6 


在许多应用中，都会遇到这样的问题 s 确定_个串是否在个上下文无关文法生成的语言 


中，例如编译器的构造，下面例子指出了解决这样问题的两个方法。 

例12确定同是否在文法 G = { V ，7% S ， 

P } 生成的语言中.其中， V =( a ， 6, o A , B ， C ， 

S \, T ={ a , h f c ), S 为初始符，产生式为 

S ~^ A£J /I v 


句子 


动饲短语 


0约翰 ■ E 克斯 ！ J 冰 n Backup 生子1924年丨巴克斯牛于费城*在 W 伦比亚大学获得堙学学1:和数学硕 
" 土学位，于】 9 M 年进人 IBM 当枵序设计 W , 他参加了 IBM 的两种早期计算机的设计与开发 n 从 W 5 4 年到 
].958年，他领导 mM 的一个小组开发了 FORTRAN * 巴克斯在 1135 S 年成为 IBM 沃森研究中心的职贝 。 他 是程序 设计语 
言 ALGOL 设 tt 委炅 会的员 ，正 M 在此语言的设计过程中，他使 用了现 今称为巴克斯一诺尔范式的方法来捅述此语言的 
语法，后來， E 克斯从卑 T - 集合籬的数学 研究和 函数®程.序设汁的 研究。 巴克斯于1%3年成为的特別会 M 
( fellow ) t 1974年获美国閑家科学奖 （National Medal oi Science )， 于 19?7 年获美 M 计箅机协会 （Assotiatimi of 
Computing Machinery ) 颁发的具有崇两卢資的閉灵奖 o 

Q 彼得 ■ 诺尔 （Peter [ Naur , 生于 i 92 a 年】诺尔 4: T 哥本哈根 附近的 Frederiksberg, 孩提时代*诺尔就对天文学 
感兴趣 a 他不冏限于观察天体，还计算和小行星的轨道。 ® 尔毕业.了_哥木哈根大学，并 T 1 SM & 年获得学位 B 他在剑 
桥 SH 了 1950和1951年，在此期间他用单期的计算机来计算驾星和行星 M 运动回到丹麦后，他風然继续从亊夭文学 
的研究，但保持着与计 W 的紧密联系，在1955年，他作为顾问#与丹麦的第一台计算机的建遣。在1959年，诺尔从天 
文学转人计 算的 研究，并 将汁算 的研宂作为专职工作作为一个专职计算机科学家 T 他的第一个工作是参加程序设计语 
3 ALGOL 的开发 # 从1扣0至1%7年，他继续从事 ALGOL 和 COBOL 编译器的 研究。 19沾年，他成为奸本哈根大学功 
计锌机科学敎授， 在程汴 设计方法学领域辛勤梆耘#。 


有时候坯搿另一个方法来表示2剖文法，这就是巴克斯-诺尔范式，这个方法是根据 
、一零卜 约翰 • 巴克斯 e 和彼得 * 诺尔©命名的，约翰 ■ 巴克斯是它的发明人，彼得 • 诺尔则 
改进了它，并将之应用于程序设计语言 A 1. G ( JL 的规范说明。巴克斯 ™ 诺尔范式已用来对许多程 
序设计语言（包括〗 ava ) 的语法规则进行规范说明 D 在2盤文法中，产生式的左边都是单个非终结 
n , 在巴克斯-诺尔范式中，将左边是同_个非终结符的所有产生式合并成个式子，而不是将 


11. K 5 巴茺斯-诺尔范式 


解解决这个问题的一种办法是：从 S 出发,用一系列产生式试着派生出因为只有一 
个产生式的左边是 S , 故必须从 S => AB 开始。下一步，用左边是 A 的唯一产生式 A — g 得到 
S^AB^CaB, 因为 AW 以符号 d 开始，故我们使用产生式 C — 冰，这样就得到丫 
CaB^cbaB. 最后，使用产生式就可得到 S^> AB^CaB^cbaB^cbab , 这种方法称为自顶 
向下的语法分析， 因为它从初始符号 开始，个接一 个地用产生式来处理。 

解决整个问题的另一个办法称为自 威向上的语法分析， 这种办法从后向前处理。 m 为 cbaf， 
是需要派生的串，故坷以使用产生式 C — c 6, 从而得到再使用产生式得到 
Ad=>Cab^>cbak 由产生式 B^b 町得最后再用产生式 S — AJfi ， 就叫得到 
(bab 的 1个完整的派主 
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这些产生式都列出来 & 我们还用符号 t f = 代替 > ，将非终结符用 <> 括起来，并在一个式子里 
列出所有这些产生式的右边，用竖线将这些产生式分开 D 例如，产生式 A—a f A—AB 
可以合并成 <A> :: = 〈 A>a U I <AXB) e 

例 13 给出了如何用巴克斯 - 诺尔范式来描述编程语言的语法，本例来自于巴克斯-诺尔范式 
在 ALGOL 60 中的使用 . 

例 13 在 ALGOL 中 . 标识符（如同变虽这样的实体的名宇）由宇母数字宇符串组成， 
且必须以字母打头。我们可以用巴克斯 - 诺尔范式描述可用的标识符集合 . 

〈标识符 〉： ：=< 字母〉丨（标识符 >< 字母） | 〈标识 符 >< 數字 > 

〈字 母）：：丨 … ：H K 省略号表示包括全部 26 个字母） 

〈教字 〉：：=0 |1|2[3|4|5|6|7|8|9 

例如，我们可以如下生成有效的标识符用第一条规则将 〈标 识符）替换成（标 识符） 
<字母 >, 用第二条规则得到 〈标识 符 > 以两次使用第一条规则得到 〈标识 符 >< 数字 K 数宇〉 a ， 两 
次使用第三条规则得到 < 标识符 >99a, 再用第 一条规 则得到（字母 >99 〜最后用第二条规则得到 
^99(2, ■ 

例 14 本节引言推述了英语的一个 f 集，其对应文法的巴克斯 - 诺尔范式是什么？ 

解这个文法的巴克斯 - 诺尔范 式是； 

< 句子 K:=( 名词短语 >< 动词短语 > 

〈名词短语 〉 ：：= < 冠词 >< 形容词 名词 > 1 (冠词 >< 名词 } 

■ ■( 动词短语 >:: = < 动词 >( 副词 ） I ( 动词） 

( 冠词 〉： I = a 丨 仏於 
〈形容词〉：：紅 f | hungry 
(名词 K : = rabbit \ mnthetnaticio.n 
(动词 >: := eats I hops 

〈副词 〉：：= quickly \ rvildiy ■ 

例 15 给出带符号十进制整数的 产生式 的巴克斯 - 诺尔范式（带符号整数是非负整数前面加 
上一个加号或减号）， 

解一个产生带符号整数的文法之巴克斯 - 诺尔范式为： 

< 带符号整教 ( 符号 K 整数〉 

〈符号 >::= 十 I — 

( 整教 ):： = < 数字 ） I < 數字 ）< 整数 ) 

〈数字 >=0 ! 1 | 2 | 3 | 4 I 5 1 S I 7 ! 8 1 9 _ 

具有多种扩展的巴克斯 - 诺尔范式广泛用于说明编程语言（如 J^a 和 LISP) , 数据库语言（如 
SQL) 和标记语言（如 XML ) 的语法 a — 些在编程语言描述中常用的巴克斯-诺尔范式在本节末练 
习 28 的导语中有介绍。 

练习 

练习 1 〜 3 中的文法是 ； 初始符为句子，终结符集 T— {the, sleepy，happy f tortoise, hare ， passes, 
runs, quickly, stoxviy }, 非终结符集 { 名词短语，及物动词短语，不及物动词短语，冠词，形容词， 

名词，动词，副 词丨， 产生式为 

句子_名詞短语及物动词短语名词短语 
句子—名词短语 不及物动词短语 
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名词短语 — 冠词形容词名匈 

名词短语 — 冠词名词 

及物动词短语—及物动词 

不及物动词短语—不及物动>1 副詞 

不及物动词短语〜不及物动詞 

冠词 ― "Me 

形容词 -^sleepy 

形容词 —^ha p py 

名词 tortoise 

名词— ►fiare 

及物动词 I passes 

不及物动词 —rum 

刻词 ， quickly 

■ 

副词 ™ ►5/oitJ^y 

L 用产生式集证明下列每个句子都是有效句子： 

^)the happy hare runs b) the sleepy tortoise run^ quickly 

c) the tortoise passes the hare d)the sleepy har^ passes the happy tortoise 

2. 除了练习 1 中的有效句子外，再给出五个有效句子。 

3. 证明 ： the hare runs the .sleepy tortoise 不是有效句子 a 

设 A ， B , Ah T = U . 当产生式集为下列情形之一时，求文法{ V % 7% S , 幻生成的 
ift 言 * 

a) S 一 Ali. Ai/j, B^hb, 

b ) S—"AB , S 中 uA , «■ 

c) S^AB ， S—AA, A^aB f /l ，也 m 

d) S->AA, S-*B, A-^aaA, B^hB, 

e) S—►AI?* A-^clAIj 7 ,bBu ， A-^-A+ 

5. 用舸 5 所给的文法珣造 OM : i 的派生。 

S . 证明 s 例5所给的文法生成集合 {trr | n 二0, 1, 2, ”4。 

7. a ) 用例6中的文法^构造 Ml 4 的派生 s 

b ) 用例6中的文法构造的派生 d 

8. a > 证明：例 S 中的文法仏生成集合 {(TT | … n = 0, l f 2 ,… K 
b ) iE 明；例6中的文法仏生成同一个集合 & 

9. 用例7所给的文法构造 0 2 l z 2 E 的派生， 

M 0 ■证明 ； 例7所给的文法生成集合 {om 71 = 0, I , 2,…}, 

ML 求下列语言的短语结构文法 s 

a ) 包含偶数个0但没有〗的所有二进制串构成的集合 

b ) 由1后而跟奇数个0的所有二进制串构成的集合。 

c) 包含偶数个 0 和偶数个 1 的所有 二进制串构成的巢合 . 

d ) 包含10个以上 0 但没有1的所有二迸制串构成的集合. 

e ) 所包含0的个数多于1的个数的所有二进制串构成的樂谷。 
f > 包含相同个数的0和1的所有二进制串构成的集合。 

g ) 包含不同个数的0和1的所有二进制串构成的集合。 

]2.构造生成下列集合的短语结构 文法： ^ 

a ) {OP I f ?>0} c bHO ”^ I cHerrer I m >0，H>Oh 

13- 设 4 •队心 T ^{ a . h } B 若产生式集 P 为下列集合时，问文法 G =( V , 1% S , P ) 是否 
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为0型但不是1型文法？是否为1型但不是2型文法？或是否为2型但不是3型文法？ 


a ) S ^ aAB , 
c) S-*-A.Ba ^ Afi—a 。 
e)S~A t "*"J3 f a 
g ^ S^bA t A 一 b ， S—►Ao 

i ) S-^aA f A —^ bK ^ B —^ h * B-^X 




b ) S^-flA t A — a ， ►Aa 

t A~^aB « H ^ ab a 
f ) S -以， aA—►Bi B—►aAt 
h ) S ^-,4/^, B ~^ aAh f aAfr ^- b ^ 
j ) S —► At A — B-^Xc 

r = J 这样的串其中江〃是串 ic 的 倒转#试求 


14. 0文是从前向后读和从后向前读都一样的串，也就是 W = 

—个上下文无关的文法，使得其生成的集合是字母表{0, 1丨上的所有回文。 

H 5. 设仏和 G 2 是两个上下文无关的文法，它们生成的语言分别为[(。。和 L ( G z h 试证： 对于下列每个 
集合，都 有一个 上下文无关文法來生成下列集合， 


句子 



动词短语 




a 


large mathem^iidan hops 


wildly 


八 


数字 


整数 





a ) L ( G 3 ) UUG 2 ) b ) L<Gt ) L ( G 2 ) c ) L ( Gi ) # 

16. 求用右面的两幅图派生树构造的串， 

17. 构造练习1中的句子的派生树 . 

18. 设 G 是一个文法，其中 h Sh T ={ a , 6, 
rK 初始符号为 S t 产生式为 S ^ afjS ， 
hhS , S - a , S ^ ch , 构造下列串的派生树 a 

&)hcbha h)bbbcbba c)hcabhbbbcb 

*19. 对于下列每个串，用自顶向下的语法分析方法，确定 
其是否属于例12中的文法生成的语言 s 

a) baba h)abab c)cbaba. d) hhbcf^ 

*20 -对于练习 19 中的串，用自底向上的语法分析方法，确 
定其是否属于例12中的文法生成的语言 & 

2 L 用例15所给的文法 构造一 109的派 生树。 

22* a ) 如 果一个 文法的产生式由下列巴克斯-诺尔范式给 
出，这些产生式是什么？ 

(表 达式〉 ：： =(< 表达式 > 丨 < 表达式> + 

(表 达式 ） I <表达式表达式> I < 变元》 

〈变 元 ）：： =JT | >■ 

b ) 求此文法中 （ j : * r 的派生树 9 

23. a ) 构造 一个短 语结构文法，使其生成如下所有带符号 

十进制数，这些数由符号（十或一 K 非负整数和 t _ 

进制小数三部分构成，且十进制小数部分或者是空 
串，或者是小数点后面踉-个正螫数，其中，整数 
的开始部分允许有一些0。 7 

b ) 给出这个文法的巴克斯-诺尔范式 E e ) 构造此文法中 一3 L 4 的派生树 。 

24. a ) 构造一个短语结构文法，使其生成所有形如 a /6 的分数构成的集合，其中 a 为带符号十进制数 # 办是 

正整数 & 

b ) 给出这个文法的巴克斯-诺尔范式 & c ) 构造此文法中+311/17的派生树。 

25. 对于包含如下内容的标识符，给出其 j 巴克斯-诺尔范式的产生式规则： 

a ) —个或多个小写字母 h ) 至少三个但至多六个小写字母。 

一至六个大写或小写宇母并以大写宇母幵头。 

d ) —个小写字母，后跟一个数字或下划线，后跟三或四个宁母数字宁符（大小写字母和数字 K 

26. 给出如下人名的巴 克斯诺 尔范式产生式规则，人名包含 £ “名' 它是一个仅有昌字母大写的字母串； 
“屮间名"；“姓' 它可以是任意字母串， 


9 


八 


数字 


整数 


数字 


计算糢型 


625 


27. 给出 C 语言中生成所有标吸符的巴 克斯- 诺尔范式产生式规则 & 在 C 语言中 t 标识符以一个字母或下划 
线开始，后跟一或多个小写字母、 大写字母 、下划线和数宇 。 

巴克斯-诺尔 范式的一些扩展常用于定义短语结构文法 。 在其中的一种扩展中，问号 （？） 表明其左边的 
符号（或栝号中的_组符号）可以出现零次或一次（即它是可选的），星号 （* ) 表明其左边的符号可出现零次 
或多次 • 加号 （+ ) 表明其左边的符号可出现一次或多次，这些扩展均为扩展的已克斯-诺尔范式 （ EBNF ) 的 
一部分*符号？，*和+称为元字符 & 在 EBNF 中，用于表示非终结符的括号通常不显示， 

2 S - 描述由下列 EBNF 产生式集合定义的串的集合„ ， 

L + D ? L + h)sfrittg ； ； — sign D + | D + 

L ； I —a I A j r xigrt ::= 十丨一 

D ：： =0 I I D ：：^0 I i I 2 i 3 t 4 I 5 I 6 I 7 I 8 1 9 

c } string：：=L * ( D +)? L * 
h :: = I y 
D：：^0 \ 1 

29. 给出生成下述十进制数的扩展的巴克斯-诺尔范式的产生式规则：此十进制数由岈选的符号，非负整数 
和小数部分组成，小数部分或者为空串，或者为小数点后加一个可选的正格数.这个正 格数前 珂能带 
有若干个零 . 

30. 如果三明治由下列东西 组成： 底部的一片面包 f 芥末或蛋黄酱；生菜（可 选）； 一片西红柿（可选 h — 
片或多片火鸡肉、鸡肉或烤牛肉（任意组合）； 一 些奶酪（可选 ）1 顶部的一片面包。给出其扩展的巴克 
斯-诺尔范式的产生式规刚 D 

3 L 给出 C 语言中的标识符的 EBNF 产生式规则（见练习 27). 

32. 描述如何将文法的 EBNF # 生式翻译成巴克斯-诺尔范式产生式。 

下面给出的是在后缀（或逆波兰）记法中描述表达式的语法的巴克斯-诺尔范式。 
iexp ression >1^=( ie rm) \ ( term) (te rm) (a ddOpe rator) 

(addOperator) l* — ^ \ — 

(rerm) ( factor) | < factor) { fad or) {m uiOpetn tor) 

(muiOperator) \ l ^ ^ \ / 

{factor 、11 ~ (idenii j ier) | ( e.Tpr^.^sion ) 

( identifier ) l : \ b \ … | z 

33. 对下列字符串，判断其是否由后缀记法的文法生成 . 如果是， 给出 生成步骤。 

a)ai?r * + + + c )jcy — z * d)xt j x3?z™ * / e)ade 

34. 用巴克斯…诺尔范式描述中缀记法中表达式的语法，其中运算符和标识符与练习33前的导言中后缀表 
达式的 BNF 相同，但对用作因子的表达式必须加括号 5 

35. 对下列宁符串，判断其是否由练习34中的中缀表达式文法生成 6 若 M , 给出生成步骤。 

alx + . v+z b ) a / h -\~ c/d c )* ( n -{- p ) d ) + m 一 p — q + 

36. 设 G 是一个文法， K 是一个关系，有序对（沿*叫尺当 R 仅当 w 可以从娜在 G 中直接派生出来。 
求 J ? 的自反传递闭色 . 

11-2 带输出的有限状态机 

11 . 2 . 1 引言 

许多种类的机器，包括计算机的某些部件，都可以用有限状态机作为模型，经常用来 
' 作为模型的有限状态机也有多种形式，但所有这些形式都包括一个布限的状态集合(其 
中有一个指定的初始状态）、一个输人字母表和一个转移函数（对每个由状态和输人构成的对指定 
下一个状态） 。 有限状态机广泛应用干计算机科学和数据 N 络中，例如.有限状态机是许多程序 
的基础，如拼写检査、语法检查、索引或搜索大的文本、语音轵别、采用如 XML 和 HTML 标 


记语言转换文本，以及规范计算机如何通信的网络协议。 

本节将介绍有限状态机产生的结果 。如， 有限状态机如何用来模拟自动售货机、输人延迟 
机、整数加法器以及判断位串是否包含指定模式的机器， 

在给出形式定义之前，先来说明怎么建立自动售货机的 模型。 自动售货机可以接受5分、1 
角和25分硬币。如果30分或更多硬币被投到机器里，则机器立刻退出超过30分的部分9如果 
顾客投放了 30分且超出部分已被退还，则顾客可以按橙色按钮得到简橘子汁，或者按红色按 
钮得到一茼苹果汁。可以如下描述这个机器是怎么丁作的：详细描述它的状态，且说明它在接受 
输人后怎么改变状态，还要说明对输人和当前状态的各种组合，它所产生的输街 d 

这个机器可能处于7种状态 s t U = 0. U 2.…， 6), 其中状态^指机器已经收集了 W 分。 
机器以表示收集了 0分的状态知开始。输人可能是 s 5分、1角、25分、橙色钮 （ O ) 或红色钮 
( K ), 输出可能是 ： 空 （ n >、 5分、1角、〖5分、20分、25分，一简橘子汁或一筒苹果汁 D 

下面的例子说明了此机器的模型是怎么工作的。 假设一 个学生先投入了 1角，又投人了 25 
分，得到了5分的找赎，然后按橙色按钮就得到一筒橘子汁，机器从状态和开始 • 它的第一个 
输入是10分，这就将机器的状态改变为但没有输出。第二个输入是25分，这将状态从衫 
改变为并，并返回5分作为输出。下一个输人是橙色按钮，它将状态从 A 改回到如（内为机器返 
回到初始状态并送出一简橘+汁作为输出. 

可以将机器的所有这些状态变化和输出用一个表来表示。为此，对状态和输入的每个组合， 
我们都需要指明下一个状态和产生的输出 。表 1 V 2 对每对状态和输入都指明了转移和输出 • 

表 11-2 自动售货机的状态表 



说明机器动作的另一个方法是使用带标号边的有向图，其中：状态表示为小圈，边表不转 
多，并用输人和这个转移产生的输出对边进行标号。自动梅货机的有向图如图〖1-3所示 D 


25. n 25,5 25,20 










11,2.2 带输出的有限状态机 


现在给出带输出的有限状态机的形式 定义。 

gg — 有限状态机 M =( s , J ， O , /， g ， 相） 由如下部分组成：一个有限的杈态集合 S ， 
一 个有限的输入字母表 h — 个有限的输出字母表0, 一个转移函教/，/为每个状态和输入对 
指派一个新状态，一个输出函数貧， g 为每个状态和输人对指派一个输出，还有一个初始状态和。 

设 h €>, /，&扣> 是一个有限状态机，可以用 状态表 来表示状态函数和输出函数 
的值，在本节引言中，我们已经构造 r 自动售货机的状态表， 

例1表 11-3 的状态表描述了一个有限状态机，其中 S ={ 和， s 3 }, /=丨0，1 丨 ，且 
0 ={ o , 1> 0 转移函数/的值在前两列给出，输出函数#的值在后两列给出^ _ 

表示有限状态机的另一种方法是用状态困，这是一个带标号边的有向图。在这个图中，状态 
由圈表示，转移由带标号的输入和输出对箭头表示。 

例2构造状态表如表1】_3所示的有限状态机的状态图 B 

解 这个机器的状态图如图 11-4 所示。 ■ 



m 11-4 表 11-3 所示有限状态机的状态图 


例3构造状态图如图 11-5 所示的有限状态机的状态表。 

解 这个机器的状态表如表11^4所示 & ■ 



图 11-5 一 个有限 状态机 


一个输人串使初始状态经历系列状态，这些状态都是由转移函数确定的。当我们（从左向 
右)一个符号一个符号地读输人串的时候，每个输入符号都使机器从一个状态变为另一个状态。 
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困为每个转移产生一个输出，故一个输入串产生一个输出串。 

设输人串为 x = m 2 …则读这个输人使得机器从 状态勿 变为状态其中^ = 
/(5 o t JCl ) ，然后变为状态 * 其中52=/($1，工2 ) ，等等，以状态 =/( H - 1 t 工 i ) 结束。这个转 
移序列就产生了输出串 ; ：vh w …外， 其中=装 （ ^， ：fl ) 是对应于从到^的转移的输出 ■ 
yz = g ( s \ f u ) 是对应于从 a 到&的转移的输出.等等。一般地 ，： yy =技 （ 七-1 ， A ) ， j = ] ， 
2,…， h 这样我们可以将输出函数哀的定义扩展到输人串，即定义 = 其中 j 是对应输 
人串: r 的输出 Q 在许多应用中，这个记号都很有用。 

例 4 对于阁 11-5 表示的有限状态机，求其对输人串101011生成的输 出串。 

解 输出是001000。状态和输出的逐次变化如表 11-5 所示， ■ 


表 1 1-5 


输人 

1 

0 

1 

0 

I 

1 

-- 

状态 




J 2 

Si 


^3 

输出 

0 

0 

1 

0 


0 

— 


我们现在来看几个有限状态机的有用的 例子。 例5、例6和例7表示了内存容 M ： 受限的有限 
状态机的状态，这些状态用来记住机器读取的符号的属性。然而，由丁状态数有限，有限状态机 

不能用于一些重要的目的。这一点会在】 1.4 节讲到。 

例5 单位延迟机是许多电子装晋中的一个重要部件，它将输人串延迟一定时间量后输出。 

怎么构造一个有限状态机使其将输人串延迟个单位时间呢？即；对于输人的二进位串 A 幻… 
x k 、 怎么才能输出二进位串 

解可以如下构造一个延迟机：它有两种可能的输人，即0和1，它还必须有一个初始状态 
50。因为它还要记住前一个输人是0还是 I ，所以还需要另外两个状态 u 和衫，使得如果前一个 
输人是则机器处予状态如果前一个榆人是0，则机器处于状态 从和出 发的第-个转 
移产生输出0，从^出发的每个转移都产生输出1,从 u 出发的每个转移都产生输出 0. 则对应 
r 输人串 r 1町…々的输出是这样 一 ■个串；以0开始， 后面跟 zl * 再跟 u ’ ’ . ’，最后以 a ，！结 

束。 这个机器的状态图如 lid 所示。 _ 

例6 试构造一个有限状态机，使其利用整数的二进制展开式将两个整数相加。 

解-般按如下过程将和 （3 V …34於）2相加（如2, 5节所描述） t 首先，将数位 
抑和加相加，产生和位卻与进位 CG , 且此进位要么是0，要么是 If 然后将数位 U ， W 连同进 
位 C 。 一起相加，产生和位^和进位将这个过程一直进行下去；第？/步是将 ^ rr ， >连同前 

-个进位 C JT - 1 — 起相加，产生和位和进 tii f TT ， G 也就足 •和位 Z FI + t « 

只用两个状态就能构造执行这个加法的有限状态机。为简单起见，假设两个初始 位心和 > 
都是 0( 否则，必须对和位作特殊安排我们用初始状态 M 表示前一个进位是 0( 或者是最 
右边数位的加法>，用另一个状态 W 表示前一个进位是匕因为这个机器的输人是一对二进制数， 
所以只有四种可能的输人 & 这四种可能的输人为： 0(1( 两个二进制数都是0)、 01( 第一个二进制 
数为0,第二个为 1), KK 第一个二进制数为1 T 第二个为 0) 和 11( 两个二进制数都是1)。转移 
和输出是根据下面两个因素来构 造的： 一个是输人所表汞的两个二进制数的和，另一个是状态 
所表示的进位 u 例如：当机器处于 状态& 且所接受的输入是01时，则下一个状态是^ M 输出是 
0,因为所产虫的和是 0+] + l = U 0) h 此机器的状态图如图 11-7 所示. ■ 
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例 7 在某种编码方法中，当_个信息中出现了 3个连续的1，则信息接收器就知道已经发 
生了一个传送错误。试构造一个有限状态机*使得它输出1，当且仅当它所接收的最后3位都 
是 u 

解 这个机器需要三个状态，初始状态&记住前一个输人值< 如果存在话）不是 h 状态 a 
记住前一个输人值是1,但再前一个输人（如果存在的话）不是 u 状态&记住前两个输人值都是 
1. 输 人一个1将状态变为因为机器现在读到的是单个的 U 而不是两个连续的 h 它将 
h 变为 s 2 ， 因为它现在读到了两个连续的 U 它还将 M 变为本身，因为它已经至少读到了两 
个连续的输人一个0将每个状态都变为丙为这打断 了任何 由连续1构成的串。如果现在 
机器所读的是 U 则由 M 到处 自身的转移所产生的输出为1,因为此状态与输人的组合表明机器 
已经读到了 3个连续的1。其他情形的输人都是0,此机器的状态图如图 1 I - S 所示 e ■ 



图 11-8 —个有限状态机，它输出1当且仅当所读的输人串以 m 结尾 

图 11-8 所示的机器是语言 识别器 的一个例子，因为它输出1当且仅当它所读到的输人串具 
有某种特定的性质。语言识别是有限状态机的一个重要应用， 

有限状态机的类型为建立计算机的模型，人们开发了许多种不同的有限状态机。本节给 
出了一类有限状态机的定义，在这种类型的机器中，输出与状态间的转移相对应，这种类型的机 
器称 作米利 （ Mealy ) 机，因为它是由米利 （ G . H , Medy ) 在1955年首先研究的。还有另外一类重 

要的带输出的有限状态机*其输出仅仅由状态确定，这种类型的有限状态机称为摩尔机，因为它 
是摩尔 （ E . F . M 00 re ) 在1356年提 出的。 本节结尾有一系列练习讨论摩尔机 D 

例7说明了怎么用米利机来识别语言，但我们通常用另一种不带输出的有限状态机来识 
別语言，不带输出的有限状态机也称为有限状态自动机*它有一个由终结状态组成的集合， 
它识别一个串当且仅当能够将初始状态变为一个终结状态。 11. 3节将讨论这种类型的有限 
状 态机。 

练习 

L 画出具有下列状态表的有限状态机的状态阁。 
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2-给出具有下列状态图的有限状态机的状态表。 



b) 


开始 


oa 



c) 

汗始 



3. 在例2所给的有限状态机屮，对于下列每个输人串，试确定其输出 u 
a )0 lll b > 110Ii0H c )01 QI 0101010 

4 - 在例 3 所给的有限状态机中，对于下列每个输入串，试确定其输出# 

a)oooo to loioio c ) iioniooo]o 

5 . 试构造一个有限状态机作为 T 列饮料机的模型 ； 饮料机接受五分 t …角和 25 分的硬币，它一直到接受 
了 35 分钱_时才开始找回零钱，退出超过 35 分的所有钱币，然后顾客就可以按一些按钮，得到一简可 
乐，或一瓶软饮料，或一瓶姜汁啤酒， 

6. 试构造一个有限状态机作为下列售报机的模型：它有一个门，此门只在下列两种情形下才可打开：一是 
放人了 3 个一角硬币（和任意数量的其他硬币），二是放入了个 25 分的硬币和一个 5 分的硬币（和任意 
数崖:的其他硬吊 ） a —旦 门能够被打开 * 顾客就打开门，取出一份报纸 * 再关上不管塞进去多少额 
外的钱疖，机器都不找回 零钱。 下一个顾客重新开始时也不能使用上一位多余的钱： 

7. 构造一个有限状态机 • 将输人延迟两位，且以00作为输出的头两位 

5 - 构造一个有限状态机，对输人串每隔一位改变一次值，旦从第二位开始.但保持其他位不变. 

9. 构造一个有限状态机来模拟计箅机的登录过程：用户首先输人用户标识码，然后输人口令 I 用户标识码 
和 O 令分別被看作是一个输入；如果输人的口令不对，则要求用户重新辘人用户标识码 E 

10. 构造一个有限状态机来槙拟密码锁，此锁包含数1到40，它只有在输人正确的组合时才能被打开.正 
确组合是；10次右 • 8次左* 37次右 & 每个输人都是 44 一个数、旋转方向、在此方向旋转锁的次数”构 
成的三元组， 





11. 构造一个有限状态机来模拟下列道路收费 机： 放入25分钱币之后此机器将打开一个门 t 可以使用面额 
为5分、 一角和 25分的硬币。不找零钱，多于25分的超额部分也不提供下一位驾驶者便用 s 

12. 构造一个有限状 态机： 当读取的输人符号所代表的数能够被3整除时，输出1 ; 否则输出0。 

13. 构造一个有跟状态机 t 确定在输入串中当前所读取的最后一个符号是否为1，且倒数第三个符号是否为0 & 

14. 构造一个有限状 态机： 确定到目前为止所读取的输人串中，其结尾是否有至少5个连续的 U 

15. 构造一个有限状 态机： 确定到目前为止所读取的输人中，其最后的八个字符是否为 computen 输人可能 
是任意的英文字母 a 

摩尔机 J , /. 知）由下列六部分构成：有限状态集 S ; 输人字母表输出宇母表 O ; 
转移函数/，它将每个由状态和输人组成的对映射为下一个状 
态；输出函数心它对毎个状态指定一个 输出； 初始符弓 
摩尔机可以用状态表来表示 _ 也可以用状态罔来表示，状态表 
列出对应于毎个状态和输人对的 转移， 以及对每个状态的输出. 

状态图國出状态、状态叫的转移以及状态的 输出。 在状态图中， 

转移用带标号的箭头和输人表示，输出写在状态的旁边 D 
10. 构造具有右:图中状态表的摩尔机的状态图。 

17. 构造具有下列状态閱的摩尔机的状态表。对每个输人串，摩尔机都产生 
一个输出串。特別对应于输人串的输出是 ) …， 

其中〜 = /(々■" A ) ，2, 

13. 对于下列每个输人串，求练习16中的_尔机所生成的输出串。 

a)0101 b ) 11 111 c)1110ni0IIl 开始 

19 t 对于练习 IS 中的每个输人串，求练习17中的摩尔机所生成的输出串 & 

20. 构造 一个摩尔机： 只要读取的输人符号的个数能够被4整除时，就输 
出 U 

21. 构造一个摩尔机，使其能够判断输人串是包含偶数个 I 还是奇数个 I 如 
果输入串中有偶数个 1. 则输出1;如果输人串中有竒数个 h 则输出0。 

11.3 不带输出的有限状态机 




11.3. 1引言 



有限状态机的最重要应用之一是语言识别在设计和构造程序设计语言的编译器时, 
这个应用起着根本性的作用 * 在 II . 2 节中， 我们说明了可以用带输出的有限状态机 


来识别语言，方法是当读取的输人串在语言中时输出否则输岀 0 D 但是 • 还有一些其他类刮 
的有限状态机，它们是为识别语言而专门设 计的。 这些机器不产生输出，但有终结状态6 —个串 


能被它识别，当且汉当它把初始状态转变为终结状态之一。 


11-3.2 串的集合 

在讨论不带输出的有限状态机之前，先介绍一些关于串的集合的重要背景材料。这里定义 

的运算将广泛用于有限状态机识别的语言的讨论， 

设 V 是一个词汇表， A 、 B 是^的子集 P A 和 B 的连接是所有形如的串构成 

的集合，记为 AB , 其中: t 是 A 中的串， j 是 B 中的串。 

例 1 设 11 h B 二 {U 10，110丨。求 AB 和 SA q 

■ 

解 集合 AB 包栝所有 A 中串和 B 中串的连接，故 AB = {01 ， 010, 0110, 111, 1110, 
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11110}. 集合包括所有 B 中串和 A 中串的连接，故 BA - <10, HU 100, 1011, 1]00, 
11011}, ■ 

注意， 对于字母表 V 和 V ■的子集 A 与 B , AB = BA 不一定成立，如例1所示， 

由两个串集合连接的定义还可以定义七 （n = C , 1，2,…） 6 其递归定义 如下： 


A ° — { X } 

A n ^ 1 =^ A n A ^ n — 0 ^ 1， 2， 


例 2 设八={1, 00 h 当 n -=0， 1， 2 t 3 时求為、 

解易知 s A ^ = { A ), A 1 = A ^ A =\ X)A = {U 00), 为求 Al 取 A 中元素对的连接。从而 
A 2 = {11，100, 001， 0000}. 为求 A 3 ， 取和 A 中的元素进行连接，由此得到 A 3 二{111， 

1100, 1001, 10000 I 0011, 00100, 00001， 000000}, ■ 


定义2 


设 A 是 V ”的一个子集 A 的克莱因©闭包是 A 中任意多个串的连接组成的集合， 


记为 A * ,即 A ， 

例3求集合 A ={0}, B -{0, 1), 的克莱因闭包， 

解 A 的克莱因闭包是0与自己的任意多次连接，故=彳0叫 n = K 2 .… K B 的克 
莱因闭包是任意多个串的连接_但这些串只能是0或1，因而这个闭包是字母表 V ={0, 1} 上的 
所有串，即 E * D 最后， C 的克莱因闭包是11与自己的任意多次连接，所以， C ’ 是由偶数 
个1组成的串的集合，即 C * ={1 、 I U 2,…}。 _ 


11.3.3 有限状态自动机 


现在给出不带输出的有限状态机的定义，这样的机器也叫有限收态自动机 （ firsts 如 e 
automata ) , 这也是在本节中将使用的术语 。 （注： automata 的单数形式是 automatoru ) 这些机器 
与 II. 2 节中研究的有限状态机不同，它们不产生输出，但它们有一个终结状态集合。我们将看 
到，它们识别的宇符串是将初始状态变为终结状态的输人串。 

MMa 有限状态自动机 m =( s , h /, 扣， n 由下列五部分组成：一个有限的扶 态集合 
S , — 个有限 的输入字母表 h —个转 移函数 /(/ 为每个状态和输人对指派下一个状态），一个初 
始狀态 so , 和一个由终 结状态 构成的 S 的子集 


有限状态自动机也可用状态表或状态图来表示 n 在状态图中，终结状态用双圈表示 * 

例4构造有限状态自动机 M =( S , J , /，邱， F ) 的状态图，其中 si ， s 2f 
1={0, 1}, F =( so , S 3)， 转移函数/如表 11-6 所示 D 

解所求的状态图如图 11-9 所示。注意：输人 0 和 1 都将 S2 变为 so , 所以从 s 2 到和 的边 
上有0和1 0 _ 


© 克菜因 （ Stepl ^ nCdeiaeeM , 1*09—1994} 克莱因生于美闯瞑涅狄格州的哈特楢德 n 他的母亲艾瓯丝 
• 科尔 （Mce Lena Cold 是一位诗人，他的父亲古斯塔夫 * .克莱因 （Gu 獅 v Adolph 位经济学教 

授 g 克莱因普就读于 Amheut 学院，1的 4 年在普林斯頓大学获博士学位，导师是著名逻辑学家丘竒 （ AIomo ChurthK 
1935年，克莱因成为威斯康 M 大学的教员，除了有几次离开（包括去苷林斯顿髙等研究所）外*他一直待在那里，=战期 
问，他成为关国海军预备役军官学校的航海教师*后来成为海军研究3：■室的主任 * 克莱因 W 究可计算性和可判定性问 
题， 对递妇遏数 论做出了重要贡献， 并且 证明了&动机 理论 中的一个中心结果，他曾是威斯康星大学的数学研究中心的 
代理主任和文理学院的院长 * 他还呰经学习过博物学，发现了一族以前没有 描述过 的鎺蝶 * 这族_ 蟪以 他的名字命名 * 
他还是一个热心的徒步旅行者和登山者 * 克菜因还因机敏地讲奇闻 轶亊而 闻衮.他的大嗓 H 在几间办公室之外都能听到 * 
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可以扩展转移函数，使其对所有状态与串的对都有值，设以… a 是申的一个串， 
则 / Oi ， ： t ) 是这样得到的状态 t 以状态 51 开始，对 t 从左到右连续地使用其每个符号，从^我 
们用 /Ul ， 工卜 f(Sk ， Xfc) 进入状态 ， H )， 然后进人状态 & = X2)f 等等。 

称串： T 可以被机器 A 1 = ( S , I ， / t 和， F ) 识别或接受，如果 X 将初始状态变为一个终结状 
态，即 / U & , I )是 F 中的一个状态 D 机器 M 识别（或接受 ） 的语言是 M 识别的所有串的集合，记 
为 L ( JVTU 如果两个有限状态自动机识别相同的语言，则称它们是等价的 
例5求图 11-10 表示的有限状态自动机 iV ^ f 和所识别的语言。 



0 . ! 


m 1 M 0 一些有限状态自动机 

解 Mi 只有一个终结状态和，而将 m 变为自身的串是由0个、〗个或更多连续1组成的串。 
所以 L ( Mi ) = { l H | n = 0, 1, 2* … L 
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只有一个终结状态打.而将如 变为 S 2 的串只有 I 和01，所以 L ( M 2 )^{U 01}, 

的终结状态有扣和将 w 变为自身的串有 A ， 0，00，000，…，即由零个以上（包括 
零个>连续的0构成的串。将如变为 S 3 的串只有这样的串：开头是零个以上（包括零个）连续的0 
构成的串，接着是]()，然后 是任意 的串。故 L ( M ^ ) =彳0。，0^10^ I ~ = 〗，2，…，是任意 

的串 h ■ 

到目前为止所讨沦的有限状态自动机都是确定型的，因为对每对状态和输人值，转移函数 
只给出唯一的 下个一 状态，还有一种重要的有限状态自动机，它对每对输人值和状态 ，有多个可 
能的下一个状态，这样的机器称为非确定窀的，非确定型有限状态自动机在判断哪些语言可以 
由有限状态自动机识别中非常重要 u 


■: 釀 ? :_' Earn 非痛定湮有限狀态自动机 m =( s * 扣，由下列五部分组成；一个 

" 状态的集合 S , —个输人字母表 J , 一个转移函数 /(/ 为每个状态和输入对指派一个 
状态集合），一个初始状态邓，还有一个由终结状态构成的 S 的子集 

非确定型有限状态自动机也可用状态表和状态图来表示。在状态表中，对每对状态和输人 
值，列出所有可能的 T 一个 状态。 在状态图中，从一个状态到每个可能的下一个状态，都_一个 
边，这个边的标号是导致这个转移的一个或多个输人， 

例6求狀态表如表 11-7 所示的非 确定型 有限状态自动机的状态图。终结状态为0和幻& 

解 这个自动机的状态图如图 11-11 所示 & _ 


表 11*7 


状态 

J 

f 

m 

0 

人 

1 




^'1 

io 

^1 n 

S2 


-i si 

S3 

ia * ^ ^ 




图 1 MI 其状态表为表 U - 7 的非确定 

型有限状态自动机 


例 7 求状态图如图]卜12所示的非确定型有限状态自动机的状态表 D 

■I 


解 这个自动机的状态表如表 11-8 所示 


0 



表 U -8 


状态 

f 

输 

0 

人 

1 



Jf] 

J] 


Si 

n 


n 


S3 


H 
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非确定型有限状态自动机怎么识别串… 〜呢？ 第一个输人符号幻将初始状态和变 
为状态集合下一个输人符号^将^中的每个状态都变为一个状态集合 ^ 设&是这些集合的 
并集。将这个过程继续下去，在一个步骤中，对上一个步骤产生的每个状态和当前的输入 符号， 
都要求其产生的状态。使用 I 从^所能得到的状态中，如果有一个终结状态，我们就识則或接 
受串 A 非确定型有限状态自动机所识别的语言是这个自动机所识別的所有串的集合 D 
例8求图 1 I - U 所示的非确定型有限状态自动机所识别的语言 & 

解丙为％是终结状态，且当输人是0时，有从邱到自身的转移，故此机器识别所有零个 
或更多个连续的0组成的串。 内为 ^也是终结状态，对于任何串，若以此串作为输入时从的所 
能达到的状态集中包含_此串就能被识别。这样的串只有：零个或更多个连续的0和后面跟 
01或11组成的串，因力扣和 o 是仅有的终结状态，所以此机器炽别的语言为彳0”，0〃01, 

。”,1 | nX ■ 

一个重要的事实是：非确定型有限状态自动机所能识别的语言也能被确定型有限状态自动 
机所识別。在下节中，我们将利用这个事实，以确定有限状态自动机能够识别哪些语言 

嫌 M 如果语言 L 可以由非确定型有限状态 ㈣ 动机所识别 t 則 L 也可以由一个确定型 
有限状态自动机时 3 来识别， 

证我们来插述怎么从 M d 构造识别 L 的确定型有限状态自动机蚪 。 的每个状态都由 
的状态集的一个子集构成， Mi 的初始符号煶即的初始符号是匆构成的集合。的输 
人集合与膝的相同。对于灿的一个给定状态丨\，&，…，输人串 x 将这个状态变为这个 
集合中元素的下一个状态构成的集合的并，即集合 / U 。 x ), /(%• I ), …， f ( s ,- , 妁的并 0 

J £. Ft 

的状态是 S 的所有子集.这 MS 是 Me 的状态集。（如果此菲确定型机器有 n 个状态，则确定型机 
器就有 2" 个状态，因为所有子集都可以作为状态，包括空集，尽管实际使用的状态却很少 J 如果 
Mo 的一个子状态集含有终结状态，则它就为 Mi 的终结状态， 

假设一个输人串町以由 M Q 识别.则用这个串从旬出发吋以达到的状态中有_个终结状态 
(读者应能对这一点作归纳证明）。这意味着： . Mi 中，这个串能将引穿至这样一个状态 
集： 它是的状态集的一个子集，且包含一个终结状态。这个子集是的一个终结状态 I 所 
以这个串也能由别。还有，如果一个输入串不能由识别，则它也就不能导致中的 
任何终结状态，（读者应该能够给出它的详细证明 ，） 因而这个输人串也不可能由导致中 
的一个终结状态 t □ 

例9求一个确定型有限状态自动机，能与例7中的非确定型有限状态自动机识别相同的语言 。 
解所求的确定型有限状态自动机如图1卜13所示，它是根据例7中的非确定型有限状态自 
动机构造的 B 此确定朋自动机的状态是那个非确定型机器的状态集的子集。对于一个输入符号， 



图 11-13 与例7中非确定塑有限状态自动机等价的确定型有限状态自动机 
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—个子集的下一个状态是这样的集合；它由这个子集中的元素在那个非确定型机器中的所有下 
一个状态所构成。例如.对于输人0，彳扣）转为<扣* 因为在那个非确定型机器中，岛有到 

它自 己和& 的转移 I 集合 Uo , 对}对输人1转为 hi ， H ) f 因为在那个非确定型机器中，对输人 
1扣只转为衫只转为集合 hi , 对输人0转为 U 3 >， 因为在那个非确定型机器中，对 
输人0^和 s 4 都只转为 si 所有以这种方法得到的子集都包括在这个确定型有限状态机器里, 
注意：空集也是这个机器的一个状态，因为它是对输人〗的所有下一个状态构成的子集，初 
始状态是{时}，终结状态是那些包含知或^的集合 ■ 


练习 


1 + 设4={0， 11), B ={ 00 , Oil , 求下列集合 s 
a)AB b)KA r ) A 2 d ) B J 


2. 设 A 是串的 一个集 合.证明 A 0 n 0 A = 0 ft 

3. 求所有串的集合对 A 和 B 使得111，1010, 1000，10111， 101000}, 
4* 证明下列等式成立： 

a ) Ul .= U ) b ) 对任意串的集合 A , ( ir=A 

S , 对于下列集合 A , 描述集合 Y 的元素 E 


a ) {10} b ){ lll } c ){0 t 01} d ) U ，101} 

S . 设 V 是一个宇母表， A 和是 V — 的子集&证明： AB \^ A \ | B | , 

7. 设7是一个字母表， A 和 B 是 V 的子集，且证明1 B 

8, 设 V 是一个宇母表， A 是的子集 s 证明下列命题是止确的或是错误的: 

a ) AQA ? b ) 如果 A = 则 A€A c ) A { k } = A 

cD </ rr = A M e ) A*A = A " : D 1 I = 丨 A 卜 


9. 确定下列集合是否包含串 moi s 

aMO , 1 }_ b ){ l } M0}Mir c ){ ll}(ir { 01 } 

d ) UUM 0 ir (0 J * {1} f ) U 11 f OOOHOOt 02} 

10, 确定下列串能否由图 114 中的确定型有限状态自动机所识别。 


a)0!0 b)I101 e)nilll0 d)0l 0101010 

1 L 对于下列每个集合，确定其中的每个串是否都能由图 11-9 中的确定型有限状态自动机所识别 

a >{0 r C ) UH 0” 

d){oir e ) ( o } - {: 11* ir 


在练习 12 〜 16 中，求所给的确定型有限状态自动机所识别的语言 s 
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16, (I 0, I 



在练习17〜2〗中，求所给的非确定型有限状态自动机所识别的语言。 






21 . 0 



22 . 求一个碑定型有限状态自动机，能与练习]7中的非确定型有眼状态自动机识别相同的语言 & 

23. 求一 个确定型有限状态自动机，能与练3 13中的非确定型有限状态自动机识别相同的语言。 

24. 求一个确定型有限状态 fi 动机，能与练习19中的非确定型有限状态 fi 动机织别相同的语賓 4 

25. 求一个确定型有限状态自动机 ， 能 与练习20 中的非确定型有限状态自动机识别相同的语言， 

26. 求一个确定型有限状态自动机，能与练习21中的非确定型有限状态自动机识别相同的语言， 

27. 对于下列每个集合， 分别求 一个识别它的确定型有限状态自动机： 

a ){0} b ){ l , 00} c){V I w = 2, 3，4， ...} 

28. 对于练习 27 中的每种语言.分别求一个识别它的非确定型有限状态自动机，并且，如果可能的话 ，使 
之所具有的状态比你在练3 27中所给的确定型有限状态自动机更少 a 

«29. 对于由个数相同的0和1组成的串构成的集合,证明没有有限状态自动机能够识别它6 

11-4 语言的识别 

11,4. 1引言 

我们已经知道，有限状态自动机可以用作语言识别器。那么这些机器能识别什么样的集合 
呢？这个问题虽然看起来极为困难*姐有限状态自动机所识别的语言还是有一个简单特征 P 这个 
问题由美国数学家克莱因 （Stephen Kkene ) 于1956年首先解决，他证明了： 一个集合能够被一个 
有限状态自动机识别当且仅当这个集合是这样得到的：以任意顺序通过对空集、空串和单字符 
串的连接、并或克莱函闭包构造 出来， 以这种方法构造出来的集合称为正则集合 g 

在节中我们定义了正则文法。从名称上可以想到，有限状态自动机所识别的正则集合 
与正则文法间具有某种联系 d 特别是，一个集合是正则的当且仅当它可以由一个正则文法生成， 
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但也有一些集合不能由任何有限状态自动机识别，我们将給出这样一个集合。在本节的最 
后我们将简短讨论一些更强大的计算模型，如下推自动机和图灵机， 

11.4.2 正则集合 

正则集合是这样 集合： 从空集、空串、单字符串开始*以任意顺序通过连接、并和克莱因闭 
包运算形成的，我们将知道，正则集合正是有限状态自动机识别的语言的集合，为定义正则集 
合，首先要定义正则表达式。 

集合〖上的正則表达式的递归定义 如下： - 

符号0是个正则表达式； 

符号 A 是一个正则表达式 I 
若:时，符号: r 是一个正则表达式； 

当 A , B 是正则表达式时，符号 （ AB ), ( AUB 和 A •都是正则表达式。 

每个正则表达式都表示一个由下列规则指出的 集合； 

0表示空集，即没有串的集合； 

A 表示集合 Uh 即空串组成的集合> 

1表示集合它只包含单个符号/组成 的串； 

< AB ) 表示 A 和 B 代表的集合的连接； 

( AUB ) 表示 A 和 B 代表的集合的并； 

A * 表示 A 代表的集合的克莱闪闭包. 

正则表达式表示的集合称为正则集合。今后正则集合将由正则表达式来描述，所以，当我们 
提到正则集合 A 时，指的是此正则表达式 A 表示的集合。下面的例子说明了怎么用正则表达式 
来规定 jE 则集合^ 

例 1正则表达式(10)% 0 U 01， U ((! u 丨广和所规定的正则集合中有哪些申？ 
解这些正则表达式所表示的正则集合如表 n -9 所示， 读者可以自己验证。 ■ 


表 11*9 


表达式 

串 

褒达式 

串 

10 F 

] 后 面跟任意多个 0 ( 也可以没有 0 ) 

o(oUv* 

以 0 开头的 任意串 

(10 V 

10 的任意多次复制(包括空串） 

(0*!)■ 

不以 0 结尾的任意串 

»uoi 

_ 0 或 01 




11.4.3 克莱因定理 

在 1956 年，克莱因证明了正则集合就是有限状态自动机识别的集合，因此，这个重要结论 
称为克莱因定理， 

克莱 因定理 -个集 合是正则的，当且仅当它可由一个有限状态自动机识别。 

克莱因定理是自动机理论的中心定理之一，我们只证明必要性部分，即证明每个正 
则集合都可由一个有限状态自动机识别。充分性部分（有限状态自动机识别的集合都 

是正 则的〉 留作练习， 

证回忆一 r 正则集合是通过正则表达式定义的 T 而正則表达式是递归定义的 # 所以 ,如果 
我们能证明下列事情，就证明了每个正则集合都可由一个有限状态自动机识别， 
h 证明 0 可由一个有限状态自动机识别^ 
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2. 证明 U } 可由一个有限状态自动机识别 a 

3. 证明恤}可由一个有限状态自动机识别，其中 a 是 J 中的符号^ 

4. 当 A 和 B 都可由有限 状态自 动机识别时，证明也可由有限状态自动机识别。 

5_当 A 和 B 都可由有限状态自动机识别时，证明 AUB 也可由有限状态自动机识别/ 

6. 当 A 可由有限状态自动机识别时.证明 A •也可由有限状态自动机识别。 

下面分别讨论每个任务^首先证明0可以由有限状态自动机来识别。为此，需要构造一个 
没有终结状态的自动机。图11_1“就是这样一个自动机。 

其次证明也可由有限状态自动机来识别。为此需要构造一个识别空串 A 的自动机，且除 ;I 
外，它不识别任何其他的串。这个自动机可以这样来构造 t 初始状态％也用作终结状态，且对 
任何其他的串，没有转移能将扣变为一个终结状态。图 ll -14 b 就是这样一个非确定型的自 
动机 a 

第三，证明彳 d 也可由非确定型有限状态自动机來识别。为此构造如下机器：初姶状态是知， 
终结状态是对于输人 a 有一个从扣到^的转移，且没有其他转移。这个机器识别的唯一的 
串是 t 这个机器如图 11- Hc 所示。 


开始 



m 11-14 识别某些基本集合的非确定型有限状态自动机 


下面证明=如杲 A 和 B 都是 nj 由有限状态自动机识别的语言，则和 AIJB 也可由有限状 
态自动机识别 a 设 A 是由 = ： s A ， 1^>识别的， S 是由於^ = (3 ^|， h / B , 

识别的。 

先来构造识别 A 与 B 的连接的有限状态自动机 Mab 孟 （ Sab ， J ， / as ， sab ， Fab ) t 它 
是由识别 A 和 B 的两个机器串联而成的，使得 A 中的串将这个组合机器从的初始状态 m 变 
为的初始状态 iS 中的串应该将这个组合机器从^变为此组合机器的—个终结状态 。 因 
此我们进行如下 构造： 令 Sab 是 SaUS b ; 初始状态 mb 就是终结状态集 Fab 或者是 Ms 的 
终结状态集，或者当且仅当时还包括 jabs 4的转移除了包括和中的全部转 
移之外，还有一些新的转移 9 对于中每个导致终结状态的转移，在 Mab 中增 加一个 在同一 
个输人上从同一个状态到 SB 的转移，这样， A 中的串就将 Mab 从变为然后 B 中的串将 
u 变为 Mas 的一个终结状态，而且，对每个从印出发的转移，还在 Mab 中增加一个从 sAij 到同 
一个状态的转移 & 图 ll -15 a 包括了这个构造的所有说明。 

现在构造识别 A U B 的机器 Maub = 彳 Saub • / aub，mub t Faijb ) * 这个自动机是将 
和 M B 并行组合起来的，它使用一个新的初始状态，此初始状态具有 m 和 a 所具有的转移。 
令 SaussSaUSbUUub }, 其中 MUfi 是 A ^ Ui 3 的新初始状态。当; 16 AUB 时，令终结状态集 
Faub 是 hUJ ^ UbAUBh 否则为 F a UF & 他以的转移除了包括 Ma 和 Mb 中的所有转移外, 
还有如下的转 移1 对输人 i 从 w 到状态 s 的每个转移，包括一个对输入 f 从 uub 到状态 s 的转 
移；对输人1从到状态 s 的每个转移，包括一个在输人 i 从到状态 s 的转移。这样，在这 

个新机器中， A 中的串将从导致一个终结状态， B 中的串也将从 uijb 导致一个终结状态。 
图 ll -15 b 说明了 M .4 UB 的构造。 

最后构造识别的机器， J ， / V ， sv ， F _4. 其中是 A 的克莱因闭包。 
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a ) 对 M 中最终状态的转移产生到 h 的转移 



来自叫中转移产生来的转移 

开始状态为和 M 为最终状态时它里最终状态 最终状 态包含所有钉限状态 


m ab 



C) 来的转移产生来自的转移和所有此的敁终状态 


吣. 


是新状态，它是璲终状态 S 终状态包含 此中的 所有玆终状态 

图1115构造识別连接、并以及克莱因闭包的自动机 

令 S A _ 包含 S A 中所有状态，还有一个状态它是这个新机器的初始状态。终结状态集 Fa _ 
包含了 Fa 中所有状态和初始状态 sv ，因为必须要识别 A s 为了识别 A 中任意多个串的连接， 
我们包括 M A 中的所有转移，以及如下转移 t 与从^出发的转移相匹配的从 M •出发的转移 ®, 
与从 M 出发的转移相匹配的从每个终结状态出发的转移。有了这个转移集，对于由 A 中的一些 

串连接而成的串，当 A 中的第一个串读完时*它将以变到一个终结 状态， 当 A 中的第二个串读 
完时，它又回到一个终结状态，等等。图 ll -15 c 说明了我们刚才的构造。 □ 

用以上描述的过程，可以对任意正则集合构造一个非确定型有限状态自动机。下面用例子 
来说明这一点 

例2构造一个非确定型有限状态自动机来识别正则集合 r U 01. 

解首先构造一个机器来识别 r 。 为此，先构造一个识别1的机器，再使用在定理1的 



0 即它们是在相同檐人上到相同状态的转移 a —译者注 
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明中描述的构造的方法 . 第二歩，构造识别01的机器 。 先分别构造识别0和1的机器，再 
使用在定理1的证明中推述的构造 Mm 的方法。最后，用在定理1的证明中描述的构造 M AUS 的 
文法，构造识别 rUo】 的机器^所构造的有限状态自动机如图 11-16 所承，上述各个机器中的 
状态被标以不同的下标，即使对从前机器中继承下来的状态也是 如此。注意； 这样构造的机器并 
不是识别合 U01 的最简单的机器。图 ll_16b 是识别同一个集合但简单得多的机器。 _ 

识别的集合 






I ， 


0 


0 




01 


l*UO! 


l^UO! 


m i ]- i 6 识别 r uoi 的非确定型有限状态 & 动机 




11.4,4 正则集合和正则文法 


在 1 L 1 节中介绍了短语结构文法.还定义了各种不同类型的文法^待别定义了正则文法<或 
3型文法)，这是一个形如 G =( V ， 1% S , P ) 的文法，文法的每个产生式的形式是 A—a 
或 A — aB ， 其中 a 是终结符， A 和 B 是非终结符 0 正如名称所暗示，正则文法和正则集合之间 
具有紧密的联系。 

一 个集合对以由正则文法生成，当且仅当它是一个正则集合。 

证首先证明正则文法生成的集合舟一个正则 集合。 设7\ S ， P ) 是一个正则文 
法、 其生成的集合是 L ( G )。 为证明 UG > 是正则的，我们只要构造-个非确定型有限状态自动机 
M =( S t f , f . s 0 , F ) 來识别 L ( G )。 对 G 的每个非终结符 A ， 状态集 S 都包含一个相应的状态， 
S 还包含一个状态它是一个终结状态。初始 状态如 是从初始符号 S 构造的 # M 的转移是根 
据 G 的产生式按以下方式构造的：如果 A — ^是_个产生式，则包括一个对输入 a 从^到^的 
转移； 如果4+^朽是一个产生式，则包括一个在输人 O 上从 5 A 到^的转移 ， 终结状态集包栝 

如果 S — A 是 G 屮产生式.则还要包括扣。不难证明， M 识别的语言与文法 G 生成的 语言相 
等，即 UM ) = L ( G ) d 这只要确定导致终结状态的词即可 a 详细证明留作练4。 □ 

在给出反方向的证明之前，先说明怎么构造一个非确定型机器，能识别由一个正则文法识 
别的集合 u 

例3构造一个非确定型有限状态自动机，使之识别正则文法7\ S , P > 生成的语 
言，其中 V ={0, K A ， S }, T ={0 ? I}, P 中的产生式为 S — 1 A , S 崎， A —0 A t A — 
1 A 和 A _ l [ 

解 图 11-17 是识别 UG ) 的非确定型有限状态自动机的状态图。这个自动机是根据上面证 
明描述的过程构造的。在这个自动机中 . 扣是对应 S 的状态，： n 是对应 A 的状态 * ^是终结 
状态 u 睡 

现在来完成定理2的证明。 

证现在证明，如果一个集合是正则的，则存在一个正则文法生成它 ^ 设 M 是识别这个集 
合的一个有限状态机器，且具有性质： M 的初始状态^对任何转移都不是下一个状态。（可以根 
据练习14找到这样机器。）文法 G =( V , T , S , P ) 的定义 如下： G 之符号集 V 是这样形成的，对 
S 的每个状态和 J 中的每个输人符号，指派 V 中个 符号。 G 的终结符 集了是 G 中这样符号构成 
的，它是根据 J 中输人符号构造的符号 ， 初始符号 S 是根据初始 状态扣 构造的符号。 G 的产生 
式集 P 是根据 M 中的转移构造的。特别地，如果状态 s 对输人“变到一个终结状态，则 P 中就 
包括产生式 A s — a , 其中九是根据状态5构造的非终结符 4 如果状态 s 对输入 a 变到状态 h 则 
P 中就包括产生式 — P 中包括产生式 S _ A , 当且仅当 AGUMh 因为 G 的产生式对应 

于 M 的转移，且导致终结符的产生式对应于导致终结状态的转移+因而不难证明 L ( G ) = L ( M) d 

详细证明留作练 □ 

下面的例子说明怎么根据白动机来构造文法*使得该文法生成的语言就是这个自动机识别 

的语言 4 

例4求一个正则 文法. 使之生成的集合是图 1 P 18 表示的有限状态自动机所识别的正则 
集合。 

解 + 生成该自动机所识别的集合的文法为 G =( V % 了， S , PK 其中七 B ， 0, 1}， 
其符号 S，I B 分别对应于状态 a , m 和 s 2 , 7={0, IK S 是初始符号，产生式为 
S ^1 B t S —1 s S — A _ 0 A ， A - M ， B ^0 A t 和 B — l n ■ 
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阌 11-17 识別 UG ) 的非确定型有龈状态自动机 M IMS 一个有限状态自动机 

11. 4. 5 —个不能由有限状态自动机识别的集合 ^ 

我们知道，一个集合能够由有限状态自动机沢別当且仅当它是正则的。现在來证明存在不 
是正则的集合，方法避给出这样一个集合 * 证明这个集合不是正则的技术是一个重要方法，可以 
用来证明某类集合是不正则的。 

例 s 集合 I 〃 = K 2，…}是所有如下的串构成的：先是一列0，后跟同样个数的 
U 证明这个集合不是正则的。 

解假如这个集合是正则的，则存在一个有限状态自动机 M =( S , /， F ) 识别它。 

设 JV 是这个机器中状态的个数，即 iV =[ S ! g 因为 M 能识别所有这样构成的串 t 先是一列0, 
后跟同样个数的〗，故它必定能识别设 Si ， 是如下得到的状态序列：以 
so 幵始，以中的符号作为输人，且满足幻=/(如，0>, a =/ u , 0〕■…，叫=/(伙-1, 0)， 
SWL = f(W * 1) ，… t 々 /V = /(叱 V - | ，1 ) • 注意 J 2 JV 是一个终结状态 D 

丙为只有 N 个状态，根据鸽巢原理，在扣，…， w 这头 N + 1 个状态屮，至少有两个是相 
同的 4 假设〜~是两个这样相同的状态则这表示 /U , QO = s ” 其中 f = t 一夂 
由此可知， f 次使用输人 0 后，可以得到一个从&回到它自 Q 的循环，如状态图 1119 所示。 



m 1 M 9 0 ^所产生的路径 


现在考虑输人串 = 此串的前半部分比后半部分多了 /个连续的0。因为这 

个串不具有形式 0 m 因为其中0的个数比1的个数多），故不能被 M 识别，因而 /(so, 

也就不是终结状态。但当用0〃〜作为输人时，得到的结束状态与以前一样，即其理由 
是：此串中额外的 f 个0只是领着我们沿着 那个循 环多走一次，并将 ^ 再带回它自己 （如 
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图 n -19 所示） 。 然后，此串的剩余部分所导致的状态与以前完全相同 D 这个矛盾证明 广 
{ O w I fl | 2，…}不是正则的 D ■ 

11.4,6 一些更强大的机器 

很多计算都不能用有限状态自动机来完成，这类机器的局限性是它们只有有 限的存 
储， ㈥ 而限制了它们识别那些不是正则的语言，如彳 OM ” | n =0. 1，2，…丨 a 因为一 
个集合是正则的当且仅当它是一个正则文法生成的语言，例5证明了没有正则文法能够生成集合 
| / i - O , 1 T 2 t … L 但是，有一个上下文无关文法能够识别这个集合，此文法就是 11-1 

节例5所给的文法。 

由于有限状态自动机的局限性，有必要使用其他更加强大的计算模型。 下推自动机 就是这 
样一个模型。下推自动机除了包括有限状态自动机的所有部件外，还有一个栈，此栈能提供无限 
的存储。可以将符兮放在栈顶上，也可从栈顶提走符圩。下椎自动机以两种方式识别 集合。 其一 
是*如果一个集合是所有这样的串构成的，当它们作为输入时产生空栈，则此集合能被识别 □ 其 
二是，如果一个集合是所有这样的串构成的，当它们作为输入时导致终结状态，则此集合能被识 
别。可以证明* 一个集合能被下推自动机识別，当且仅当它是-个上下文无关文法生成的语言 • 
但是，还有一些集合不能表示成上下文无关文法生成的语言，如集合丨 〃 = 0， 1. 
2,… K 我们将指出为什么这个集合不能被下推 tV 动机识别，但不给出证明，因为还没有介绍所 
需的方法。（但本章末尾的补充练习28给出了一个证明方法叫以使用栈来査看一个串是否以一 
列0开始，后再踉相同个数的】，做法是对每个0<只要仅读到多个0时）在栈上放一个符号，对 
每个只要仅读到0后面的多个1时）从栈中去掉一个这样符号。但这个过程一旦完成，栈就空 
了，也就没法判断此串中是否还有与0个数相同的一列 

还有—种比下推自动机更强大的机器， 叫线性有界自动机. 它能识别诸如 | « = 

1，2,…）的集合 a 特别地，线性有界自动机能够识别上下文相关文法。但是 • 这些机器不能识 
别短语结构文法生成的所有语言 • 为避免特殊类型机器的局限性，我们使用一种称为图灵机的 
模型，这种机器是以英国数学家图灵 0 命名的 D 阁灵机除了包括有限状态自动机的所有部件外， 
还有一个带，其陴端都是无限的 ， 图灵机具有在带上读和写的能力，还能沿着带子左右移动 d 图 
灵机能够识別短语结构文法生成的所有语言0另外，它还能作为在计算机器上执行的所有计箅 

1 © 图灵 {Alan MatMson TuHng ，1912—1954) 阐是父亲在印度民政部供职时孕于母腹，但在伦教出生 * 

他在孩提时代就对化学和机械着迷，做过大 M 化学实验* ® 炅曾就读于英国的寄宿学校 Shabome , 1 S 31 
年.他获得了剑桥大学皇家学院的奖学金 D 在完成毕♦.论文后，他被选为该学院的成员 & 在毕业&文中 * 他重新发现 T 
统汁学中的一个著名定理^~^中心极限定理。1的5年，他对判定问题着 了述. 这是伟大的德国数学家希尔伯特提出的一 
个 H 顾。问 MS : 是否有一个能用子判断任何命®是否为真的，般方法。图灵®欢跑步 （ 后来业余跑步成为他生活中酷爱 
的一项活动 一天 t 在跑步之后的休息中，他发现了解决灼定问题的关键思想 & 在他的解决方案中，他发明丫现今称为 
a 灵机的东西 ， 并坩它作为计算机器的 M —般模型，利川这个机器，他发现 r 一个不能用一般方法判定的问题，这是 一 

个关于他称为可计笄数的问题。 

从1936 @1 1938年、周灵在普林斯換大学访问 t 与丘奇 《 Alonso Church ) —起 H a &奇也:轉决『希尔伯特的判定问 
题。在】939年，灵回到了垒家学院。但在第二次世界大 战琪发 期间，他进人了英国外交部，从事对德 围密码 1 的分析 I 
作*他对破解机槭的徳国密码机的密码做出了豫_要贡献，在麻得这次战争中起到了$要作 

战后 • 图灵从爭¥期1〖算机的开发。他对机器的思考能力产生了兴趣。他认为如果一台计箅机在对问理的 书面界 ® 
中与人没布区別.则应该认为它在“思考' 他还对生物学感兴趣 t 曾经写过关于有机体形式的形成和发敁的 ly54 
年，阌灵服 M 化物自杀，没有 留下遗 言作明确解释 。 也许，由于涉及同性恋关系的法律 W 扰和法院强迫他进行荷尔蒙治 

疗以减少性冲动，促使他决定结束自己的生命 v 
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的模型。由于这个能力，图灵机在理论计算机科学中得到了广泛得研究。下一节将作简要 
介绍 d 


练习 


1. 用文字描述下列每个正则集合中的串。 

0 b)i H mr miiUooi 

d)(iUOO> - e)(00 # D h f)(OUD(OUirOO 

2. 判断101】是否属于下列正则集合， 

a)io fc r i>)(r douiir c)i(oir r 

d)r okoud f)i(oor (iiv 

g)(IO) a 1011 hXlUttOXOlU®)! 4 

3. 用正则表达式表达下列每个集合. 

a ) —个或更多的0后面跟一个〗形成的 串的集 合。 

b ) 两个或两个以上符号后面跟 3 个或 3 个以上 0 形成的 串的集 合^ 

c) 一个 0 前没有 1 或一个 1 前没有 0 的串的集合。 

d) 集合包含这样 的串： 先是个数为 2(mod 3) 的一串 U 后面是偶数个1 

4. 构造确定型有限状态自动机来识别 F 列包含在 r 中的集合（其中 J 是一个字母表 

a}0 b) {A} C){rt}， 其中 

若 A 是一个 iE 则集合 。 证明： A 中串的反串构成的集合也是正则的 

6, 求识別下列集合的有限状态自动机. 

do) b){o* m c){o, ii, ooo} 

7, 用克莱因定理的证明中描述的构造方法 t 求识别下列集合的非确定型有限状态 S 动机。 

a) 0* 1* bKOLM”. c) 01 ^ U00* 1 

8, 构造非确定型有限状态0动机 t 用它识别正则文法 G-=(V T T，S, P) 生成的语言，其中 t V=|0, U 
5, A, BK T ={0. IK S 是初始符号，产生式集合为 

al S - ^0A t S—"H A^-0 * 

b) S—1A, S-^. A ^ OB . im ii—1 

e ) S—0, A—1A, A ^ OB , A— 1， 

在练习;)〜 n 中，构造正则文法丁 . s，p), 使之生成的语言是所给的有限状态机识別的语言 a 
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12. 在定理2的证明中，从止则文法构造了一个有限状态自动机。证明：此自动机识别这个文法生成的 
集合。 

13. 在定理2的证明中*从正则文法构造 T — 个有限状态自动机。证明；此文法生成这个自动机讽别的 
集合 。 

14. 证明每个作确定型有限状态自动机等价 T 另一个这样的非确定型有限状态自动机 t 它的初始状态永不 
会被再次访问。 

*15 .设 F ) 是一个确定型有限状态自动机， 证明： M 识別的语言 L ( M ) 是无限的，当且 
仅当存在一个能被 M 识别的同1满足 /( d > 丨 S | 。 

*16. 用来证明某个俱合不是正则的一个重要技术是泵理。泵11理表述为 t 如果/,扣， F ) 是 

一个确定型有限状态向动机， iSM 识別的语言 中的一 个串， Ujc )^ IS !. _存 在厂中 
的中 和 xt ;， 使得 t (. uv )^- I 5 I ^ u ^ zv ^： L ( M)(i = 0* It 2 i …证 

明泵引理，[提示：使用例5中的思想 J 

ml 证明集合、=0，1，2，不是正则的。 町以 使用练4】6中的泵引理， 

证明集合彳 〆 丨； 1 = 0, 1* 2. …}不是正则的可以使用练习16中的泵引 理。 

*19. 证明<0, 1) t 所有冋文构成的集合不是疋 则的， 吋以使用练习16中的泵 引理。 [提 示： 考察形如 0 V 10 V 
的串 J 

^20,证明被有限状态自动机识别的集合是正则的。（这是克莱因定理的充分性部分。） 

11.5 图灵机 

11.5. 1引言 

本章前面部分研究的有限状态自动机不能作为计算的一般模型，因为它们有其自身 
的局限性。例如.有限状态自动机虽然能识别正则集合.却不能识别许多很容易推述 
的集合，如计算机使用存储才能识别这些集合 D <以用有限状态自动机来计算一 
些相对简单的函数〈如两个数的和） T 但不能用它们来计算计算机所计箅的函数（如两个数的积 ） D 
为克服这些不足，我们使用一种更强大的机器 T 称为图灵机，它是以著名数学家和计算机科学家 
图灵 <AUn Turing ) 的名字命名的，他在20世纪30年代发明了这种机器 D 

图灵机主要由一个控制头和一个带组成，控制头在任何时候都处 T 有限多个不同状态中的 
某个状态，带子被分成许多方格.且两端都是无限的 t 当图灵机的控制头沿着带 f 来回移动时， 
他能够在带上读和写，并根据所读的带符号改变状态 。 图灵机比有限状态自动机更强大*因为他 
有存储能力，而苻限状态自动机却没有。我们将说明怎么用图灵机来识别集合，包括识别有限状 
态自动机不能识别的集合。还将说明怎么用图灵机来计箅函数 。 图灵机是计箅的最一般模型，本 
质 t ， 它能做计算机能做的任何事情。 

11,5.2 图灵机的定义 

下面给出图灵机的形式定义。之后将根据它的控制头的动作来解释这个形式定义 * 控制头 

的动作包括读或写带上的符号及沿着带子左右移动 。 

wmm 图 灵机了 =( s , 〖， /• so ) 由下列各部分 组成： 有限状态集 s ， 包含空白符 b 的字 
母表从 SX 〖到 SXJX ( I ?. u 的部分函数/,及初始状态扣， 

回十乙 LS 节练习69的引言，部分函数只对定义域中的某些元索有定义0这意味着上述部分 
函数/对于某些（状态，符号）对没有定义 D 但对于有定义的对， 只有唯 ——个三元组（状态，符 
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号，方向）与之对应。 

为用机器的观点来解释这个定义，考察控制头和带。如图 11-20 所示，带被分成小方格*且 
两端都是无限的，在任何时剡其上都只有有限多个非空白符 a 图灵机运行的每一步动作依赖于 
部分函数对当前状态和带符号的值。 


1" 

控制头一*- 

r o 

\ 

■v 3 .t 2 

读 / 写头 

- 11 ― \ 

4 - # * 

B 

1 

B 

| | 

1 

_」 

! 

0 

l 

B 

1 

0 

1 

B 

B 

■ 4 _ 


帶在两个方向都是无限的 
任何时刻仅有有限多个苹空白小力格 

m H -20 m 灵机的表示 


在每-歩，控制头读的是当前带符号^如果控制头处于状态^旦部分函数/在（％ y 处 
由 /(“ = Jr \ 心定义，则控制头 

1) 进人状态 

2) 在当前方格中擦掉 h 并写上符兮 

3) 如果 d = R , 向右移动一个方格；如果向左移动一个方格。 

我们将这一步写成五元组^人如果部分函数/在 G ，/) 处没有定义，则图炅机 T 
就停机 a 

定义一个图灵机的常用方法是指明形如/， 〆 ，心的五元组构成的一个集合，当使 
用这个定义时，就隐式定义了状态集和输入字母表 。 

在运行开始的时候 t 总假设图灵机处于初始状态郎，且处于带中最左边的非空白符上。如 
果带中都是空白符，则控制头可以处于任何方格上 。 控制头所在的最左边非空白符位冒.称为该 
机器的 初始位 置， 

下面的例子说明图灵机是怎么运行的 。 

例1 下列7个五元组定义一个图灵仉丁：（扣，0，50，0， R ), 〈扣， 1， a ， 1， K )， Cso , 

H ， ss * fi- R) * (y] ， 0 ，和 ， ◦ f H) f (Ji ， 1 ， 5 之， 0 » _L) ， C f 131 s m i - B % J ?) ， （ 衫 t 1 » 萘 3 - 

0, J ?) a 当 丁在图 11-2 U 所示的带上运行时，最后的带子是什么？ . 

解在开始运行时， T 处于状态 jo , 且在带中最左边的非空白符上 g 第，步，根据五元组 
(50, 0, 0, K ). 读最左边的非空 A 方格中的0,保持状态知*在此方格中写下0_向右移动 

—个方格。第二步 • 根据五元组 Go , I , U R ), 读当前方格中的1,进人状态在这方格 
中写下 I ,向右移动一个方格，第三步，根据五元组，0,如，0, J ?)， 读当前方格中的0，进 
人状态 Sq ， 在这方格中写下向移动一个方格 * 第四步 * 根据丘 7(1 组 （ ， 1 ， Si ，1，，读 
当前方格中的】，进人状态 A ，在这方格中写下丨，向右移动一个方格，第五步，根据五元组 Gl ， 
1. 5 2 , 0， U , 读当前方格中的1,进人状态勿，在这方格中写下0，向左移动■'个方格 a 第六步， 
根据五元组 < ft ， 1, J 3, 0, /?>,读当前方格中的 1 ，进入状态幻，在这方格中写下0，向右移动一 
个方格，最后，机器在第七歩停机 ， 因为在这个机器的描述中，没有五元组是以（ S 3, 0) 开头的 D 
所有这些步骤如图 11-21 所示。 

注意， T 将带上第一对连续的1变为0后停机。 ■ 



a ) 


5 y 


初始位置 








停机 

m n -21 围灵机 T 在! ¥1 il -20 所示带上的运行步騍 

11.5.3 用图灵机识别集合 

可以用图灵机来识别集合。为此，如下定义终结状态的概念。图灵机 T 的终结状态是这样 
的状态：在 描述了 的五元组中，此状态不是任何五元组的第一个状态（例如，例1中的状态幻） 
现在定义图灵机识别一个串的含义是什么，给定一个串，我们在连续的方格中写下此串中 
的连续的符号。 

wmn 设 v 是字母表 f 的一个子集 ◊ 图灵机丁 =( s , j ， /，扣）识别 v 中串 I 当且仅当: 
若将7写在带上， T 从初始位置开始运行，则了能在一个终结状态停机 0 称 T 能识别 V •的子集 
A , 如果1能被: T 识别当且仅当: r 属于 

注意，为了识别的子集 A ， 我们可以使用不在 V 中的符号。也就是说 t 输入字母表 J 也 
许包含不是 V 中的符号。这些额外的符号常用来当作标记 《见例 3)。 
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什么情况下图灵机 T 不识别 V •中串 I 呢？答案是 t 设 x 的符号被放在了的带上的连续方格 
中，丁从初始位置开始运行，若 T 不停机，或者虽然 停机， 但不在终结状态停机，则 T 不识别 
x e (读者应该明内，这是定义图灵机如何识别集合的许多方法中的一种。> 

下面的例子说明了这个概念 d 

例2 求一个图灵机，使之能识别第二位是1的二进制串构成的集合（即正则集 

解我们想要如下的图灵机：它从 M 左边的非空白带方格开始运行，然后向右移动，并且判 
断第二个符号是否为]。若第二个符号是1,则机器应该进人终结状态；如果第二个不是 U 则 
机器不能停机，或者在_个非终结状态下停机 & 

为构造这样的图 灵机， 应该包括五元组（扣 T 0， 0， JO 和（阳， I , s 】 ， 1, iO 来读第一个 

符号，并进人状态下一步 f 添加五元组 Gi ，0, 0, i ?) 和 （ S1 , i , 幻， r . k ) 来读第二个 

符号，且当这个符号是 o 时，进人状态《,当这个符号是1时，进人状态我们不希望使第二 
位是0的串也被识别， 所以& 不能是终结状态 4 我们希望^是终结状态。所以我们要加人五元 

i r 

组（衫 ， 0，对，0, 因为我们不想识别空串和只有一位的串，所以还加人五元组 （ so ， B . 扣， 

0，10和 （ ii ， B ，衫 ， CK R ) ^ 

由上述？个五元组组成的图灵机 r 在终结状态^终止当且仅当：此二进制输人串至少有2 
位，并且第二位是 u 如果此二进制串少于两位 * 或着其第二位不是1，则机器将在非终结状态 
扣终止 ■ 
对于一个正则集合，可以构造一个总是向右移动的图灵机来识别它（如例2)。为构造这样的 
图灵机，先构造一个识别此集合的有限状态自动机 t 然后冉用此有限状态自动机的转移函数构 
造一个图灵机，使之总向右移动。 

下面说明怎么构造图灵机来识别非正则集合 . 

例 3 求识别集合 | 力>1}的图灵机。 

解 为构造这样图灵机，我们使用辅助带符号 M 作为标记。令 V =(0 t 1}， I ={ 0 , 1, M , 
B }, 我们希望只识别 V 中的串 p 我们还有一个终结状态图灵机依次用 M 替换串中最左边 
的0,和用 M 替换串中最右边的1,这样在带上左右移动。它能在一个终结状态终止当且仅当； 
这个串的构成是一列0后跟一列相同个数的 U 

虽然这很容易 描述， 图灵机也很容易执行，但我们想要使用的图灵机本身却有点复杂 。 标记 
M 是用来踉踪已经检査过的最左边和最右边的符号，所用的五元组是：（的，0, M ， i ?), 

^ 0, si 9 0, R) t {si $ 1 ? si f 1 ^ jR). ($i ^ Mt s 2 si Mf L) in (u * Bt S 2 * ， ( 句， 1- 

53 ，，乙 ）， (.r lj ss f Lj ') ， C J3 ， Q ，， 0 ， Jj ) ， C 53 ， JVf ， S5 ， iW ， J2 （ J4 ， 0 ， S4* 0, 
L ), “ 4 , … M , R ), { s 5 , M 9 56 , M , R ), 例如，当机器从开始一直运行到停机时，串 

⑻0111 将依次变成 M 00111， M 0011 M , MM 0 I 1 M , MM 01 MM , MMMliWM , (注 

意，此串不是根据图灵机的操作步骤变化的。） 

解释这个图灵机的动作和它为什么能识别集合 {01 n 丨将留给读者作为练七（本节末的 
练习 13), ■ 

可以证明：一个集合能被图灵机识别当且仅当它是0型文法生成的集合，即短语结构文法生 
成的集合。这里略去它的证明， 

VI . 5. 4 用图 灵机计 算函数 

图灵机可以看作是能求部分函数的值的计算机。为理解这一点，假设给定输人幸 Z 时图灵 
机丁能够停机，且停机时，串 y 在它的带上。因此可以定义了 7’的定义域是使 了能停 



650 


第 n 章 


机的串构成的集合，对于输人 I ，若 T 不停机，则 T (1) 没有定义。将图灵机看成计算串的函数 
值的机器是有用的_但怎么用图灵机来计算定义在整数、整数对或整数三元组等上的函数呢？ 

为将图灵机看作是计算 * 元菲负整数集合到非负整数集合的函数（这样的函数称为数论&教） 
的计算机，需要找到在带上表示 A 元整数的方法0为此，我们使用整数的_元表示，即将非负整 
数 n 表示成有 H + 1 个1 的串。 例如，0被表示成串1, 5被表示成串 H 1 HK 为表示6元组（叫， 
町,叫），我们先写 W +1 个1,后面跟一个星号，再跟712 + 1个 1. 再跟一个星号，等等， 
以叫 + 1个1结尾。例如，四元组（2, 0， 1. 3) 可以表示成串111 * i * ]1 * 1111, 


现在能将图灵机看成计算一系列数论函数了，…，芥，"％函数 P 是根据: r 在6元整 
数组上的动作定义的，当然， A 元整数组被表示成用星号隔开的一些一元表示 p 
例4构造一个图灵机将两个非负整数相加。 

解霈要构造图灵 机来汁 算函数/(⑴，^) = «1 fl 元素对 （ m . 叱> 被表币成这样的串： 
先是 m + 1 个]，后面跟一个星号，再跟町十1个 U 机器 T 应以这个串作为输人，并在带上产 
生 m + 个1作为输出，实现这个任务的一个方法如下=机器从输人串最左边的1开始运 

中* 


行，执行去掉这个 1 的步骤。 若叩 = o , 则停机，此时，星号之前已没有 I 了^在剩 r 的 
以最左边的1替换星号，然后停机。下列五元组能做到这一点！ （处， 1， a ， e ， （5〗 

幻， B , R ), , 1 ， i 2， 召，允），（衫， 1 * S 2 t If if ) i (^2 t ^ * 53 t If R ) & 


不幸的是，即使是相对简单的函数，要构造图灵机来汁算它也是极为费力的 . 例如，在许多 
书中都有计算两个非负整数乘积的图灵机 # 此图灵机有 31 个五元钽和 11 个状态，如果构造汁算 
相对简单的函数的图灵机都是挑战性的，那么我们对构造更加复杂闲数的图灵机还有什么指望 
呢？简化这个问题的一个方法是使用多带图灵机（它同时使用不止一个带子），并给出构造 复合函 
数的多带图灵机的方法。可以证明；对任何多带图灵机 * 存在一个单带图灵机，使得他们能做完 


幽 


全相同的事情 D 

L 1 可由图灵机计算的函数称为可计見的。可以很直接地证明：存在不是可计箅的数论 
函数，但要实际给出这样一个闲数却不容易6在本节末尾的练习23中，其导语定义 
了一个忙碌海狸 甚教， 这是一个不可计算函数。证明 忙碌海 狸函数是不可计算的一种方法是证 
明它比任何可计算函数都增长得快（见练习 24)。 


11.5-5 不同类型的图灵机 


图灵机的定义有许多变种 . 可用很多方法来扩展图灵机的能力，例如，可以允许图灵机在一 
步中左称、右移或根本 不动； 允许图灵机操作多个带子，《个带的图灵机可以用 （2 + 3 W 元组来 
描述；允许带是二维的，即在每一步可以上下左右移动，而不像在一维带上那样只向左或右移 
动；还可以允许有多个带头，它们能同时读不同的方格，还有，可以允许图灵机是非确定的.即 
允许（状态，带符兮）对作为头两个元素出现在图灵机的多个五元 组中。 也可以用多种方法来削减 
图灵机的能力。例如，可以限制带只在_个方向是无限的 I 可以限制带字母表只有两个符号。图 
灵机的所有这些变种都己被详细地研究， 

重要的是；不管使用哪个变种图灵机，或使用变种图灵机的哪个组合，都决不会增加或减少 
机器的能力。这些变种的任何_个能做的事，本节定义的图灵机都能做到，反之亦然。这些变种 
之所以还有用，是因为：有些时候，在做某些特殊任务时，使用它们比只使用定义1定义的图灵 
机容易得多，它们永远不会扩展机器的能力。 


11. 5. 6 


丘奇-图灵论题 



图灵机还是相对简单的^它只能有有限多个状态 * 每一次它们只能在一维带上读或 
写一个符号。但结果表明，图灵机是极其强大的，我们已经看到，可以构造图灵机来 
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执行数的加法和乘法。对于能够用一个箕法计算的特殊函数，虽然很难实际构造图灵机来计算 
它们，但这样的图灵机总是能够找到的。这也正是图灵发现这种机器的目的. 

丘 奇-图灵论题 是说：对 f 任何可用有效算法来解的问题，都存在解该问题的囝灵机。可以 
用大量的证据来说明丘奇-图灵论题，但它还是被称为是论题，而不是定理，这是因为：有效算 
法说明的可 解性概 念是非形式的且不严格的，相反，图灵机定义的可解性概念是形式的且是严 
格的，当然，对于任何问题，只要它能够用带有用某个语言写成的程序的计算机来解，即使使用 
了无限多的存储，都应该被认为是有效可解的 

人们发明了许多形式理论来刻画有效可计算性概念，其中有图灵的理论、丘奇©的 A 演箅以 
及克莱因和波斯特 （ Post ) 提出的理论。这些理论表面上看起来十分不同.但令人惊奇的是*它们 
都是等价的，因为可以证明它们定义了完全相同的函数类。由此逝据可以看出，图灵的思想虽然 
是在现代计算机的发明之前形成的，但确实描述了计算机最根本的能力^ 

练习 


I ,设 T 是 F 列五元组定义的阁灵机 ： （ s 0 _ 0, Jp 1, J ?)， 1, s t , 0, R >. ( 知， 0, 尺）， （ s[ ， 
0, 1, Lh 1，•心 （K /?)， U l+ 幻，0， L ) p 对于下列初始带，判断 r 停机时的最终带。 

假设 r 从初始位置开始执行。 


a) … | B 

B 

0 

0 1 ] 

H 

B 



b) … B 

R 

1 

0 1 

B 

B 

B 



C) … | B B 1 | 1 B 

0 

rxi 

… 


d) 二 * 二 ]__1_ 

B 

B 

B \ B 

B 

B H 

■ 


2. 设了 是下列五元组定义的图灵机： （ 私，0, 0 T K )， （知， 1 T G , L ), ( so ， 1， K ), ( 5l . 
0 ，1， K )， 1, , 1, J ?), < s ST 知，0, R ), (5^ 0 T R } 0 对于下列初始带.判断 

丁停机时的最终带 6 假设 T 从初始位置开始执行 s 


a ) … 

J 3 

B 

0 

1 

' m o "" 

1 

B 

B 

■ 零 


b) … 

B 1 

B 

1 

1 

1 

B 

B 

'： B 

嚅參 》 


c) … 

B 

! B 

0 

0 

B 

0 

■ o m 

I -4# 


d ) … 

B 

B 

B 

B 

B 

B 

J 3 B i 


3 * 对于由五 _/l 组（私》 0 ， 0 ，， （ 知 ，1 * ， 0 ， J ?) ， (, 5 (> ? £J + t t J?)，(jit 0 T 0 ^ R)，(jj f 

U 私， 1 ， K ) 和 U , E , 描述的囝灵机，铪定一个二进位串输人，它能做什么？ 

4■对于由五 /C 组 （ 知，0， B ， ！?）， ( 1 1? j \ ^ 1 ? J ?) t O ]， 0，&，0， O " 1， It 兄） t (方 2 ， 
0, s ： t 0 t R )， ( s 2 1 K ^3 , 0 t L ), (衫， 0 t 0， jRV 和 （〜 1 ， ^ s 0， jR ) 描述的阁灵机 ， 给定 一 个 
二进位串输人，它能做什么？ 

5 . 构造一个带符号为 0 、 I 和 U 的图灵机， 它 将带上第一个0替換为 K 而其余符号保持不变 n 


0 “有效可_”在有些#考书中又称为“能行 可解' ——译者注 

® 丘奇 （ AU » U * awirdh , 1 WW - I 9 SS ) 丘奇出生于华盛頓特区，曾在哥廷根跟随希尔伯特学习 * 后来转 
到 M 姆斯特丹*从1927年到1967年.他执教 T 普林斯顿大学，1967 年调到 加州大学洛杉矶分校 
fUCLA ) ,丘奇是符号逻辑学会 （AswciWon of Symbolic Logic ) 的创始人之一 . 他对可计算性理论作出 T 实质性的贡 * JL 
其中包括对 ㈣ 定问埋的解、 A 演算的发明，以及对现今称为丘奇 - ffi 灵论鹿的 陈述， 克莱因和图灵都是丘奇的学生。他 
在90岁生 0 fi ■还在发表文阜。 
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6_构造一个带符号为 tK 1和 fJ 的图灵机+对于给定的二进制输人串，它将带上所有0替换为而所有的 
1保持不变 & 

7. 构造一个带符号为0、1和 B 的罔灵机1对于给定的二进制输人串，它将带上 a 左边的1以外的所有1 
替换为0,而其余符号保持不变 u 

8* 构造一个带符号为0、1和 B 的图灵机，对于给定的二进制输人串，它将带上首先出现的两个连续的1 
替换为0,而其余符号保持不变。 

9. 构造一个罔灵机，它识别的集合是所有以0结尾的二进制串组成的集合9 

10. 构造一个围灵机，它识别的集合是所有至少包含两个1的二进制串组成的集合。 

11. 构造一个麵灵机，它识别的集合是所有包含偶数个1的二进制串组成的集合 & 

12. 对于例3 中的罔 灵机，若从下列毎个串开始运行 • 写出其每一步的带内容。 

a )00 ll b ) 00011 c ) 101100 d ) 0001 11 

13. 例 3 中的闬灵机 识别一 个串当且仅当此串具有形式(其中 n 是一个正整数），试说明原因， 

*14, 构造识别集合 | 的图灵机， 

*15 -构造识别集合彳0"?2"| n >0} 的图灵机。 

16. 构造一个图灵机计算函数 /( n > = n + 2. 其中 n 是非负整数。 

17. 构造…个囝灵机计算函数：当时, f ( n ) = n - Z , 当 n = 0， 1，2时， = 其中《是非负 

整数 + 

18. 构造一个阁灵机计算函数 /( w)=n mod 3, 

19. 构造~个罔灵机计算下列函数；当 h >5 时. / Cn ) = 3; 当 n = 0 t 1，2, 3或4时 ， = 

20- 构造一个图灵机计算下列函数： 对于 所有非负整数 m 和〜， 

^21_构造一个闬灵机计算下列 函数： 对于所有非负整数 A 和々， / U ]， n 2 ) = 111111(11!，?i 5 } 

22. 构造一个阁灵机汁算下列函数；对于所有非负整数〜和〜， fin ” n 2 )^ n ^ n z + U 

设 BU ) 是具有个状态且宇母表为 U ， 卽的图灵机从空白带开始运行后在带上所能打印的1的 S 大 
个数 7 根据给定的值 n 确定这个问题称为忙碌海捏问題 （busy beaver problem ) , 该间题由拉多 
(Tibor Ratio ) 于1952年首先研究，现在已经知道 t 5(2)—4. fK 3) = 6， = 13。但当时， BU ) 等 
干什么还不知道。 

*23 - 通过寻找下面的图灵机来证明 B (2) 至少是 4 t 该阐灵机有两个状态，字母表是 U ， 且在停机时， 
带上有4个连续的1。 

**24. 证明函数 BU ) 不能用任何图灵机来计算，[提示！假设有一个图灵机计算二进制表示的构 
造一个图灵机： T ， 从空带开始，写下”的二进制表示，计算 BU ) 并表示成二进制数，然后将 
BU ) 从二进制表示转换为一元表示。再证明：当 n 充分大时， T 的状态个数可以小于 

导致矛盾。] 

关键术语和结果 

术语 

字母表（或词汇表）：用来构造串的元素组成的集合。 

语言；字母表上所有串构成的集合的一个 子集。 

短语结构文法 （ V , 丁， S . P ): 语言的一种描述，包括宇母表 V 、 终结符集 7\ 初始符号 S 
和产生式集 P 。 

产生式 只要语言的某个串中出现了 就可将此串中的 w 替换为 B 

un 令 W 2( 甶切 直接派生啦 >:叫是从您 i 按如下方式得到的：用产生 式将叫 中的某个串 

替换为另一个串 


£| 
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( 由 W 1 直接旅生 W 2 ) :抑是从 W1 按如下方式根到的：用一系列产生式将某些串替 
换为另一些串。 

0型 文法： 任意短语结构文法。 

1型文法 i 是一 8 种短语结构文法 t 但其产生式都具有形式加1 ^ 其中)或 

W2 = Ao 

2型（或上下文无关）文法：是 一种短 语结构文法，但其产生式都具有形式 A—ixn, 其中 A 是 
一 个非终结符。 

3型（或正则）文法：是一种短语结构文法，但其产生式的形式是 A—aB, A— ^或 S—；l, 其 
中 A, B 是非终结符， S 是初始符， a 是一个终结符 $ 

派生（或语法分析）树 t 一个带根的有序树，其根表示2型文法的初始符，内部结点表示非终 
结符，叶表示终结符，结点的儿子是产生式右边的符号，按从左到右顺序排列，同时，父亲表示 
的符号都在左边， 

巴克斯-诺尔范式：上下文无关文法的一种描述，在这种描述中，左边非终结符相同的所有 
产生式被合并成一个式子，式 f 的右边是这些产生式不同的右边，并用竖线符将其分开，用尖括 
号将非终结符括起来，符号〜被换成：：==。 

有限状态机器 （S，f, O, /, (成米利机）：一个六元组，包括状态集 S , 输人字母表 

输出字母表 O , 转移函数 /( 对每个状态与输人对 • 指派 F —个状态），输出函数 y 对每个状 

态与输人对，指派一个输出）和个初始符的， 

AB(A 和 B 的连接>:由 A 中串和 B 中串连接而成的串构成的集合。 

A* (A 的克莱因闭包)：由 A 中仟意多个串连接而成的串构成的集合。 

确定型有限状态自动机 （S， I, /，的， F): —个五元组，包括状态集 S ， 输人字母表 h 转 
移函数 /( 对每个状态与输人对，指派下一个状态>,初始符初和终结状态集 i 7 。 

非确定型有限状态自动机 （S, /， /* 扣， F ): —个五元组.包括状态集 S , 输人字母表 h 
转移函数 /( 对每个状态与输人对，指派下一个可能状态的集合），初始符 w 和终结状态集 
自动机识别的语言：将自动机从初始状态带到终结状态的输人串构成的集合。 

正则表达式：如下递归定义的表达式 5 0, A 和每个输入符号 x 都是正则表达式；当 A 和 B 
是正则表达式时， <AB), (AB) 和 A* 都是正则表达式。 

正則集合:正则表达式定义的集合$ 

困 灵机丁 =( S , h ./%和 h 由下列各部分组成的四元组 = 有限状态集 S , 包含空白符 B 的 
字母表 I , 从 SX J 到 SX/X《K, U 的一个部分函数，初始状态和。 

结果 

对每个非矻定型有限状态自动机，存在一个确定型有限状态自动机，它们识别相同的 集合。 
克莱因定理：一个集合是正则的，当且仅当它可由一个有限状态自动机来识别。 

—个集合是正则的当且仅当它可由-个正则文法生成。 

复习题 

L a) 定义短语结构文法 

bf —个串可以由短语结构文法从串 w 派生出来”的含义是什么？ 

2. a) 什么是短语结构文法生成的语言？ 

b) 设短语结构文法 G 如下=闻汇表为 { S, 0, 终结符集为了 = (0, 1}，初始符号为 S , 产生式为 S — 
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OOOS 和 S —1 E G 生成的语言是什么？ 
cO 给出生成集合 {or 丨 71=0. 1. 2,的短语结构文法， 

3. a ) 定义一个1逛文法 & b ) 给出一个是文法却不是1型文法的例子 。 

c ) 定义2型文法 # d ) 给出一个是1型文法却不是2型文法的例子。 

e ) 定 义一个 3型文法（或上下文无关文法）。 f ) 给出一个是2型文法却不是3型文法的例子. 

4- a ) 定义一个正则文法 b ) 定义一个正则语言 a 

c ) 给出一个是3型文法却不是正则文法的例子 

d ) 证明集合 {0™1 胃 | 彷 、 n = 0, 1, 2,是一个正则 语言* 

5. a ) 什么是巴克斯-诺尔范式？ b ) 选择英语的一个子集，给出其巴克斯-诺尔范式， 

6, a ) 什么 是一个 有限状态机？ 

b ) 怎么用有限状态机建立下列自动售货机的模型；它只接受15分硬币，在放人？5分之后.它发售简 
软饮料 t 

7 + a ) 什么是一个串集合的 克莱闲 闭包？ b ) 求集合 {11 0} 的克莱因闭包* 

8, a ) 定义一个有限状态自动机 。 

b >“ 一个串由一个有限状态自动机识別”的含义是什么？ 

9* a) 定义一个非确定型有限状态自动机 d 

b > 试证 5 对每个非确定型有限状态自动机， 存在一 个确定型有限状态自动机，它们识別相同的语言。 

10. a ) 定义一个集合 J 上的正则表达式集， b ) 解释怎么用 i £ 则表达式表示正则集合， 

11* 叙述克莱因定理。 

12. 试证 s —个集合可由正则文法生成当且仅当它是一个止则集合。 

13. 给出一个不能由有限状态自动机识别的集合的例子，并证明没有有限状态自动机能够识别它. 

14. 定义一个图灵机。 

15. 描述怎么用图灵机来识别集合， 

16-描述怎么用图灵机来计算数论函数。 

补充练习 


M . 求识别下列每个讲言的一个短语结构文法。 

a ) 形如户的二进制数串的集合，其中 n 是一个非负整数 u 

b) 二进制数串的集合： 萁中 0 的个数是 1 的个数的两倍 & 

c ) 形如 ti / 的二进制数串的集合 t 其中 w 是二进制数串。 

*2. 求产生集合 | ?!>(>} 的一个短语结构文法 . 

在练习3和4中， G =( V , T , S , P ) 是一个上下文无关文法，其中 S , A ， 印， T ={(，）}， S 是 
初始符号* 产生式有^ A -^ B f B ^ CA )> (), S — 夂 

构造下列串的派生树. 

a )(()) b)O(O) c ) C ( OO )) 

M , 证明 UG > 就是第 3 章补充练 3 57 的导语中定义的括号的合式串集含。 

称一个上下文无关无 法是歧义的， 如果 L ( G ) 中有一个词有两个派生，且将这两个派生看作带根的有序 
树时.产生两个不同的派生树， 

5-设文法丁 P ) 为： V ={0, S) f T -{0}, S 是初始符号，产生式有 S -4 S ， S — S 0 和 
构造 V 的两个不同派生树，从而证明 G 是歧义的。 

6, 设文法 G =( V , T ， S , P ) 为 t V = iO t S }, T - CO ), S 是初始符号，产生式有 S — OS 和 S - H )。 证明 G 
是非歧义的。 

7. 设 A 和 B 是 V 的两个有限子集，其中 V 是一个字母表，问丨 AB 丨= | BA | 肯定成立吗？ 


计算 
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S - 设 V 是 个 字母表， ii 和 c 是 V •的子集 6 通明或反驳下列谷式 。 
a)AtBUO = ABUAC b ) A ( Bf ] C )^ ABC\AC 

c )( AH ) C ^ A { HC ) d )( AU^> P = A . 

9, 设 V 是一个宇母表， A 和 K 是 V •的子 集，从^^^能否椎出 AQB ? 

10, 正则表达式 （2 n (0 LHl 2 D B 表示的 串集合 是什么（串的符号在集合 {0 T 1 T 2} 中）？ 

如下递归定义集合 J 上正则表达式的4高度 >KEh 

hi 0) =0 - f 

若 f ， 则 h (? t ) = 0; 

若 Em 私是正则表达式 ， m AC ( E 1 UE 2 )) = A <( E t E ? )) = max (/ i ( E ] ), A < E ? ))s 
若 E 是正则表达式_则 ) 二 A ( E ) + 1 d 
1 L 求下列正则表达式的星高度 = 

a)(T 】 b )^ r c )(0 - 0 l) fc tl)((<r 1 ) H ) * 

exonr xror)" <(»>■)■ (10)*)* fK((((cr p yiy 

对下列每个正则表达式_求一个表示相同进言但具有最小星岛度的正则表达式， 
a )(0 - l ->- h )< fi ( Di '0) # )* c ) Ol * LJCOI )* U I • 

13, 构造一个带输出的有限状态机，若到目前为止读到的二进制数输人串中含有4个或4个以上的1，它则 
输出1。然后再构造一个确定型有限状态自动机来识别这个集合 1 

14, 构造一个带输出的有限状态机器，若到 H 前为止读到的二进制数输人串中含有4个或4个以上连续的 
1，它则输出 U 然后再构造一个确定 ■ 有限状态自动机来识别这个集合。 

15, 构造一个带输出的有限状态机器，若到自前为止读到的二进制数输人串以4个或4个以上连续的1结 
尾，它则输出然后再构造一个确定型有限状态内动机来识别这个集合， 

1 B - 在有限状态机中，称状态/是从状态 s 可达的，如果存在输人串1使得/(^ j ：) = / 5 称状态 s 是嶙 吏的, 
若没有非空输人串 Jt 使得 / G ， 称状态^是一个沉积点，若对于任意输人串都有 / U , 

对下列状态罔所示的有限状态机，回答问题 W 到 d) a 



a) 哪呰状态是从&可达的？ 

b ) 哪些状态是从&可达的？ 

c ) 哪些状态是隱变的？ 

d ) 哪些状态是沉积点？ 

■设集合 S , J 和 O 都是有限集合，且 I S | \ I \ | CM =m 


a ) 可以构造多少个不同的有限状态机（米利机） M =( S ， f , O , /，知>(其中的初始状态知 口1 以任意 
选择）？ 

1>)可以构造多少个不同的庠尔机 f , O , /, g , 免 ）（ 其中的初始秋态如可以任意选择）？ 

*1 S . 设集合 S 和/是有限集合，且 | S 丨 \ I \ = k 9 在下列情形下，存在多少个不同的有限状态自动 
机 ( S，K 5” F >( 其中的初始状态知以及由 S 的终结状态构成的子集 F 吋以任意选 择）？ 

a ) 如果机器是确定型的。 
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b ) 如果机器是非确定型的注，这包括确定型机器 
19. 对于具有如下状态图的非确 定型自 动机，构造一个与之等价的确定型有限状态0动机。 


0 



20. 练习19中的自动机识別的语言是什么？ 

2 L 构造有限状态自动机识别下列集合； 

a )(r (ior b)(«iu iii>^ io 4 (ou i> cKooiuciivr 

*22, 求表示由 0 和 1 ai 成的下列串集合的正则表达式： 
a ) 偶数个1与奇数个0交替出现> 
h ) 包含至少2个连续的0或3个连续的 
e ) 不包含3个连续的0或2个连续的 K 
*23. 试证：若 A 是一个正則集合 t 则 A 也是 b 
*21 试证 ： 若 A 和 B 都是止则集合*则 AflJi 也是， 

*25,求识別由0和1组成的下列串集合的有限状态自动机； 

a ) 以不超过3个连续的0开始.且至少包含2个连续的1。 
b> 包含偶数多个符号，且不含 10i & 

c ) 有3个由2个或2个以上的1组成的块，且有至少2个0。 

d 用 11.4 节的练习16所给的泵引理 证明： {0。 Mem 不是止则的。 

ML 用 11.4 节的练习16所给的泵引理证明： U A I p 是素数 } 不是正则的。 

^28. 对于上下文无关语言，有与正则集合的泵引理类似的结果，设 UG) 是上下文无关语言 G 识别的语言。此 
结 果是： 存在常 M /V,如果2：是 L(G) 中的一个词 t a 则2对以写成其中 /( T^xX 

iV , l (. vx ) * 且 mt / iv>t 1 y 厲干 L (G) (i = 0 ， 1 ， 2 ， 3 _ ***) ? 用这个结果证明 i 不存在上下文无关文法 

L(G) 满足彳 0 B 1_2" I n=0 T 1, 2,… h 

V 

计算机题目 

写出具有下列输入和输出的程序。 

1.给定短语结构文法的产生式，根据乔姆斯基分类方法.判断此文法所在的类 . 

^2. 给定一个上下文无关文法的产生式和一个串，如果这个串在此文法生成的语言中，产生这个串的派 

生树。 

3. 给定一个摩尔机的状态表和一个输人串，产生此机器生成的输出串 . 

4. 给定一个米利机的状态表和一个输入串，产生此机器生成的输出串。 

5. 给定_个确定塑有限状态自动机的状态表和一个串1判断这个串能否由此自动机识別 & 

6. 给定一个非确定型有限状态自动机的状态表和一个串，判断这个串能否由此自动机识別 * 

*7. 给定一个非确定型有限状态自动机的状态表，构造_个识别相同语言的确定型有限状态自动机的状 

态表 

^8. 给定一个 F 则表达式，构造一个非确定型有限状态 H 动机识别这个表达式表示的集佥 a 
9-给定一个正则 文法. 构造-个有限状态自动机识别这个文法生成的语言1 
10. 给定一个有限状态6动机，构造一个正则文法生成这个自动机识别的语言。 
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ML 给定一个图灵机，求一个给定的输人串所产生的输出串。 

计算和研究 

用一个 计算程 序或你 E 经写出 的程序 做下列练习。 

L 如下解两个状态的忙碌海狸问题：检査所有具有两个状态且字母表为 U , 出的图灵机 。 

*2. 如下解3个状态的忙碌海狸 问题： 检査所有具有3个状态且宇母表为 U , Bi 的图灵机。 

**3. 如下求4个状态的忙碌海狸 机器： 检査所有具有两个状态 R 宁母表为彳1, Bj 的阉灵机， 

**4. 尽力解5个状态的忙碌海狸问题，进嵌越多越好。 

#5. 尽力解6个状态的忙碌海狸问题，进展越多越好 a 

写作题目 

角课本以外的资料解决下列问顯，并写成短文 D 

L 描述怎么用一个利登梅耶系统 （Udenmeyer system ) 来建立某种类型樟物的生长模型 e 利登梅耶系统用带 

产生式的文法来建立植物生长的各种不同方式的模型。 

2 . 对于各种各样的程序设计语言，如 Java , USP ， ADA 和数据库语言 SQL . 给出描述其语法的巴克斯-诺 

尔范式规则， 

3 . 解释在拼写检 S 程序中，怎么使用有限状态机。 

4. 解释在网络协议研究中，怎么使用有限状态机。 

5 . 解释在语音识別程序中，怎么使用有限状态机。 

6-解释槪念**有限状态自动机极小化' 给出一个程序来实现这个极小化. 

7, 给出细胞自动机的定义，解释它们的应用（以“生命的游戏 "(Game of Life ) 为例）。 

8, 定义下推自动机，解释怎么用下推自动机来识别集合 & 下推自动机能识别哪些的集合？给出验证你的答 
案正确性的证明槪要， 

9-定义线性有界自动机，解释怎么用线性有界自动机来识别集合 • 线性有界自动机能识别哪些的集合？给 
出验证你的答案正确性的证明概要， 

10. 査找阁灵对现称为囹灵机的机器的原始定义。他定义这样机器的动机是什么？ 

11- 描述 K 通用图灵机 VUmversal Turing Machine ) 的概念，解释怎么构造这样的机器， 

12. 解释能 够用非 确定型图灵机而不能用确定型图灵机的应用种类《 

13-证明一个阐灵机能够模拟一个非确定型两灵机的任何动作， 

14, 证明一个集合能被阁灵机识别当且仅当它能由短语结构文法生成 & 

15, 描述 A 演算的基本概念.解释怎么阁它来研究函数的可计算性6 

16+ 试证： 一个具有 m 个带的围灵机能做的任何事情，本章所定义的阁灵机也都能做 a 

17,试证：一个在两个方向都有无限带的罔灵机能做的任何事情，只在_个方向有无限带的图灵机也都 

能做。 



附录 A 指数函数和对数函数 


本附录将复习指数函数和对数函数的一些基本性质。本教材从头到尾都要用到这些性质。 
霜要对这些材料做更深人复4的学生，可以参考微积分教材或其先修教材，例如在“推荐读物”中 
提出的那些教材， 


A . 1指数函数 


设《 是- 个正整数，6是_个固定的正实数，函数轳是由 


C n) = h n = b * h * h 


m 


h 


定义的，其中等式的右边是〃个因子 6 相乘。 

由微积分理论知=可以对任意实数 j 定义函数 = 函数八 称为以6 为底的 
指数函 教。对于以6为底的指数函数，当 z 不是整数时，其函数值的求法将 略去。 

下面的定理1给出了指数函数的两个重要性质，它们及其相关性质的证明可以在微积分教科 


书中找到。 


嫌 设6是一个实数，则 
i ) h^y = b x b '\ 


iw)yn 

图 A - l 是一些指数函数的函数图。 



图 A -1 底为+、2和5的指数函数的图形 


A .2 对数函数 

设办是一个实数，旦&>1，则指数函数 V 是严格递增的（微积分证明的一个事实），且是从 
实数集到非负实数集的一个一一对应，因而就有反函数，此反函数称为以6为底的对教函教。换 
句话说，如果6是一个大于1的实数，^是一个正实数，则 

= jc 

这个函数在 X 处的值称为以6为底 J ： 的对教 & 



指教函教和对教磊教 


659 


由定义可以看出 


log^b 


定理2给出了对数的儿个重要性质 


I 定理2 


设6 是一 个大于1的实数 .则 

i ) 当 jt 和 j 都是正实数时， log & ( j ：； y > = ] og^r + logfr ： y a 

ii ) 当 j 是正实数时. [ og ^ i^y ) = ylog ^ j ： e 

证因为 logr ( jr _ y ) 是满足 = i . v 的唯一实数，所以，为证明第 1 部分，只要证明 
+ = xya 根据定理 1 的第 ] 部分.我们有 

^lo^j+log^y = fy\og h y 


= 

为证明第2部分，只要证明根据定理1的第2部分，我们有 

fr . vIog 6 Jr = (办 bg ^ r )， 

= JT~ V 

下面定理将两个不同底的对数联系在一起。 

设^和 A 是大于1的实数， I 是正实数，则 

\OgaX = lOgfr ^/ Iog ^ 

证为证明这个结果，只要证明 

h lQ K xm[o ^ a = X 

根据定理1的第2 部分， 我们有 

h [ci ^ rlo ^ a = ( b [<1 ^ a ) Lo ^ J, 

= a h K s 

— JC 

这就完成了证明。 □ 

本教材中，最常用的对数的底是2,所以我 
们用记号 logJT 来记 logs J ： , 

图 A -2 是函数 / U )= k > g X 的图形。根据定 
理3,如果底6不是2,所得的函数是 log：r 的常 
数倍，即 U / log 占） 1 og . r a 



2 


3 


4 


5 


图 A -2 对数函数 /(^) = log ^ 的阁形 


练习 

1. 将下列每个数表尕成2的乘 

a) 2 - 2 3 b) C2” 3 c) 2^^ 

2. 求下列各式的值。 

a) logi 1024 b) log^l/4 c) log 4 8 

3. 设 = > 求下列各式的值。 

a) log?x b) log ^jt c) log] t jr 

^ 4 . 设… 6 和 c 是正实数，证明 

5. 当6力下列值时,画出 /(. t )= P 的阁形 

a > 3 b ) 1/3 c ) 1 

S - 当 6 为下列值时,画出 / U )= bg # 的图形 

a) 4 b) 100 c) 1000 



附录 B 伪代码 





洲在本教材中，用英语和 伪代码 两种语言来描述算法，伪代码是过程步骤的英语描述 
和实际程序设计语言的过程说明之间的一个申间步骤。使用伪代码的优点在于它的 
简申-性和可理解性，它很容易被写出来，也容易从它产生实际的计算机代码 （用各 种各样的程序 
设计语言 h 

在这个附录中，我们描述本教材中使用的伪代码的格式和语法，这种伪代码的基本结构与 
Pascal 的非常类似，而 Pascal 是目前最广泛用于教学中的一种程序设计语言。但我们使用的伪代 
码比正式的程序设计语言要自由得多，因为许多步骤都可以使用英语来描述， 

本附录不是一个正式的学习材料，相反，应该把它当做学生的参考指南。当学生在学习课文 
中算法的描述时，或在写练习的伪代码求解时，可以使用它^ 


1过程语句 

算法的伪代码描述以语句 procedure 开始，这个语句给出算法的名称，列出输人变元和描述 
每个输人变元所具有的类型，例如，语句 


procedure rnaJ ： imum(L ；幣数列表） 

: - I ■■ _ 麵 " ■ ■— - ■ I 薩 ， ■■■■■■! I 1 — _ I '■ _ |J 

是一个算法的伪代码描述中的第一个语句，此算法的名称是它要求一列整数的 M 
大值< 

B.2 赋值语句和其他语句类型 

赋值语句是用来对变元进行賦值的 a 在賦值语句中，左边是变元名*右边是一个表达式_表 
达式中可以包含常量、已被斌值的变元和过程定义的函数，右边可以包含任何常见的算术运算 * 
本书中的伪代码还可以包含任何已经定义的运算，即使这些运算要需用实际程序设计语言中的 
许多语句才能实现 . 

赋值用符号 S = 表示0这样，賦值语句的形式为 


变元 表达式 

^ ^_ _ __1 

例如，语句『 



majc J = a 



将 a 的值赋给变元 

也可以使用如下 语句： 


列表 l 中的 a 大整数 


它将$的值罝为列表 L 中的最大整数 D 要将这个语句翻译成实际程序设计语言，可能需要不止 
一个语句 6 同时，可以用命令 
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语句 n 


begin 

语句1 
语旬2 
语句 3 


块中的所有语句按顺序执行 D 

B . 4注释 

在本书的伪代码中*以花括号括起来的语句是不执行的，这样的语句被用作注释或提示，帮 
助解释过程是怎么运行的。例如 f 可以用语句 


(: T 是 L 中的最大元素 } 

提醒读者，在过程的那个地方，文等1列表 L 中的最大元素 

B . 5条件结构 

我们将使用的最简单的条件结构是 


if 条件 then 语句 


或者 


if 条件 then 
begin 

语句块 


执行时，首先检查条件，如果它为真，则执行所给的语句。例如，在 2* 】节的算法 1( 它求一个 
整数集合的最大值>中，用条件语句来检査是否对毎个变元都成立，如果是，就将 q 的 
值賦给 max ^ 

常常要用更一般的 （条 件）结构。这种结构不仅在一种情形下（当所给的条件为真时）能够使 
用，在另一种情形下 〈条件 为假）时也能使用 。 这种结构是 


!交换 fl 和 A 

来交换 a 和匕 虽然能够将这个语句表示成多个陚值语句（见本附录的练习2)，但为简单起见, 
我们经常使用这个伪代码的简写形式。 

B .3 命令块 

吋以将许多语句分成块来执行复杂过程 D 这些块用 begiii 和 end 语句来划分，块中的所有语 
句都按相同的间隔缩进。 


-■ + + 



6S2 


附录 B 


if 条件 then 语句 1 
else 语句 2 


注意.语句1和2都可以用一个程序块来替代 s 有时候，还要用更一般形式的条件结构，这种结 
构是 


If 条件 I then 语句 I 

I else tf 条件 2 then 语句 2 | 

dse if 条件 3 Ihen 语句 3 

■ 

■i 

B 

tlse if 条件 rt then 语句 

Hse 语句 Ti — l 

L ■ ■ ■ ■ ■■ ■■ ■ ■ ■ ■■ _■_ I ■ - '• "- 1 

在使用这种结构时，若条件1为真，则执行语句〗，然后程序就退出此结构。如果条件 I 为假， 
则程序检查条件2是否为真；如是，则执行语句 h 等等。这样，如果 前面〃 一】个条件都不成 
立.但条件〃成立，则执行语句 t 最后如果条件 U 条件2、条件3、条件》都不成立，则 
执行语句〃 + U 注意 ， n + 1 个语句中的任何一个都可用一个程序块来替代 * 

B , 6 循球结构 


本书的伪代码屮，有两种循环结构，第一是 “〖 or 结构' 它的形式是 


for 变元起始值 to 

沿句 

结束值 



或 




fflr 变元：=起始值 to 

! begin 

语句块 

end 

结束值 

扪 MW ..u m■. ■—iM. -=■ 


I 

L 

_1 


循环开始时，若起始值小于或等于结束值，则将起始值赋给变元，并在变元的这个值下，执行结 
构尾部的语句。然后变元的值增加1，并在变元的这个新值下，再执行这个语句（或语句块中的 
语句）。这样一直重复下去，直至变元达到结束值。在执行这个命令之后，变元等于结束值，并 
且算法继续进行到下一个语句*如栗起始值超过结東值，循环中的任何语句都不执行^ 


下列伪代码用 “ for ” 循环结构求正整数1到 n 的和 




Jam 1 -™ 0 

for ! 5 ~ 1 Ui n 

SUtfJ " = 豸《耐 + 

1 


本书中还用 

_种更一般的 “ for ” 语句，其形式是 


for 具有某种性质的所有元索 

n 


它的含义是：对具有某种性质的所有元素，跟在它后面的语句或语句组将相继被执行。 
我们使用的第二类循环结构结构，其形式是 
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while 条件 
语句 


或 


while 条件 
begin 

语句块 

end 


在执行这个结构时，首先检查所给的条件，若为真，则执行其后而的语句，这次执行可能改变某 
些变元的值，而这些变元是条件的一部分。在这些命令执行完毕后， 若条件仍然为 则再执行 
这些语句。此过程一直执行到条件变成假为止 . 例如，可以用下列包含 “ while 的伪代码段来求整 
数1到〃 的和' 


sum 1 =0 
white #i>0 

becin . 

sum * — ju m ■ U 

I 

n i ™ ti 1 1 

end 

■ 

_^— imUi ■ ■■■■■■ -- 5 - "- - - -^ 

注意，任何 loir " 结 构都町 转换为 “ while ” 结构（见本附录结尾的练习3)，俋 “ for ” 结构更容易 
理解 e 所以，只要适合时，就优先使用 “ for ” 结构而不是对应的 “ while ” 结构。 

B .7 在过程中使用其他过程 

在一个过程内部还可以使用其他过程（或在递归程序中使用其&身） t 方法是写出这个过程 
的名称，后面再跟上此过程的输人.例如= 



将执行输人为 L 的过程 mai 。 当这个过程中的所有步骤都执行完毕后，再继续执行这个过程的 
下一个语句。 


练习 


1 . 下列两个陚值语句块的区別是什么？ 

a 

b nc 

和 

6 l=s r 
a l = b 

2 . 用賦值语句构造一个过程来交换变元 i 和^的值「所需赋値语旬的最少个数是什么？ 

3. 说明怎样用 “whUf 结构来写形式为 

frtf I 1 =起始值 to 结束值 
语句 


的循环? 




奇数练习题答案 


苐1章 

11节 

1. a ) 是* T b ) 是 ， F c ) M . T d ) 是 ， F 

e ) 不是 D 不是 g ) 是 ， T 

3, d 今天不是星期四， 

b ) 新泽西州有污染。 

c ) 2 + I 声3 0 

d ) 缅因州的夏天不热或阳光不明媚 
5. a ) 在海岸附近没发现过鲨鱼 e 

b) 在新泽两海岸游泳是允许的，并且在海岸附近发现过籩包。 

c ) 在新泽西海岸不允许游泳，或者在海岸附近发现过鲨魚。 

d > 如果在新泽西海岸游泳是允许的，那么在悔岸附近没发现过籃魚 0 

e ) 如果在海岸附近没发现过 鲨鱼. 那么在新泽西海岸游泳是允许的。 

f ) 如果在新泽西海岸不允许游泳，那么在海岸附近没发现过鲨鱼。 

g ) 在新泽西海岸允许游泳当且仅当在海岸附近没发现过貲鱼„ 

h ) 在新泽西海岸不允许游泳，并且在新泽西海岸允许游泳或者在海岸附近没发现过鲨 

7, ^} p/\q b)pA ^ q c ) ， fi f\ ， q 

d ) p\f q ^} p-^q i )( p\l q ) A ^ q ) 

9- a ) 声 b)pA — 1 殳 c ) p-^q d ) p -^ ^ q 

^} p^q Dq f\ 、 p g ) q~^p 

IL a)rA ^ p h、 ， p hqhr ^ p ) 

d ) ，分八 ， p f\r e)(g +( ， r f \ "» p ) ) A ， r h ， f)(p A +7 

13, (假） b ) Tnie (真） c ) Tr 此（真） d ) Tme (真） 

e > True (真) DTme (真） g ) Fdse (假） h ) True (真） 

15. a ) 同或 ； 如果你学过微积分或计算机科学，或两者都学过*就蚵以选修离散数学.异或；如果你学过 
微积分或计算机科学，但并非两者都学过，就可以选修离散数学 。 这里很可能想表示的是同或 d 

b ) 同或，你可以拿回扣，也可以得低息贷款，你也可以既拿回扣又得低息贷款.异或：你可以拿回扣， 
也可以得低息贷款，但不能既拿回扣，又得低息贷款。这里很可能想表示的是 异或， 

c > 同或： 你可以从 A 列选两项，不选 B 列；你也可以不选 A 列而从 B 列选三项！你还可以共选五项 f 
包括 A 列两项和 B 列三项 . 异或：你可以从 A 列选两项，也可以从 B 列选三项，但不能都选。 这黾 
很可能想表示的是异或^ 

d ) 同或： 2英尺多的雪或冷风零下】00度（华氏 > T 或两者均具备，学校将停课异2英尺多的雪或 
冷风零下100度，但并非两若均具备，学校将停课 D 这里很可能想表示的是同或 s 
17. a ) 东 北风吹 就下雪 . 

b> 温暖若能持续一周，苹果树就会开花， 

c ) 若活塞队茈得冠军，那么他们打败了湖人队 . 

d ) 如果你登上了朗峰顶.那你必定已走了 S 英黾 （1 英黾公里 


奇教链习趨答案 


665 


e ) 如果你世界闻名，就能做终身教授. 

f) 如果你驾车組过 400 英里，就得买汽油了， 

g ) 如果你的保修单有效，你购买 CD 机必定还不足90天6 
19. a ) 当且仅当外边榧热时你才能买冰激淋卷 B 

b ) 当且仅当你手持唯一的胜券时才能贏得比赛。 
t ) 当且仅当你有关系时才会得到提拔 B 
d > 当且仅当你看电视时思想才会衰退 & 
e ) 当且仅当我乘坐火车的日子，它才会晚点。 

21, a ) 逆命题1 “只有今天下雪，我明天才去滑雪，遒否龠题；"如果我明天不滑雪，那么今天一定没有下 
雪，否 命题： “如果今天不下雪，那么我明天不滑锈， 
b ) 逆命题 F “如果我今夭来上课 • 就会有渊验，逆否命題 t 44 如果我今天不来上课，就不会有测验，否 
命驄： “如果不会有测验，我就不来上课， 

0逆命題=“如果 个 正整数没有1和它自身以外的因数，它就是素数。”逆否命题 r “如果一个正整数 
有既不是1又不是它自己的■数，它不是素数，否命题："如果一个正整数不是素数，那它有1和它 
自身以外的因数， 
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奇數练习题答案 


、 h )、 c ), d ) 和 D 有如下衷 


f A V P /\ g) (pV ^>©f p A q) P0 


^■■■H|H||! 




户一 ►g) A ( 一 1 p^q) (p^Q^ V i 


i«h— qaayaiMMHBa 

BiBl—— 

■ ■■ 


ij) V ( ， p 


wv ( 
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(续） 





F 

F 

T 

F 

F 

T 

F 

T 

F 

T 

T 

T 

T 

F 

F 

T 

F 

F 

T 

丁 

T 


33. a ) 按位或是 lil 1111；按位并是 000 0000; 按位异或（按位加）是 111 1111, 
b ) 按位或是 mi loiOi 按位并是 itno oooo ; 按位异或（按位加）是 010 〗 loio , 

C ) 按位或是10 0111 1001；按位并是00 010 G 0000:按位异或(按 位加) 是10 0011 1001 e 
d ) 按位或是 11 nil 1111 ;按位并是 00 0000 0000 ;按位异或（按位加）是 ii mi mu 
35. 0- 2，0, 6 

37, 0. 8, 0. 6 R 

39. a ) 第 99 条语句为真, 其余语句为假。 

b ) 语句 1 至 50 均为真，语句 51 至 99 均为假 & 

c ) 这不可能发生 T 这是个悖论 & 

41„«如果我问你右边的路是否通向废墟，你会说是吗 ？ w 

43* b)y A p c ) q—^p d ) ^ q -^ ^ p 

45. 不一致 4 
47, ~致 

49. NEW AMD JERSEY AND BEACHES, (JERSEY AND BEACHES)NOT NEW 
51. A 是武士， B 是流氓， 

53* A 是武士且是武士 a 
55* A 是流氓， J ? 是武士， 

5?. 按薪水减少的顺序 ； 傅 雷德、麦吉、杰尼斯 t 

59. 侦探可以断定男管家和厨师说谎，但不能判断究竞是园丁还是杂役说真话， 

61. 日本人养斑马_據威人喝矿泉水。 

1.2 节 

I . 等价关系由下表中相应两列的一致推出* 


P 

P A T 

pVF 

pAF 

p\fT 

PV p 

MP 

T 

T 

T 

F 

T ' 

T 

T 

¥ 

F 

F 

F 

T 

F 

F 


3, a) b) 

f> q pVq q\l p P q PM 
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5 * 



■Of 

■ 

■ 


^ A (gV 



ip (p f\r) 




T 

T 

T 

T | 

T 



H: 

i T 

T 

i t 

F 

T 

H9 

n 


T 

丁 

F 

T 

T 

T 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

T 

丁 

T 

F 

F 

F 

F 

F 

T 

F 

丁 

F 

: F | 

F 

F 

F 

F 

T 

T 

F 

F : 

F 

, F 

F 

F 

F 

F 

F ， 

F 

F 

F 


a) b) 


P 



i 

: (pAq)^P 

T 

T 

T 

T 

T 

F 

F 1 

T 

F 

T 

F 

T 

F 

F 

F 

! r 


P <i 


q) 

T T 

T 

T 

T F 

T 

T 

F T 

i 

T 

T 

F F 

F 

i_i_ 



d) 


P Q 

P Aq 


ip h q)-^(p^g) 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

F 

F 

F 

: T 

F 

T 

F 

T 

i 

T 

F 

F 

F 

T 

T 


e ) 


P 

H 

PI 

i (p，) 

， <p-^q)^p 

T 

T 

T 

F 

T 

T 

F 

F 

T 

T 

F 

T 

T 

F 

T 

F 

F 

丁 

_ : 

F 

T 


f) 


P 穿 


， （ p—q) 



T T 

T 

F 

F 

T 

T F 

F 

j 

T 

T 

T 

F T 

T 

F 

F 

1 T 

F F 

I 

F 

T 

丁 


9. 对每种情况都证明只要前提成立，结论就成立。 

h ) 如果前题 pA g 成真，那么根据合取的定义，结论 P 必为真 。 

b) 如果前题 p 成真.根据折取的定义*结论也为 

c ) 如果前题，> 成真，亦即 P 为假，那么结论9为莨。 

4) 如果前题 fAg 为矣，那么 f 和^均为真 * 所以结论户为真。 

e ) 如果前题为真,那么声 — g 为假，所以 f 为真（同时 9 为假 h 

f) 如果前题，为真，那么为假*所以夕为真而 g 为假。 N 而结论 qg 为真 。 

1 L a ) 如果 p 为真，那么 PV (户 Ag ) 为真，因为折取中第一项为真，另一方面，如果夕为假，那么 pAg 为 
假，所以/也为假4由干 P 和 pV ( pAg ) 总是有同样的真值，它们等价。 
b ) 如果 p 为假，那么 pA ( J > Vs ) 也为假，因为合取中第一项为假 a 另一 方面，如果 P 为真 f 那么由于 
为真，所以合取的两项均为真.由于/>和 p A ( pVW 总是有同样的真值，它们等价。 


p q p P\q p\/ (pAq) fi V q p g) 
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13 # 难一能使这一蕴含关系为假的情况是为真而 ip 为假，由〜/>为假知 p 必为真，由 igA 
( p ^ q ) :^ r k - ^ 知必为具 f 从而 g 为假*由 p 为真知夕必为假，而这是不可能的。 

15* 这些命题不可 能逻辑 等价，因力当 P 、 g 和 r 全为 假时， （ p —也为假，但 ( g _ r ) 为真 g 

17,命题为真当且仅当和 g 有同样的真值，也就是夕和 g 有不同的真值，类似地* P 一 q 在免 
仝同样的惰况下为真。所以这两个表达式逻辑等价， 

19. 命题， （/ h - 9 ) 为真当 R 仅当/为假，即 p 和有不同的處值 t 由于这恰恰就是， p « g 为真的情况， 
所以这两个表达式逻辑等价。 

2 L 为了使 （ p - r ) A ( g — r ) 为假 f 两个蘊含式之_必为假，当 r 为假且 p 和 g 至 少有一 个为真时怡会发生这 
种情况。但这种情形下 pVq 为真且 r 为假*当 — r 为假时满足条件*由于两个命题恰在相同情 
形下为假，因此它们逻辑等价 D 

23.为了使为假，两个蕴含式都必须为假.当 r 为假和^都为真时恰会发生这种情况, 
但这种情形下 p /\? 为真且 r 为假，当 （ p /\ 9 )— r 为假时满足条件。由于两个命题恰在相同情彤下为假 f 
因此它们逻辑等价 . 

25, 这一 事实在 L 1节中定义双蕴含时已看到过，当 f 和^有相同的真值时两边都为真 . 

TL 当/|和<?有相反的真值时两边恰好都为真 . 

29. 见下表 * 最后一列全为 T \ 


P 




T 



F 

F 

F 

F 



P 一 Q 



T 

T 

! T 

丁 

F 

F 

F 

T 

F 

F 

T 

F 

T 

T 

T 

T 

F 

F 

1 T 

T 

I 

| T 

T 

T 



ip^q) A 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

T 


3 L 如果取两次对偶，那么每个 V 先变成 A , 又变回 V # 每个 A 先变成 V ，又变回 A * 每个 T 先变为 Ft 再 
变回 T t 每个 f 先变为1%再变回 I 因此 

33-令户和 g 为只含运算符 A 、 V 和，，以及 T 和 F 的等价复合命题，注怠， p 和， g 也等价，反复用德濘 
根定律尽可能把这些复合命题中推进，同时改 V 为 A , 改 AAV , 改 T 为 F , 改 FST fl 这样能证明 
1/>和与，和 f 是一样的，只是其中的原子命题被它的非命题所代替 g 由此可断定 〆 和 〆 也等 
价*因为，和， g 等价。 

35. (pAqA ^ r)\J (p A ^ 9 A r) V ( ^ pAqAr) 

37. 对给定的复合命题 p , 构 遍其真 值表，然后用析取范式写下一个逻辑等价于 P 的命题 a . 由于 g 只涉及 
' A 和 V ，这就证明了这三个运算符构成一个功能完全集， 

39. 根据练习27， 给定一个 U 合命题 我们可以写出 二个只 含”、 A 和 V ， 且与 f 逻辑等价的命越9,根 
据德摩根定律 ， 我们可以用 ，久 V - Pz V - V 1 仏）取代(九 A^A-Ap n )t 从而消 去所有 A , 

41,在 p 或？或两者均为假时， ，（ pAqH 当户和 g 均为處时， ""（ PAW 为假 * 由于这就是户 U 的定 
义，所以这两个复合命题逻辑等价， 

43. 在/>和9均为假时为真，否则为假。由于这是；的定义，两者逻辑等价 • 

45, i ( p \ p ) I g ) 4 (( p | p ) I (?) 

47. 从真值表或 p I 7 的定义可直接得出结论 。 

49, 16 

51- 若数据库是打开的，那么或者系统置于初始状态，或者监督程序置于关闭状态 + 

53-全部9个。 

55.要判断1是否为永真式，将判断可满足性的算法应用于如果算法表明 if 是可满足的*则 p 〖知 r 不 
是永真式；如果算法称 nr 不是可满足的 * 则 r 是永真式^ 
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L 3 节 




La) 丁 

b)T 

c)F 


3. a>T 

b)F 

e)F 

d)F 


5, a ) 有个学生除周末外每天都花5个多小时在课赍上。 

1>)所有学生除周末外每天都花5个多小时在课堂 J 二 
e ) 有个学生并非除周末外每天都花5个多小时在课堂上. 

d ) 没有学生除周末外每天都花5个多小时在课堂上. 

7, a ) 每个喜剧演员都很有趣。 

Ij ) 每个人都是有趣的喜剧演 SK 

e) 存在某个人，若她或他是苒剧演员，那么她或他很有趣。 
d ) —些喜剧湞员很有趣 s 


9. a) 3 x(PCx) AQCx)) b) 3x(P(x) A ” QU)) 

c) xCPCx) VQ(-r)) 

d) Vx^<P(j ：) VQ(x)) 

1L a)T 

b)T 

c)F d)F 

e)T f)F 


13« a)True 

b)True 

c)True 

d)True 


15. a)Tru^ 

b) False 

c) 1 rue 

dDFaise 



17- a)F(O) V F(l) V FC2) V P(3) V Pt4) b)PC0> A F( D A F(2) A P<3) AP(4) 

c )， P (0) V ，尸 U ) V ， P (2) V - PC 3) V ， F (4) d )^ P ( O ) A ^ P ( l ) A ^ F (2) A ^ P (3) A ^ P ( i ) 

e > ^( P (0> V P ( l ) V FC 2) V P (3) V F (4)> f ) ’ （ P (0) A P ( l > A P (2) A P (3> A P (4>) 

19. a ) F ( l ) V F (2) V F (3) V P (4> V P (5> b)PCl ) A Pm A PC 3) A P <4) A P <5) 

c ) - < PC 1) V F <2) V i ^ O ) V P (4) V F (5)) d ) ^ ( P ( l ) A P (£) A P (3) A PC 4) A F (5)> 

eKPCl ) AP (2) AP (4) APC 5)) V (^ P(U VV ， P (3) V ， P (4) V ^ P ( S )) 

21, 令 CCt ) 为命題函数 4 在你的班上' 

a ) 彐 jtHU ) 和 3 jKCU ) AHU )), 其中会说印地语' 

b ) VjtFU ) 和 V 工 《 Xr )-^ FU )>， 其中 FU ) 是\ 很友好' 

c ) 3 x ^ BU )#3 MCU)A 其中 K (工)是 4 ^出生在加利福尼亚' 

d) 3 jMU) 和彐 x(CXx) AMU>), 其中 MU) 是 “x 曾演过电影' 

e ) 和 V _ r ( CU >— 其中 LU ) 是1 t 过逻辑编程课程' 

23-令/为 S 是完美的 FU ) 为\是你的明友、论域为所有人 

a ) V 11 P ( x ) b ) V c ) V 

d ) 3 x ( FU ) APfr )), 假定这意昧者 w 至少有一个 w 你的朋友是完美的， 

e) Vx(F{^) AP(^»^C VjrF(jr)) A( Vj ： F(t)) 

1)( V ^ ^ Ftt)) V C3 jc - F(x)) 

25. 令 VU ) 为命题函数， i 在你的学校或班上 

d 如果我们令 VU 》 为 V 住在 越南' 则我们有 3 rVO ：)( 如果论域只是你的校友），或者是 3 x ( y(dA 
V (： t >) (如 果论域是所有人），如果令 DU , y ) 表示某人 I 住在 H 家 > 則可以重写后者为 3 dYU ：)/\ 
DU , 越南 ）） u 

b ) 如果令 HU ) 为1会说印地语' 则我们有 3: r ， H ( i )( 论域是你的校友），或者是八 

论域是所有人）。如果令 S ( t , W 表示某人工会说语言则可以重写后者为 3 Ky(WA 
， S ( x ， 印 地语 ） h 

c ) 如果令 JU ), PQ ) 和 CU ) 为命题函数，分别表示 2 会如 va . £^〗<^和0++4则有 3^( JU)A 
P &) AC ( d ) (如果论域是你校友），或者有 A /(： t ) APU 〕 ACU >)( 如果论域是所有人）, 
如果今 ICU , W 表示某人 J 会编程语言 y , 则可以重写后者为 3 jtO " (: t ) AK ( x , Java ) AKU , Prolog ) A 
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K ( j： t C ++))。 

d ) 如果令 ru ) 为^喜欢泰网食物' 则我们有 ViTOcX 如果论域是你的同班同学） t 或者有 

丁 U )) (如果论域是所有人 ） a 如果令 3(^ 30衷示某人 X 喜欢类铟 y 的食物，则可以重写后者为 
V xiYCx ' i-^Eixy 泰国 ））《 

e ) 如果令 HU ) 为4打曲棍球' 则我们有3 X ， HUM 如果论域是你的同班同学>，或者有 3 x ( YU ) 八 
，汀(工））（如果论域是所有人 h 如果令 PCr # : y ) 表示某人1現游戏 > 则可以重写后者为 3^ r (7 U )/\ 
^ P ( x , 曲棍球 ））， 

27,令 TXj ：) 表示 T 是永真式 t C ( x ) 表示 x 是矛盾 

a ) B jtT(jt) 

b ) Vx ( C ( x >^ T ( - x )> 

c) 彐 j ： 3 ； y( ， T(i) A "■ C( j) A ^ TC j) A ^ C(y) A T(x V ^)> 

d ) V i V yiiTii ) A T (>))-^ T(jcA y )) 

29, a ) QC 0 T 0, 0) AQ <0 T 1, 0) b ) Q (0, 1, l ) VQ ( l , h UV <?(2, U l ) 

c )^ QiO , 0, 0) V 0. J ) d )- Q (0, 0, 1) V 、 Q (1, t) s i ) V ， Q (2» 0, 1) 

31, 令丁 U ) 为谓词表示 i 会学习新技巧，论域为年老的狗。原命题为 3 iT ( x > t 否定为 w 没 

有年老的狗会学习新的技巧' 

b ) 令 C ( d 为谓词，表示 I 会微积分，论域为兔子.原命题为 ^3 iCU >， 否定为 3 xCU ): “有 一只兔 
子会微积分' 

c ) 令 FU ) 为谓词,表示 I 会飞+论域为鸟类，原命题为 VtFU ), 否定为 3 i ， FU ): “有一只鸟不 

会飞' ' 

d ) 令 TU ) 为谓词，表示^会 说话、 论域为枸.原命题为，否定为 3 zTU ): "有〜 只狗会 
说话' 

幻令 FU) 和 J ? (: r) 为谓词，分别表示： r 会法语和俄语，论域为班上的人。原命 题为， 3 j ( F ( x ) A 

否定为 3 ARU>)i u 班上有人会法语和俄语' 

33, a ) 没有反例 b)^o = 0 c ). r ^2 

35, a ) Vx (( F(Xf 25 000) VSC ^, 25))-^ E ( jr )) f 箕中£&)是“某人 t 在特定的年份中是高贵乘客' FU ， y ) 
是在特定的年份飞行里程超过 j 英里' SU ， 是％在特定年份坐飞机超过; y 次' 

b ) ¥ x ( C ( MCx ) ATU , 3» V C - MCx ) ATCx , 3, 5)))-- Q (^)), 其中 Q ( z ) 是 4 *某人 x 有资格参加马拉 
松”， MOl ) 是、是 男人' TU , W 是跑马拉松的时间不起过 y 小时' 

c ) M —(( HC 60) V ( H (45) AT )) A VyG ( B t y)) t 其中 M 是命 M ** 学生取得硕士学位”， HU ) 是“学生 
至少修过^个学分”， T 是命题“学生写了论文' GOr * W 是“学生在课程 y 上的成绩为 z 或更高' 

d ) 3 jc (( T ( x * 21) A G(xt 4.0))， 其中 TXjt - jO 是“某人 x 修了 多于 ； y 个学分' GO , p ) 是获得 / 
平均为 P 的成绩' 

37. a ) 如果某台打印机不能提供眼务 E 很忙，则一些作业丢失了 & 

b ) 如果每台打印机都很忙，则有作业在臥列中 . 

c) 如果有作业在队列中且丟失了，则一些打印机不能揭供菔务。 

d ) 如果每台打印机都很忙且每个作业都在队列中，则一些作业丢失了。 

39, a)C 10))—3 j ： SU >， 其中 FU ， y ) 是 “磁盘 j 有多于 jkB 的空闲空间 w , SU ) 是“邮件 消息： 

可以被保存' 

b ) < 3 ^ A ( x ) V xCQ ( x )^ T < x )) , 其中 A < z ) 是“报警 i 是主 动的' QU ) 是 “消息 z 被排队' T ( x ) 
是“消息 I 被传送' ■ 

c > 关主控制台其中 TU ) 是 4 诊断监控器跟综系统 I 的状态' 

其中 LQ ) 是“电话会议的主叫方将参与者 I 放到特殊列表中' BU ) 是“参与 

者^要支付费用' 
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4 L 并不总是 如此。 

43, I 论域中至少有一个值使 PU 〉 和中至少一个成真时，两个语句均为真。 

45 - a ) 若 A 为真，两边都逻辑等价于 VJ ： Pb )。 若 A 为假, 左边显然为假，此外，对每个： c ， PU^/\A ^ 
假，所以右边为假，因此两边逻辑等价， 

b ) 若 A 为真，两边均逻辑等价于若 A 为假，左边显然为假 . 此外，对每个^ PCWAA 为 
假，所以 3 x ( PU ) AA ) 为假，因此两边逻辑等价 4 

47-为证明不是逻辑等价 * 令 P ( i ) 为语句为正' QU ) 为语句为负"，论域为整数集合 * 于是 
3 xPCx ) A 3 jtQU ) 为真，但 AQU )) 为假。 

49 - a)True 

b ) False , 除非论域只含一个元素， 

c ) True 

51, a)Yes b)No c ) juana，kiko 

d ) math 273. cs 30 l e ) juana，kiko 

53. siblingCXj f ) : - mother ( M t X ), mother ( M * Y ), father(Fi X) t father ( F ? Y ) 

55, a ) V J ：( P (^)— b ) V j ( Q ( x )^ i ?(^)) c ) V jc ( PU )—， 及 U )) 

d ) 不能推出。有 pJ 能有爱虚荣的教授，因为前提并没有排除尤知者以外爱虚荣的人。 

57 + a > V -■ Q ( x )> b ) V S ( x )) c ) V ， Q ( j ：)~^ S ( jt )) 

d ) Vx ( F ( x )^- R ( j ：)) 

e ) 可以推出 s 假设 t 是婴儿，则由第一个前提， I 行为不合逻辑，因此由第三个前提* I 被人轻视。第 
二个前提说如果2能管理鳄鱼，1就不会被人轻视，因此， T 不能管理鳄鱼 d 

节 

1. a ) 对每个实数 I ,存在实数 > 使得: r 小于 

b > 对每个实数 I 和实数如果: c 和. V 都是非负的，则它们的积是非负的 . 
c > 对每个实数 j 和实数 y 存在实数 i 使得 — t 
3. a ) 班上的某个学生已经给班上的另一个学生发送了消息， 
b ) 班上的某个学生已经给班上的每个学生都发送了消息， 
d 班上的每个学生已经给班上的至少一个学生发送了 消息。 

d ) 班上有某个学生己经被班上的每个学生都发送了消息。 

■ 

e ) 班上的每个学生已经被班上的至少一个学生发送了消息。 

f ) 班上的每个 学生已 经给班上的每+学生都发送了消息 * 

5+ a)Sarah Smith 已经访问过 www . att * com 0 

b ) 至少有一个人已经访问过 www , imdb , org e 

c ) Jose Orcz 已经访问了至少一个网站，' 

d ) 至少有一个网站 Ashok Puri 和 Cindy Yoon 都访问过了 

e ) 除了 David Belcher , 译有一个人访问过 David Belcher 已经访问过的所有网姑 & 

f > 有两个不同的人已经访问过完全相同的 网站。 

7* a } Abdallah Husseiti 不喜欢日本菜 5 

b ) 学校的某些学生窝欢韩国菜，学校的每个人都喜欢 ® 西哥菜 u 

e ) 有 一 些菜肴不是 Monique Arsenault 喜欢就是 Jay Johnson 喜欢 n 

d ) 对学校中任意一对不同的 学生， 他们中至少有一个不喜欢某种菜。 

e ) 学校中有两个学生喜欢恰恰相同的菜矜集合。 

f ) 对学校中的每对学生，他们对某种菜肴有相同的舂法（或者都喜欢，或者都不莒欢 
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9 ， a) V 1 乙（工， Jerry) b) V z 彐 ; yL(jc ， c) 3 V JcL{x f y) 

d) V z 彐 : y ’ L( j: ， y) 3 x ^ LCl-ydta > x) f) 彐 ■xVy’Lfj ，：!；〉 

g) 3 x( V yL(y^ x) A V ( V wLCijtt ) 

h) 3 ^ 3 y(x^yA jKLynn, j) A L(Lynn T y) A V ziLiLynn* V z~y })) 

i) V jcL(x f x) j) 3 ^ V yt L(j：f y')* 3 *^— y) 

1L a)^(Loi 3 * Professor Michaels) b) V x(,$(x)~^A(x* Professor Gross)) 

c) V x(F(j:)-^(A(,x^ Professor Miller) V A (Professor Milkr ， jo))) 

d) 3 j(S( ： t ) 八 y(F (: y) ， ， ^40 ， 3 ?))) e) 3 j:{F(jc) A V y(S(y}-^ ^A(y^ x)>) 

f) V y{F(y)-* 3x(S(^) V A(jl* y))) g) 3 x(F{^) A V yi(Fiy) A y))) 

h)3x(S(x) A y{F(y)~*^A(y t J^3)) 

13, t) "■ M<ChoUi Koko) h) ^ M( Arlene^ Sarah) A ^T( Arlene, Sarah) 

T c) ^ M(Deborah t Jose) d> V xMCx, Ken) e) V*r ^ T(xt Nina) 

OVx((T f j.', Avt) VM(^, Avi)) g)Bjc V yiy^x^MCx, y)} 

h) 3 ^ V yCyT^x-^tMtx, y) V T< j) }) i> 彐 1 3 yi^^yA M(jr f y) A M(y t jr)) 

j) 3 jrMC-rr x) k ) 彐 j ： V y ， M<jc, y) A ^ !))) 

I') V x( 3 y(x^yA iM(yt jo)M TXy ， x 川） m ) 彐 i 彐 jKj 尹 Af<_r P y^ATiy, j)) 
n) Bx3 yi^^yA V z( (z#x A z) V M(^ t 之 ） V 了 ( 工， st) \/ T(y t z)))) 

15. a>V ^P(,x), 其中 P (: r) 为需要一门离散数学课 ” ，论域是所有计算机科学的学生集合 . 

b)3xP{x), 其中 PU) 为 4 有台 PC ( 计算机 >” ，论域是班上所有学生的 集合， 

OVi 3 yFU, 其中 P( 』， y) 为、 选修 y' 1 的论域是班上所有学生的集合 ，> 的论域是计算机 
科学课程的集合 . 

d) 3x3yPU, y), 其中 P(:r T y) 以及工、 y 的论域间 ch 

e) Vx^yPXx, y), 其中 y) 为 1 去过 y' 1 的论域是班 JL 所有学生的集合，： y 的论域是校园内 
所有楼房的集合 . 

{)3^ByVz(P(z, y)~^QU, r)) t 其中 Ph ， _y> 为、在 y 屮％ Q(x, s ) 为 去过 z' 其中 jt 的论域 
是班上所有学生的集合，： y 的论域是校园内所有楼房的集合， z 的论域则是房间的集合 _ 

g) VxVj3HPU ， y)AQ(x, d>_ 其中 QR 工、 y 、= 的论域与 f) 相同 《 

17. B)>f uBm(Aiu, m) A Y nin^m^ ^ A(u, n))} , 其中 AU ， 意味着用户 w 已经访问过邮箱 m e 

b) 3p^e{HU)AS(p, 运行 ）） —S ( 内核 * 正确运行 ) ，其中只 ( 6 > 意味着错误条件 e 有效 * SU t : y ) 意 
味着 I 的状态是 

c) V gckO—AU, d): 其中工 ) 意味着站点 j 有扩展 h A(u ， d 意味用户 a 可访问站 

d) 3j ： 3y(^yA Vs<( V^M(sr, j))^ (z^x V y))) , 其中 MU ， 意味着系统 a 监控远程服务 
器 & 

19, a) tf j: Vy(Cj<0) A iy<0) ^(j:+ y<0)) b) ^ V^Vy((jt>0) A (y>0)^{x~ y>0)) 

c) ^ jc)/ y(x 2 +y >(^ + y) a ) d) V 3^( I I ~ 1 ^ I 1^1) 

21, Vx3a3&3f3 d((jc^>0)^x=n^ + b 2 +C 1 其中论域是全体整数 。 

23. a) V-i V^C(^<0) A (^<0)-^Cx7>0>) b) V 工 (n=0) 

e) V 工 3 0 彐 h(a^b/\ V c(€ z =jc«(r^=fl V c = h)>> A) V x( ( 工 <0>— ’ 彐 〆 j ： = y >) 

25. a) 对于实数 * 存在乘法的等式。 
b ) 两个负实数的积总是正实数 
e) 存在实数 j ： 和 ; y 使得 / > ： y 但 

d) 实数在加法搡作下是有界的， 

27. a)True b)True c)True d>True e)Trije 
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奇教练攻超答案 


g) False h)Trae i) False 

29* a > F ( l , 1) APQ , 2) AF(K 3) AP (2, 1) APC 2, 2) AP (2, 3) AP (3, 1) AP <3, Z)A PC 3, 3) 

b) F(lt 1) V 2)\fFU ， 3)VP(2. 1) VF(2» 2)^ F(2 f 3 〕 VP(3, J> VFC3 T 2)VF(3, 3) 

c) (P(lt 1) AP(1, 2) A PCI, 3)) V(P(2t 1) AP(£, 2) AP(2 t 3))VCP(3, i)AF(3 s 2)AP(3t 3)) 
dKPH, 1) V P(2 f 1> V P(3, I>) A (P(K 2) VP(2, 2) VF<3, 2)) A (PCI ， 3) VF(Z, 3)VP(3, 3)) 


3J. a ) 彐工 V j 3 之 一 1 yt e) 

3 / V ： y( ] (: f t y) \f z R(Xf z)) 

33. a ) 彐 jt 彐 yiP (: r ， 

c) 3 j 彐 .t( ，尸 (7 ， y} A ^ Q(x f y)) 

e) 3 ~t{ V v 3 ^ ^ y* 方 ） V V z 彐 y ’ jPf 


b) ] ：r V y 1 _P(j ：， j) A 彐 j ： V j iQfi* y) 
d ) 3 j V y ( P(.JCw y ) A ^ QCj：i jy >) 

b)3yV^ 寸 (J ：,:，） 

d)( V ^ V yPij：* y)) \/ ( 3 x 3 y Qijc 9 y)) 


35. a) 班上有这样的同学，在任何两门不同的数学课中，要么这两门都没选，要么他选了这两门 。 
b) 每个人要么已访问过利比亚，要么从未访问过利比亚以外的任何 ㈤ 家 a 


c) 有人已攀登过喜玛拉雅山的每座山峰。 

心 有个人 既没和 Kevin Bacon 出演同一部电影，也没和任何与 Kevin Bacon 出演过电影的人出演同一部 


电影。 

37. a)^r— 2, y= — 2 b)^= ^4 t>j：= 17, y— ™ 1 

39 - V i V ;v V sr( (.r * )■) * z = x * (y - £：)) 

41. a)True b)False c>True 


43- ，（彐 x V yP(.Jr* >0 ) ㈠ V ’ V yP(x* y)) ^ V x 3 P(Xt y) 

45, a ) 假定 V ： tP ( x ) A 3 iQU ) 为真，那么对所有 h 为真.而且有个元素 3 使 Q ( y ) 为真 6 因为 

PU ) AQO > 对所有尤 成真. 而且有 J 使 CKW 成真， V ： c 3^ PU ) AQ ( 30 ) 为真 。 反过来，假定第2 
个命题为真.令 x 为论域中的一个元素 d 有元素 j 使 QO ) 为真，所以 3. rQ ( d 为真由于 VjPU ) 
也为真，所以第1个命题也为真。 

b ) 假定 V ^ PU ) V 3^ Q ( x ) 为真，那么要么对所有 X ，为真;要么有 > 使 Q ( y ) 为真,在第1种情 
况下 t PU ) VQ (: y ) 对所有 I 成真，所以 Vi 3; y ( PU ) VQb >) 为真.在第2种情况下，对特定的； y . 
Q ( j ) 成真，所以 PU ) VQ ( y ) 对所有 尤 成真，从而 Vi 3： y ( P (： r ) VQO )) 成真，反过来，假定第2个 
命题为真，如果 PCt ) 对所有才为真*那么第1个命题为真；否则尸( I )对某个 J ： 为偎，对这一 I 必 
有> 使 P < dVQO ) 成真。因此 Q ( y ) 必成真，于是 33 K 3( W 为真，这样第1个命题为真， 

47. 我们将要说明，在表达式的子表达式 均蚵转 换为前束范式 （ PNF ) 的情况下，怎样把这个表达式转換为 
前束范式.这样从内向外就可以用这一方法把所有表达式转换为前束范式。（要便论证形式化，就得使 
用集合上的数学归纳法，这_方法在 3.4 节讨论 J 由 L 2 货的练习39可知， pJ 以假定命題中只使用逻 
辑联结符 V 和注意不带量词的命题已经是前束范式的 形式。 （这是论证的基本情况*>现在假定命题 
是 arP ( x ) 形的，其中 Q 为里词，_为 P ( d 是比原命题短的袭达式，它可以转换为 PNF ， Or 后面睹 
上这 PNF 仍是 PNF , 它等价于原命题，其次，個定命题为如果 P 已经是 PNF 形式的，我们可以 
用衷 1-17 的等价关系把否定符号移到所有里词内层。最后，假定命题为 PVQ 形的，其中 P 和 Q 均为 
PNF . 如果只有 P 和 Q 中的 _ 个含量词，那么用 1.3 节练习44可以把错词移到它们两个的 前面， 如果 
P 和 Q 均含 H 词，珂以闲 1.3 节练习43、练习44或 45 b ) 重写 FVQ ， 使两个世词都出现在形为 R V S 

^ 的命题之前，然后再把 RVS 转换为 PNF 。 

49. 3^P<x) A V r V y((P(j：) A P(y))^jr = y) 

5L V L3eV N3n(ft>NA I a,-L \ » 

53. Vc( V N3 h(«>N Aa,>L-e) A 3 N V n ( 打 + e>) 

15 节 

1+ a ) 附加 b ) 化简 c ：) 假言推理 d ) 拒取式 d 假言三段论 


奇數练习题答案 
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3_设 m 是“兰迪努力1：作”，设 d 是“兰迪是个笨小子' 设 j 是“兰迪将得到这份工作\前提是 

和用假言推理和前两个前提得出用假言推理和最后 一个前 提得出它就是所需要的结 

论；“兰迪将得不到这份工作' 

5. 用全称 ft 同消去来得出 —若苏 格拉底是人，则苏格拉底是要 死的' 用假言推理来得出苏格拉底岳要 

死的 . 

7- a ) 有效结沦是“我周二没有休假' _我周四休过假”，“周四下过雨' 

h )“ 我没有吃辣的食物而且没有打雷”是有效结论 & 

c ) " 我是聪明的”是有效结沦^ 

d ) “ 拉尔夫不是主修计算机科学的”是有效结论。 

e 广你购晃许多东两对美国有利而且对你有利”是有效结论 & 

f 广老鼠啃咬它们的食物”和“兔子不是鼠类”是有效结论. 

3. a ) 设 rU ) 是、是在这个班里' 是\知道如何用 JAVA 编写程 序”, AU ) 是4可以找到高薪工作' 

前提是 dig 格 ） t /(道 格 ）， W HjU ) — 用全称童词消去和最后一个前提得出 /( 道格(道 

格 h 对这个结论和第2个前提用假言推理得出 H 道格）。用合取和第1个前提得出 r (道格> A/KiS 
格>。最后，用存在袋同引人得出所需要的结论 3 iUU ) AAU)h 

b) 设 dx ) 是％是在这个班里 ”， 是喜欢鲸鱼观察’％ pU ) 是 “ x 关心海洋污染' 前提是 

mLr )) 和 V 9 根据第 i 个前提，对一个具体的人 > 来说有 r (: y ) A w ( y ) p 化简得出 

用第2个前提和全称蜇谒消去#出 — 用假言推理得出冉用合取得出 

p ( y ) □ 最后,用存在量词引人得出所需要的结论 3： KrU ) ApU)X 

c ) 设 t ( B 是4是在这个班里' PU ) 是^拥有一台个人电脑' 是 " x 会使用字处理程序' 前提足 

K 齐克)，和 Vjr ( pU ) 用第2个前提和全称 S 词捎去得出 c (齐克) — p (齐 

克 K 用第1个前提和假言推理得出 〆 齐克） & 用第3个前提和全称埴词消去得出 〆 齐克） -* uK 齐克入 
最后，用假言推理得出所需要的结论 w (齐克 h 

d ) 设 jU 〕 是 "; r S 在新泽西*% / U ) 是 V 住在距离大海50英里之内％ 5( jt > 是％见过大海' 前提是 
VWjOr )—/(/)) 和 3： r ( i(d A 〜 U )) D 第2个前提和存在量同消去意味着对一个 M . 体的人 j 来说有 

化简得出对这个人 1 来说有 j ( 30 . 用全称虽词消去和第 1 个前提得出 〆 再 
用假言推理得出 /( jrh 用化简从 j ' y ) A 得出15(^0。所以用合取得出 /( y ) AuO ), 最后， 

用存在显同引人得出所滞要的结论 3， r (/( x)A ” 〆 x ))。 

11. d 正确，使用全称童阂消*和假言推理 b ) 无效，肯定结论谬误 

£：) 尤效,否定煎提谬误 d ) 正确，使用全称童词消去和假言推理 

13. a } 肯定结论谬误 b ) 回避问题谬误 

c) 使用假言推理的有效论讯 d) 使用析取三段论的有效论 iiE 

e ) 否定前提谬误 

15. 我们知逍存在一些工使得 为真# 佴不能得出结论 Lola 是这样的^ 

17. 这个命题平凡地为真，因为0不是正整数。空证明 。 

为真 • 因为 U + + + l 直接证明。 

21- a > 假定 n 是奇数，所以对某个整数 A 来说有《 = 2^:+1,于是 d +5 = 2(4 P +6 P + 3 A + 3)„ 因为#+5 
是2乘以某个整数*所以它是偶数。 

b ) 假设 V + 5 是奇数而 ft ? i 是奇数 1 因为是奇数并 R 两个奇数之积是奇数，所以 V 是竒数而 且/也 
是奇数 ， 但是这样一来 5= U 3 十 5>_ n 3 应当是偶数，因为它是两个奇数; t 差.因此 t &+5和^!都 
是奇数这个假设是错误的。 

23. 设 / t -=2 A +| 和都是奇数，则 s + m =2 U + /+ U 是偶数。 

25. 假设 r 是有理数 + i 是尤理数* s = r + i 是有理数。则根据练4 10, — r ) = I 是有理数，矛盾。 

27. 因为及•万=2是有理数， 且及 是无理数，所以两个尤理数之积不_定是无理数/ 
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29-间接 证明： 如果1/工是有理数，则由定义 = 心 p 和 g 是整数且巾于1/工不能为 0( 如果为 
零，则将两边同乘I 会得出3=1 _0的矛盾），可知户古 O fl 由代数和运算规則， x ^ l /{ l /^^\/( p / g )^ 
q / p , 因此^可以写成两个整数的商，分母非零。因此由定义，I是有埋数《 

31. 如果在一个星期的每一天中有9天（或更少），那么最多有 9 X 7 = 63 天，但我们选择了 64天 & 这一矛唐 
证明至少有10天指向一个星期的同一天， 

33,若 则⑽ x ( x , jO + minfj ；， y) — y~\~x = 2： + 若 则 max (： r ， y) + min(j：，y) = j + y * 因 

为这是仅有的两种情况，所以不等式总是成立 & 

35,存在四种情形情形 h x >0 而于是 U I 十 I V I + I 文十5 I e 情形2, ^<0而且 
y<(h 于是丨 jt 丨 + 丨 y I =一上 + (—}>=一 （1 + 3 ；)=^| jt + jM t 因为 ： r + : V 〈 t )* 情形 3: 而 H 

^<0 T 于是 i x I 十 I ：y i = T +( — y } ^ 若尤>一，刚丨 Jr + y 1 = jc + y lj 但是因为 y <0 t _ y > y - 所 

以 I ：r I + 丨 ^ x +(~ y )> jc -\~ y — ] i + y h 若工< — ： y * 则 I i + y I = —(x + y ) = ^^+f — 

但是因为 所以 I jt I + I y I = Jt +( — 十 (一 = I 工十 : y 丨 B 情形 4; j :<0 而 

a 交换 i 与: y , 就等同于情形3。 

37 -不失一般性，我们可以假设 n 是非负的 T 因为整数的四次方及其负数的四次方是相同的，根据练习36 
的提示，我们将任意正整数 n 除以10,得到商 A 和余数肉此 n =10& + / # r 是0和9之_的整数 a 然 
后我们计算这10种情况下 的〃、 我们得到如下值.其中 X 是10的倍数的某个整数，具体值不必关心* 

( 10 k + 0) 1 = 10 000** = 10 000 A 4 +0 t 

do* ^ ir = 10 oook A 十 x * p + x * P + x * + ] ， 

(10^+ 2)' = 10 OOOjfe ' + X ， P 十 X _ P 十 X • 4 + 16， 

(IM + 3)，= 10 000^ ~h X • A $ + X * p f 4 十 81 • 

(ioi -f- 4)' ^ 10 000 + X ，炉 + X ■ 是 2 十 X • + 256 ， 

(10A + 5) 4 = 10 000k 4 + X * P + X * k 2 ~^X * k + 625, 

(Wk + 6)^ = 10 000k 4 + X -炉 + X * + X * A + 1296 f 

(10* + 7)" - 10 OOOA ' + X * -1- X ^ k 2 -\-X * A + 2401, 

(IQk + sr = 10 OOOi 1 + X ， P + X ■ P + X * A + 4096, 

【lOH 9 V = iOOOOi 1 + X ， P P + JV • Jfe + 656 U 

由于 X 是 10 的倍数，因此对应项不会对结果的个位数产生影响 B 因此 * 个位数分别是 0* 1, 6，1，6, 
5, 6, 1, 6, 1,所以个位数总是0, 1，5或 6 a 

39, 首先，假定^是奇数，所以对某个整数6来说 n = 2 A+U 于是 5« + 6-5(2^+ l )+6 = 10 A ^] l - 
2(5 i + 5) + l fl 因此 5? t+S 是奇数。为了证明逆命题，假定 ri 是偁数，所以对某个整数々来说有 
于是5^1+6 = 10* \ 6 — Z (5 i + 3) t 所以5«+6是偶数。因此《是奇数当且仅当 h + S 是奇牧<> 

41 . 这个命 題为真 * 假定 m 既不是1也不是 一 I 则有大于〗的因子在另一方面，且1没 
有这样的因子 a 因此帘=1或切=— l e 在第1种情形里而在第2种悄形里 n —_ l , 因为 n — 
l/m & . 

43. 我们首先证明 x 为偁数时_ 三个命題等价， 若 i 是偶数，则对某个整数因十 2 = 3 ‘ 
2 Jb + 2-6 Jt + 2-2(3* + l ). 这是偶数，因为它形如其中 f 二 31+ U 类似地，2 + 5 = 2力 + 5 = 2 A + 
4.~hl = 2(k + 2) + U 因此: r +5 是奇数 f ^ = (2k^ ^ 2(2k 2 ) 9 因此/是偶数，现在用间接证明考虑另 
—种 情况， 假设 x 是奇数，则可将 I 写为 i =2 A + U 此时 ai +2 = 3(2 ife + l ) + 2 = 6 A + 5 = 2(3 矣+ 2) + 1， 
它是奇数，因为它可以写成以+1的形式，其中（=3*十2,类似地，： t +5 = 2 *+l + 5 = 2 (i + 3>， 闽此 
x +5 是偶数是竒数已在例14中证明过了。 

45* 我们给出 — ， ( ii ) ~^( i ) f 的间接证明 & 首先-假设3^+2是有理数 t 而 3 j + 

2=p/q, /? 和 q 是整数且 9 ^ 0 。 则可 以写 (( p / g ) — 2)/3 #(p — 2 g )/(30, 其中这证明 j : 是 
有理数《对第二个蕴含，假设1是有琿数，即 x = 户和 g 是整数且 g 关0,则 3 ：r + 2=(3 /i + 2 g )/ g , 
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q 桃 这证明3^+2是有理数。对第三个蕴含，假设 X /2 是有理数，即 = 々和 g 是整数且 C ? 辞 

0,则可以写其中这证明 Z 是有理数.对第四个蕴含，假设 x 是有理数。即 
夕和 g 是整数且<?式0.则可以写 i /2 = f /2 w 其中 2 g 乒 0. 这证明 mt /2 是有理数， 

47,不止确 

49. 10001, 10 002 f …，10 100是不完全平方的，闲为100 〗 =〗0 000且10〗 2 = 10 20 U 构造性的。 

51, 8- 21 而9 = 3 ? 

53. a ) 这个命题断言存在具有特定性质的^如果令 ： y = z , 则可见尸 D 为真。如果: y 不是 X ,则 PU ) 不为 
真，因此文是便 P 为真的唯一元素， 

b ) 第一个子句表明有某个元素使 P 为真；第二个子句表明每当有两个元索使 P 为真，这两个元素是相 
同的^合在一起就表示 P 仅被一 个元素所满足。 

c ) 这个命题断言存在 I 使 P 为真，且只要我们发现有元索使 P 为真，这个元索就是 x , 換句话说 ，I 
是使 P 为真的难_元素。 

55. 等式=丨 b~c | 等价于 u —e = 或 + c 的析取，第_个式子等价于 = & 这与假 
设矛盾，因此原式等价于 a — + G 在等式两边加上并赊以2珂得 c = <a + W /2。 因此有唯一 

解，而且，因为奇整数 a 和的和是偶数*所以 f = U + W /2 是整数. . 

57. 我们要求解— 2) + 4 + 3)中的 I 使用一般的代数规则 ¥ 可知此式等价于— 1)/1 换句话 
说，这是唯一蚵使等式为真的 々 CL 因为 n 为奇数 • n — 1为偶数，因此是是整数 & 

59-若； r 是整数 T 则可取 n = i 且在这种情况下无其他解 t 丙为如果整数 a 大于则 n 至少是^ + 
1，这将使如束 i 不是整数，则向上取整，称此整数为 t 令 e = n — ^鼠然对这个〜 
这是唯一合适的 e ， 且 n 不能再大.因为 e 限制为小于 U 

61- 令 p 为“下 雨了％ 令 g 为 “ Yvette 带伞了 ” s 令 r 为_ Yveite 被淋湿了'三个前提分别是，力 Vw 

对前两者进行消解得出'多 V it 将此忒与第3个式子消解得出題目 得证。 

63,假设这个命题是町满足的^对前两个子句使用消解可得出 gVg ， 换句话说， g 必须为真。对后两个子 
句运用消解可得 igV ， g , 换句话说，必须为真。这是矛盾，闼此命题不是可满足的* 

6 S . 令且 y = 4 H f = W 是无理数，即完成证明 。 若不是， 则令 尤=?^且 y^/ml ^ = 

67,假设 p ,— 外 为了 ffi 明这些命题中的一个蕴含着其余的任意一个+只需要_$复使用 

假言三段论 。 

69_每个放在棋盘上的多米诺骨牌都恰好覆孟 一 个白格和一个黑格，因此一组多米诺骨牌恰好覆盖同样数 
吕的白格和黑格.因为删除对角上的格子产生出黑格比白格多两个或白格比黑格多两个的棋盘，所以 
没有一组多米诺骨牌可以覆盖删除了对角上的格子的棋盘 u 

71. 将给出归谬证明 。 胺定 a 2 ^都小于 A , 其中 A 是这些数的平均值，则 a 十〜十… + i < 
两边都 除以"就证明 A = ( ai +〜 + …十 a B ) Ar < A , 矛盾 * 

73,将通过证明“）蕴含 （ ii ), 蕴含 （ hi )、（ iii ) 蕴含0>的（4)蕴含 （ i > 來证明这四个命麗都是等价的。首 
先， 假设？ I 是偶数，则对某个整数 A 来说 ? i = 2 L 于是 n+l = 2*+ l , 所以是奇数 。 则对某个整数 
方来说 h + i ::2 A + U T 是 3 tt =(2 A f n — 1 = 21所以 h 是偶数 ， 这证明 （ i ) 蕴含 （ ii ), 其次 * 假设 
n +1 是奇数，则对某个整数 Jfe 来说对 + 1 = 2是 + U 于是 ^1 + 1 = 2打十（打+ 1) = 2(打+々）+1，这说明 3 ?i + 
1是奇数，证明 （ i 〖) 蕴含 （ iii ). 再次，假设3，』+ 1是奇数 d 这证明 （ iii ) M 含 （ hO a 最后 f 假设”不是偶 
数，则”是奇数,所以对某个整数 A 来说 n = + U 于是如= 3(2*+ I ) = 6 i + 3 = 2(3 A + l ) + 1， 所以 

312是奇数，这样完成了 （ iv ) 蕴含⑴的间接证明# 

75. 根 ㈣ 第二个前提，存在某个不喝咖啡的狮子 。 设里欧是这样的动物。通过化简知道里欧是#子.通过 
假言推理，从第1个前提知道__欧是闻猛。因此里欧是凶猛的并且是不喝咖啡的。根据存在 W 词的定 
义，存在着不喝咖啡的凶猛的动物，即某些不喝咖啡的的猛动物， 

77. 有效 
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奇数练习题答案 


U 节 


L a ) 卜 1, 1) 


c ){0 t l t 

4， 9, 1 H 3 S , 

3. a) 相等 

b) 不等 

5. d 是 

h) 不是 

d) 不是 

e) 不是 

7, a)FaUc 

b) False 

d)True 

False 

9, a)True 

b> l rue 

d)True 

e) T ru e 


b) {l ， 2. 3 

49, 64, 81) d )0 

c) 不等 
c) 是 

f) 不是 
c) False 

DFd 狀 

c ) F ^ l^e 
{) FaUe 


4 ， 5. 6. 7H 10, 11} 


g)Triae 


1L 假定七由于八£仏 W \ JceB . 由于衫 SC , m xec \ 由 A 导出所以」 

13+ a)l bn c)2 d)3 

15* a){0 ， {a}} b){0 t {a\ t {6} , {a^ } 

c }{0, {0}, i {0)}, {0 , 丨 0"] 

17. a >8 b)16 c )2 

19, a) ^ (cit n y) * ( b ^ v) ^ y } * (丄汐）， （a ， =) ， （6，d (c， 文）， id ， z 、\ 

b) ( iy* a) t (>s b) f (vt <")t iy* d) * (z, a) ^ h) ^ Ce, r) * (z, d )} 

2L 三元组 U t h t) 的集合，其中 a 是航线. 6和 r 是城市， 

23 卜 0XA={U ， j> i x ^0 f \ yeA }^0 ^{(.rr y ) [ A ^ 0} ^AX 0 

25. ?tin 

27. a) 实数的平方绝不会是一 U 为 Kg b> 存在某个整数它的平方等丁 _2 d 为假。 

c) 每个整数的平方都是圧的 & 为假。 d ) 存在某个实数等于它身的平方 6 为真 & 

29. 我们必须证明 U, 6M = ({d，U ? dH 成立的充分必要条件是 a = r 且 6 = 显然条件是充分的 # 

为证必要性，假定这两个集合相等。首先考虑“关6的情况，这时 {U 1， 彳心恰含两个元素，其中的 
一个包 含-个 元素。这样 {o 也必须有同样的 性质， 所以且 k} 是两个元家中只含一 

个元素的那一个。于是 U} = kl , 也就是 a = G 含两个元累的集合 U, W 和 心也必 须相等^由于 
a = CiR 所以 b=t 其次假定于是 Hah U, b}) = i { a }\ ,这是只含一个元素的集合，于 

是彳“也只含一个元素，这只有在时才有可能,此时该集合为 UrU . 从而^ =『且 &=A 
31.令 S=U ,* a 2 ，…， a n }, 把 S 的每个子集&都用松度为 n 的位串 表示， 位串中第I 位为1的充分必要条 
件是为产生 S 的所有子集，列出长度为 n 的所有 2 B 个位串（例如， 按增序）, 再写下相应的子集 . 


1+7节 

1. W 住处离校不超过1英 里且走 路上学的学生集合. 
b) 住处离校不超过1英里或走路上学的学生之集合。 
o 住处离校不超过I英里 m 不走路上学的学生集合 . 
d) 走路上学但住处离校超过1英里的学生 集合. 

3. a){0 t 1, 2, 3, 4 t 5 t 6} b){3} c)[l, 2, 4, 5} d){0, 6} 

5, A = { x i ^ (jrt A) } = {.X i ^( _, jrtA)} = {x ! 

7 - 1 A V J：t B ) 

— {jo I x €： B\/ xE A)=B\JA 
b) Afl B =Hi ! x€^ A A B) 
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9* 假定则由交集的定义1€泌由于我们就已证明了等式左边是右 
边的子集。反之，令 IGA , 则由并集的定义， T ^ AKJB . 因此由交集的定义 An ( AUB ), 所以右 
边是左边的子集。 

n . aU € ( AUB )- x €< AUfi )^ - (xe AV^e B ) 

■ 

^^{ x ^ A)A ^( x ^ B )^ j ：^ AAT ^ B =2：^ AAxeB=xeAnB 
h ) 


A 

B 

a{jb 

mGb) 


i 

Af]B 

1 

l 

i 

0 

0 

a 

0 

I 

0 ! 

l 

0 

0 

l 

0 

0 

1 

l 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

i 

直 

1 


13. aueA?WTc=x^An«nc^x^4Va6Bv^^c=^eAvjreBv^ec^jeAuBUc 

b ) 


ABC 

Afinnc 

( A ^ BDC ) 


」 g 

0 

c 

AiJ^UC 

I 1 1 

1 

0 

0 

[) 

0 

0 

I 1 fJ 

0 

i 

0 

0 

I 

1 

t 0 1 

0 

] 

f> 

I 

0 

1 

I 0 0 

0 

1 

0 

1 

I 

I 

oil 

0 

i 

1 

0 

Q 

1 

0 10 

0 

1 

1 

0 

I 

1 

0 0 l 

0 

1 

3 

I 

0 

I 

0 0 0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 


15. 两边都筠于 Q 1 t^AA 

17. a,)xe A\J UiVC}-ix^ A) V (t^ (BUC)> = <jre A) V (x€ B V ^6 C) =« A V j-e B) v {x^C) = 
b ) 只需将 a > 中 u 皆换成 n , V 替换成 A , 

(.. T ^ AS/xe 

cAU ^ nt ^ UC ) 

19, a ){4, 6 丨 . b ){0, U 2. 3, 4, 5 t 6， 7, 8, 9, 10} 


t 0 ( 4 , 5 , 6 , S, 10 } 州 0 , 2 , 4 , 5 ， 6 ， ？• S, 9 . 10 } 

21. t ) B^A b > A£B cJAOB =0 

d) 没什么可说，闪为它总是成真 . ^)A = B , 

23. V B—A)=B^A 

25. 主修计算机科学而不主修数学，或主修数学而不主修计算机科学的所有学生的集合， 

27. — （ Afl ⑴的元素是属于彳和 S 的并集却不属于 A 和 B 的交集的元素，也就是说它属于 A 或 M 

干 B, 但不同时 ■ 于 A 和这止是兀 莱演于 A ㊉ B 的含 : SU 

29- a)A(BA = (A-A)U(A-A)^0U0 = 0 !>)A ㊉— 0) LH0 —A> = AIJ0 = ^ 

c)A®t/— (A —U) U iU~A) — 0 U>f = -S d)A0A= ( A — A) U (A — /l) —ylU A —1/ 

3L B^0 

33 . 是的 ， 假定但如果那么 i 硭 A®C 但矛盾。如果那么 i6A®C 
但 i 夺 B©C, 矛质，因此 AGBq 类似地可知 B£A* 从而 4 =艮 
35* 是的。 

37, 3){1 ， 2, 3，…. /fl h) {I \ 

39, o)^, 叫 0 ， 1} 

bM2* 4 ， 5, 6 ， 7} 


41, a){l, 2, 3. 4 t 7 ， 8 ， 9, 10} 


c > n . 則 
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43-如果第一个位串的第 t 位是 L 而第二个位串的第 i 位为 （ U 则两个集合之差的位串的第 f 位是 h 否 
则为 L 

45, a ) II 1110 0000 0000 0000 0000 0000 V 01 1100 1000 0000 0100 0101 0000=11 1110 1000 0000 0100 0101 

0000 * 代表 f ， 打， 心 式， 

b ) ll 1110 0000 0000 0000 0000 0000 A 01 1100 1000 0000 0100 0101 0000 = 01 1100 0000 0000 0000 0000 

0000 量 代表 d 

c ) Ol 1110 0000 0000 0000 0000 0000 V 00 0110 0110 0001 1000 Olio 0110) A (01 1100 1000 0000 0100 

0101 0000 v 00 1010 0010 0000 1000 0010 0111) 

=11 mo ono oooi jooo ono 0110aoi mo 1010 oooo noo 0111 oin 

= 01 1110 0010 0000 1000 0110 0110, 代表<6， f , d，hw JT , W 

d ) ll 1110 0000 0000 OOOO 0000 O 00 OV 01 1100 1000 0000 0100 0101 0000 V 00 1.010 0010 0000 1000 00 L 0 

om voo ono ono oooi 1000 ono 0110 = 11 mo mo oooi 1100 0111 om f 代表 u，h g 山 g 

客.为， I ， n，Of 夕， r ， U - 'Ut Jl f f 

47. aMl , 2, 3, {1，2 D h ){0) 

c >{0, {0}} d ){0, {0 h f 0, {0))} 

49. a){Z • a ，3 • h ，1 * 4 * caf ) b ) {2 4 Z * b ) 

c ) {1 * a ，1 * r } d ) {I *6, i * d ) e ){5 * a t 5*6. \ * c f i * d ) 

Si* F= {0, 4 AUctf 0- 1 Brians 0* 6 Fred f (X 9 Uscart 0. 5 Rita} 

(0. 6 Alice ， O . 2 Briant 0. 8 Frd Ch 1 Oscar ， 0, 3 Rita } 

53+ Ff ] R ^ { O - 4 Alice i 0. 8 Brian » 0^2 Fred _ 0. 1 Oscar ^ 0. 5 Rita } 

1. 8 节 

L a ) /( O ) 无定义， l >) 对 o ：<0 T / U ) 无定义 • 

c ) 对 i 的每个值都指派了两个值， / OO 不符合函数定义^ 

3. a ) 不是函数 3 b ) 是闲数 * c ) 不是函数《 

5* 3 >整数集合 a b ) 非负偶数集合。 

e ) 不超过7的非负笹数集合^ d ) 整数平方的集合=彳0, l t 4, 9, … h 

um \ %十 bJZ ' f {0, 1, 2 t 3, 4 t 5, 6, 7\ g , 9} 

c ) 位串集合 > N d ) 位串集合 ； N 

9* a)l b )0 c >0 d ) — 1 

e )3 D-l g )2 h)l 

IL 只有 a ) 中的函数是 
13. 只有 a ) 和 d ) 中的函数是 

15* a ) 映上 h > 不映卜 _ c ) 映上 

d ) 不映上 e ) 映上 

17. a ) jr >0 时函数 /(d = 3 i + l ， j :<0 时函数 /( x ) = — 3文 + 2 
b ) f ( x }= | xl+l 

时 /(: r ) = 2: r + l ， jt <0 时 / U ) = — 2 j : 
d )/( jt ) = ^ + l 

19, a ) 是 b ) 不是 c 〉 是 d ) 不是 

2 L 假定 / 严格 递减， 这意味着当时， f ( x )> f { y } a 要证明 g 严格递增，假定 x <^, 则 〆 d = 
l / fU )< l / ny ) = g ( y ). 反过来，假定 g 严格递增，这意味着当时， gixXgiy ), 要证明/严 
格递减，假定 ^<3% m / tx ) = l / g U )> l / g (>) = / Cy) fl 
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23, a )/( S ) = { O f U 3} b )/( S )^{0, 1, 3 t 5， 8} 

c )/ CS ) = { O f 8, 16, 401 d >/( S ) = U , 12, 33, 65} 

25, a ) 令 2 和: y 为 A 中不同的元素，由丁 1趄一对一的 • 〆 J ) 和 gO ) 是 B 中不同的元索*又因为/是一对 
—的， = 和 /( 客(）））=(/1>0>是0中不同元素.因而/。矣是一对一的。 

匕>令：^匕因为/是映上的，对某个 yH 又因为 ff 是映上的*对某个 b ^ gU} a 
因此 y — f <. b ) = fig { x )) = (f a & 由此知 / e g 是映上的《 

27. 不是 例如，假定 A = { a }, c }, C ^{ d ). 令 = h f(MX f ( c )^ d t 于是 / 和 / ，茗为 

映上的，但 g 不是。 

29. C/+ g) (j ：) = j：" + x+3 ^ ( fg) ^ j ： 3 + 2 +^：+ 2 

31- / 是一对一的 T 因为 /(X! ) = 十 +& s ajr] 盖 A = A e / 是映上的 ， H 为 /C (: v — 

W / a ) f ^ 1 ( y )^=( y — b ^/ a ^ 

33 , 令 /(l)=d, f(2)^a , 令 S-UK T={2L 那么 f(Sf] 丁） - /(0) = 0 ,但 /(S) fl/CT)- {a) D 

{ a } = { a } 0 

35. a〉U 0^.^<1} b){z ) — l ^ x < C 2} c )0 

37 - r l (S) = U^A [ f(x) € S} = Ue A f/Ci) 6 S} 

-厂 US )、 

31 令产 U 」+[, 其中 e 为实数， 0<€< l fl 若那么 + <UJ t 所以 t 一 1/21 = 

UJ 且这是最接近工的整数，若 e >+, 那么 U」<I 一 + <bj + l , 所以 l /2 l = b 」+ l 且这是 

最接近1的整数。若 e = + * 那么 fr —1/2] = UJ , 这是围绕 i 且到 i 的距离相等的两个整数中较小的 
—个， 

4 L 把实数 I 写成 U 」 +6其中 e 是实数，0«1,因为 bj , 所以 C <— U 」<1, 由此直接得前两 
个不等式文一 icu 」 和 ujsa 对另两个不等式，把 j 写成— 〆 ，其中（>< 〆 <: u 于是 04 
r^l 一: r < l , 从而立即得到想要的不等式 & 

43 - a ) 若1<心由于所以假定由底函数的定义知这表明如果 U 」< 

那么 

b ) 若那么由于 n < 假定由顶函数的定义知这表明如果 n < 

「 x ] ， 那么 n <^ 

45. 如果 n 为偶数，则对某个整数 t 有 rt = 2 h 因此 Ln /2 j = [ A 」=^ = fi /2 L 

如果？ I 是奇数，则对某个整数 A 有 n = + 因此 n /2」= 6十+ - A = C ^- l )/2 c 

― ■ 

47,假定 ： r >( K 等式左边是「一:0而右边是 | r ^」. 如果 I 是整数，那么两边都等于 一 a 否则令文“ 

其中 n 为自然数， e 为 实数， 0< e < l , 那么 「_ jT | = 「一 ml …且|_一工」 < L—m + e 」= — n ， 等式 
成立。若 i <0, 那么只要用一 I 代替 I ,即可得到想证明的等式。 

49* 「6~| — [ j 1 」 一】 


5 L a)l 
53- a ) 100 


b )3 

b )256 


c )126 

c >1030 


d )3500 
d )30 200 




奇数练习題答案 











奇數练习 题答案 


683 


h ) f AUB U )-]= jceA \ JB=xeAVxeB 

= / A (^> = l V/ B <x) = l = A(^)+/ e C^)-/AC^r)/ fl (^) = l 

c ) / 7 (^:) — l = x ^ A ^ jc ^： f A ( a ：) =0 

d ) f 梅 r 、 工) = 1= j ^^ AQ ) B = tx & AAx $ B ) V 

(工硭 AAjreB >5^ U ) 十 / B ( x ) — 兰 1 

65- a ) 为真；因为 卜」 已经是整数， 


b) 为假 t j ：= j 是一个反例， 

c ) 为真；如果文或 y 是整数，则使用 1, S 节表卜23的性质 4 b * 差为 ( U 如果^和 y 都不是整数，则文= 
n+ilij = m + 5， 其中和 m 是整数， e 和5是小于1的正实数 u 则 m + nO + ： y<m + n + 2， 因此 

「r+iVl 或者为 ™ + 於+1,或者为 m+ R + 2, 因此，给定的表达式或者为 U+l) + (m + l) — （m+fl + 

1) = 11 或者为 （n+l) + (m+ IV— ( m ^ rn + 2 ) = 0 ^ 

d ) 为假！ 是一个反例 a 

e) 为假 s 是一个反例 • 

67+ a) 如果 z 是正整数，则两边相等，闪此假定 + + ^其中¥是小于 I的最大完全平 方数，抗是 

非负整数，0< £ <1,则&和了 = W + m 均在 n 和 ” + SL 之间, 因此式于两边均等于 《 D 
b) 如果 jt 是 IF 整数，则两边相等 t 因此假定 i = — ^其中 V是大于 r 的最小完全平方数， m 是 


非负整数. 0< e<ic 则和 y / r^l ^ 均在 ji — 1和 n 之间 t 因此式子两边都等于 


69. a ) 定义域是 Z ; 伴域是 R ; 定义区域是非零整 数集； /的未定义区域是 （ Oh 不是全函数。 

b ) 定义域是心伴域是 Rt 定义区域是 Z ; /的未定义区域是0;全函数， 

c ) 定义域是 ZXZ ; 伴域是 Qi 定义区域是 ZX ( Z — {0 D ; /的未定义区域是 2 X { oh 不是全 函数， 

d ) 定义域是 ZXZ ; 伴域是 Z ; 定义区域是 ZXZf /的未定义区域是0;全函数， 

e) 定义域是 ZXZ ; 伴域是 Z ; 定义区域是 K 讲， fl ) 丨/的未定义 K 域是 {( m t n) | m ^ n ) ^ ^ 
是全函数， 

71.从公式显然可知，对于 m + n 的固定值（例如 m+n = jr ) ,函数的取值范围是从 —2) ( J ：— 1 )/2 + i 到 
G — 2 )U — l )/2+ U — l ) t 因为在这些条件下 m 可以取1, 2, 3 ， ... t U _ l ), 并且在 m + n 取固定值 
时公式中的第一项是固定的正整数。为了 iE 明这个函数是一对一的且映上的，只须证明函数对于 Z +1 的 
取值范围，正好是函数对于不用的 x 的取值范围，即 / U — 1， l ) + l = f(U x) a 我们有 / U—W D + l 


十 U — 1出=^~^ = ^^+卜 /( l . 


Jt >。 


朴充练习 

Uq—p b)gA p €> -<gV d ) q^p 

3, B ) 除非 /> 为假，即户 为真， 否则命题不会为假 * 如渠 f 为真，9为真，那么 igACp — 分）为假，蕴含为 
真.如果 p 为真而 g 为假 r 那么/为假，所以 ， flA ( P — ^>仍为假，蕴含还是为 S * 
b ) 除非 g 为假，否则命题不会 为假， 如果 g 为假， P 为真，那么 （ pVg > A ip 为假，蕴含为真*若 Q 为 
假， P 为假，那么 （/> V 0 A 也为假，鑲含仍为真。 

5 + (fiAgA rA - , - OV(fiAqA r A s ) V Cp A " i gArAs)V (^ fiAgAr /^ s ) 

7. 使用显而易见的字母 * 将这些语句翻译成符号，得到 r—g 和假定这些语 
句一致 。 第四个语句表明 it 必为真，因此对第一个语句，由假言推理可知为真，因此（从第二个语 
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句）可知 19 为真，同样，第四个语句说明 r 必为真 t 对第三个语句，由假言椎理 9 为真 。 这是一个矛 

盾 ： q !\、 因此这些语句不一致。 

9* Brenda 

11- a)F b)T c)F d)T «)F f)T 
13. jc 3 y 3 zi ^ A V yV w — s ))) 

IS •假定 3 jt ( F ( z >4 Q ( j ")> 为真,那么或者对某个 Q (為）为真，这时为真*或者有 
某个而， FCr 。） 为假，这时 VxPU )—3 WKW 也为真 * 反过来，假定 3； KPCr )4 QU )> 为假。这表明 
Vjt ( PU > A iQU )) 为真，即 ViP ( j ) 为真 t Vi (， QU )) 也为真。后一命题等价于，因此 
jP (: r )— 3 为假， 

17-不 fl 

19, ) fxVz 3 yTU , y , z ) t 其中 TU , > 怎>为"学生 j ： 巳选修 z 系的 jy 课' 相应的论域是班上所有学生 
的集合，这所大学开设的所有课程的集合，以及数学学院所有系的集合， 

21. a>A h ) AC\B c ) A-B d ) Af\B ㊉ B 

23. 第二次使用存在量词消去时不能用字母 G 因为它已经用过了.我们无法确保使得 P 为真的 I 与使得 Q 
为真的工是相同的，因此不能将它们都称为^ 

25. 令 I 为给定的，我们必须 ffi 明因此假设， i ? (工）为嵬 • 我们应用全称重词消去到第二个 
前提上，然后取逆否并应用德辇根律得到， i ? U ) —( PU ) V ， QU ) h 由假言推理，这给出 PU)V 
- Q ( x ), 由全称世词消去，第一个前提给出 VQU )。 通过消解结合这些，我们有因此 
得证 a 

27,在此给出间接证明，证明若是有理数 ， 则： r 是有理数，假设假定&是有理数， ^0. 

则也是有理数也是非零的）， 

29- 通 过令班=10诚 + l f 可以给出构造性 i ! E 明 a 则 m 2 = (10 w + l > 2 ><10_) 2 = 10 s ™ tt 

31.23 不能写为 S 个立方体的和 g 
33, 223 不能写为36个5次幕的和， 

35,是， 

37, I A AA ) = 0 

b ) AUi-Jf I 

^ A -{ A - B )^ A - iAnB ^ Af ]( Af ] B )^ Ar \ iA { JB ) 

= ( AnA ) UC 4 f " lii 】 = 0 LKAnB ) = AflB 

41 . 令 A={1}* B=0 T C— {U t 于是 （A —fJ) —C= 0 - 但 _A—(B _ OnK 

43* 不等 a 例如，令 A = B = U ，6 U C _0, D=Uh 于是 (A — B ) — （C 一 = 0 — 0 = 0 ，但 （ A _ C ) — 
( B — D ) b )-{ b } — { a }„ 


45. a) 1 

0 I 

< 1 Af\B | 

< 1 A 1 < 

1 AUBI < 

1 U | 

b> 1 

10 

| < 1 A-D 

<1 | 

< i aub i 

< A I + 1 B | 


47 - a )/ 是 I g 不是 a 
h )/ 是， g 不是 D 

c >/ 有逆： /— Ua )=3，/— 1 (6>=4, / _1 <d = 2 f /— U ) = l | g 没有逆 & 

4 9 ■令 /( a )=/( 6 ) = i , /( C ) = / U ) = 2 , S = U T 山 T ={ b , d ) 0 于是 /( Sf | T ) = /(0) = 0，但 /( S ) 门 

/( T ) = | l s 2! fl{U 2 K 

51 ，此等式为真当且仅当 4 ： 和 31 的小数部分的和小于 U 

第2章 

2. 1节 

1. max 5 = 1, i : = 2, max i = 8, i 1 = 3, max * = 12, i ! = 4, i ! — 5 1 i * = 6 t £ i = 7* mas *= 14, i 1= S 
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i * = 9* i S = 1Q, i 5 = 11 

3. procedure sutnCcii f ■**, a N s 整数） 

t = a \ 

for i s — 2 to n 

sum * = su/n-\~ai 

{ sum 为所求之值 } 

5 - procedure ^ a 2 7 t a , s 按非增順序排列的 整数〉 

k : = 0{ 这个变最计算重复出现数的个数 } 

j * 2 

while j^n 
begin 

If aj then 

begin 

k * = A + 1 

Ci 

while Ka f = c k ) 



* ndUi ， g ， *” ， g 为所求之表 } 

7+ procedure last even location (a\ t a?* ^** * s 整数） 

* l = 0 

f^iri * = 1 to n 

(f 是偶数 th«l k t = i 

«idU 为所求的位置，若没有偶数则 Jb 为 0} 
procedure palindrome aheck(a 、 1 字符串 > 
answer ^ — true 

fOr f 1 = 1 to b/2 」 

If a* + then answer l = fakt 
end {amx^r 为真当且仅当该串为问文 } 

II, procedure inierc/ian 奶（ X ，实放） 
z 1 —x 
X % — y 

y 

至少需耍 3 个賦値语句 s 

13, 线性搜索： i f = K 0 = 2， i . = 3, i = = 4, i i i: = 7 ， location ^ = 7 S 二分搜索 ： i * = 

j i^=8* m 1 = 4 ， I m s = 6 ， * 5 = 7* tn * = 7, j * 7 f location * — 7 

15. procedure i 扣 fli ， a £ t … ， o ■: 按非增廟序排列的整数 ) 

{ 这个表的颂序是 A } 

££ n ~|~]i : I 1 1 

J S = 1 

whHt jc>ai 
t 1 — i~hl 
Iw j s—o to Ti—i 

a„-j+s 
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ai 5 =^_r 

已被插入到正确位置 } 

17, procedure first largest (a\ - a ft 3 整数） 
max l ~a ] 

/nation 1 — 1 
for ! J — 2 trt n 
begin 

if majc<Zai ttien 
begin 

max 3 a, 
location * i 

end 

end 

19. procedure meaTt~mediammur-min(a t b 7 c : 整数） 

mean ; = (( Z 十 b + e )/3 

{分别处理 a , h r 的 S 种不同顺序 } 

ir then 
begin 

if b>c then 

media” 1 — 6; ma 工 : —ai min 3 — t 

end 

» » + 

(箅法的其余茚分是类似的） 

21 * procedure firstthreaia] f ^2 ^ "** 整数） 
if a^>a 2 then 交换 a-\ 与 
if a 2 >a 5 then 交换 与 
if a L then 交换 q 与 a 3 

23, procedure onto(f s 从 A 到召的函数，其中 …， , B—{h x , — 1 乂 h A ，…， A t 办 1 ， … 》 

乂是整数 > 
for i is =l to m 
hittb) 3 = 0 

count - — 0 
for j S = 1 to jj 

it hu{fia^))=0 then 
b^gin 

hitifia,)) —1 
count 1 = count ^ 1 

end 

if ^ouni~m then onto : =' true 
else onto t — false 

25* procedure one$(a 1 位串， a^aiaz ) 

ones l = Q 

for i -= 1 ton 
begin 

if a, * = 1 then 

ones E — ones~\~ I 
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end{ ones 是位串中 1 的个数 } 

27， procedure ternary search (^；整数， h ，… t 知 i 递增的整数） 



while i<j-l 
begin 

L “+>" 3 」 

f _+)"3」 

if ： r><2_ then i J = u~\~ 1 
els« if jc>at then 
begin 



end 

else j l = l 

end 

if x — Qi then location 1 — i 
els* if then tocaihn 1 — j 

else location 1 = 0 ， 

{hrah ⑽是 等于： r 那一项的下标 ( 若没有找到则为 0)} 
29. procedure find a Trwdeiax a„ ； 非递减的 整数 ) 

modecount - — 0 
2 1 — 1 while 
begin 

value i = a t 
count 1 = 1 

while 且 a, — value 
begin 

count t= = C(?unt~tl 
i ; = f 十！ 

end 

if count^>modecount ： then 
begin 

modecount 5 = count 
mode 1 = value 

end 

end 

{mode 是第一个最常出现的 值 } 

31- procedure f ind duplicateiat ^ i a N 1 整数） 

location s — 0 

I * —2 

while n 且 locano7t~0 

begin 
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while 且 location 

if =a> then location ; = i 

j 

else j ! = j ■十 1 
t J = 1 + l 

end 

Uwwi ⑽是序 列中第一个重 S 项的下标 } 

33 d , prO^flufiC find decrease ( a 、 ， 3 s ， “ * ， 1 正整数） 

location 1 =0 
i s — 2 

whilt 且 location = 0 

if a t <Cop-1 then location 1 = i 

els* j : = ：+1 

{kadon 是第一个比前一项小的值的下标 } 

35. 第一遍结束时：1，3, 5, 4， 7 t 第二遍结束时：1, 3, 4，5, 7;第三遍结束时 i 1, 3, 4, 5, 7〖第 
四遍结束 时:： 1, 3, 4, 5, 7. 

37, procedure better hubblesortiu} T m ** t ^ s 整数） 

I 1 = 1 + dnne : = false 
while(iO 且 done = false) 
begin 

done s = true 
for 7 ^ — 1 to n —i 
if 1>^+] then 
begin 

交换 4 与 ^；+i 

done 1 = f 钱 be 

tnd 

i I = i + i 

end 彳 ap …* fl B 按递增顺序排列} 

39. 第一、二、三遍结束时：1, 3, 5，7, 4 ? 第四遍结束时；1, 3, 4 S 5， 

4 L 妇>1，5, 4 t 3，2: 1, 2，4, 3, 5; 1， 3 t 4， 5 j 1，2， 3 t 4, 5 

b ) l , 4, 3, 2* 5; H 3 ， I 1，2, 3, 4， 5 T 1，2，3, 4 S 5 

d 2, 3* 4， 5; 1， 2， 3, “ 5* “ 2, 3* 4, 5 i 1， 2， 3, 4, 5 

43, 运行本节中给出的算法 2, 但是把换成 , 并息把 dse 语句换成 + h 

45, 2+3十4 +■■. + ?!=(〆 + « — 2)/2 

47 . 在表 3 中找 2 的位置 U 次比较 h 把 2 插入 3 的前面，现在表看起來是 2 、 3, 4, 5, 1, 6 。找 4 的位置 
(先与 2 再与 3 比较入插人 4, 得到 2, 3, 4, 5, 1 ， 6 。找 5 的位背（先与 3 再与 4 比较），插人 S, 得 
到 2, 3, 4, 5 f U 5 。找 1 的位置（先与 3 和 2 比较，再与 2 比较），插人 1, 得到 1, 2, 3, 4, 5, 6 。 
找 6 的位置（先与 3 和 4 比较，再与 5 比较），插人 S, 得到最终的答案 1, 2, 3. 4, 5, 6, 

49. procedure binary ins^rtton sort{a } f at t •** f i 实数 i ^^2) 
for j t = 2 to n 
b«gin 

{对位置丨二分检索} 
left ; = 1 
right : = j ~ I 
while left<Zright 
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begin 

middle 1(&力+ W 及 Af)/2」 

if then left 十 1 

else right 1 = middle 

end 

if aj^Ca^ then i '- — left else i 

{把化插人位 S “把 ★到 向后移动} 

W? 1 ~ ^2; 

fot k 1 —0 to j — {— 1 

<3/-* 

Ui 1 — m 

end 彳 a] ， a；； t … t a M 已被排序} 

5L 练习 50 描述的变种更好， 

53, 个25美分，1个1美分 h)2 个25美分 ， 1个10美分 ， 1个5美分 ， 4个1芙分 

c)3 个25美分，1个1荧分 d)2 个25美分，1个]0美分 

55,贪心算法对 a)、e)、d) 使用最少的硬币。 

a) 2 个25美分，1个1美分 b)2 个25美分，1个10美分_ S 个1美分 

c)3 个25美分，1个1美分 d)2 个25美分，]个10美分 

57. a) 变童/给出最后选择的那个滇讲的结東时间、/起初等于报告厅可以开始使用的时问。把演讲按照 
结束时间的递增顺序排序，从表的頂端开始^在算法每个阶段，从衷中剩余演讲向下，找第一个开 
始时间不早于/的演讲 。 安排那个报告，更新/以记录那个演讲的结束时问 . 

b) 9： 00〜9: 45演讲 T 9】 50-10- 15演讲， 15 — 10： 45演讲，11: 00〜11，15演讲, 

2‘ 2节 

1. 对 C 和^:的选择不唯一。 

a)C= 1 * k = lO b)C=4 t k = 7 c) 不是 

d ) C = S , e)C=l, k = 0 OC^K k^z 

3，对所有丈>9， x 1 十 T 4工 + 7€4/ ; 见证 C : = 4 i A = 9 d 

5* 对所有 / 十 1 > ^ ( jc +1) 兰烹一 1 + 2/( jt + IXjt ; 见证 C = l ，k = I ^ 

7. 对 C 和 Jt 的选择不唯一。 

Q)ri = 3- C =3 t k = l b ) n ^ 3t C ==4 t 1 

c}n = l . C =2, *=1 d ) rt ^0 t C =2, Jfe=l 

9 - 对所有 i >17, ^ 2 ^4^+17<3^, 所以/ 十 4 x + i 7 是 0 U S ), 见 k = VK 可是若 x 3 是 0( /十 
4 x + l 7), 那么对某个 C 和所有足够大的^ P<LW + 4 x +17)<3 Cr 2 , 这表明对所有足够大的立有 
^< C , 这是不可能的，所以？不是 CKP + 4: t +17 l 
1 L 对 j ：>1，3^ + 1^4^-8<y/2), 所以 3P + 1 是 OUV2)， 见证是 C = 4, A = 另外 • 对文>0, 
xV 2<3 x + + l t 所以//2是 0(3/+1), 见是 C = i , k = 0 ^ 

13. 因为对所有 h >0, 2 ^ 3 % 所以2,是 0《3 B 》。 但如果3〃 也是 0(2”， 则对某个 C， 对所有足够大的〜 
3"<OP 成立 a 这说明对所有足锣大的 n 有 C>(3/2)% 但这是不可能的，所有 3" 不是0(2”。 

15. 即所有这样的函数，存在实数 A 和 C, 对 j ：：>A 有1 f ( x ) I < C , 这些函数是对足够大的 I 有上界的 
函数 。 

17, 存在常数 C lf 心，使得对所有 : 有丨 /U) | <Q I ! * 对所有 工〉 h 有 t gU) I < 

Q ! h(T} I 因此对 j:> maxd , h ) 有 I /(» ] <C 3 I g(x) I <C S C 2 | h(x) \ ^ 这说叨 /(jc> 是 
(XhU)} e 
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19, a)OCrrM 

b)0() 

c)0(/i 3 * n]} 

21. a)Q( h 3 logw) 

b)0(ra 2 ( logn )') 

c)O(n^) 

23. a) 既非 0(x z ) t 也非 0(^-" > ^ 


b)@UO 和 0(^ ), 

c) 既非 Q(x 2 } ^ 也非 OCx 3 > * 


d)H 但非 0U 2 ) 

e)Q(^), 但非 ©(fh 


f)n(j z > 和 0(^), 


25_ 如果 / U ) 是 则有常数 G G 使 G 丨 g (^ | < I /(^) ! < C 2 | gix ) !,于是对 jc>k 有 

I fix ) \ <Q I gU ) I , I gix ) \ <( l / Cn ) I \ , 因此 / U ) 是 O ( gU ))， 是 0(/ U)) fl 反 

之，假设 /(， r ) 是 OQU ))， ffU ) 是 0(/( BK 则存在常数 C lt C ” k ” k ” 使得对有 i /(d I 
< C 3 1 #1) I ， 对有 I g ( x ) <Q I / U ) u 可以假设 G >0( 总可以把 C 2 取得更大>，于是对 
j ：> tnax (走 | * 有 （ l / t _ z ) I gr ( x ) I ^ I fix ) 1 ^ C , | gix ) I 0 所以 /( 工)是 

TL 如果 /( d 是 0 k ( x ))， 则 /( d 既是 CIQU ))， 又是因此存在 JF 常数 Q , 使 

得对所有有丨 fU ) ! < C ： I g ( T } I , 对所有 x >& 有 I fix ) I > C X 1 gU ) 丨 ， 于是只要 
其中 A = 就有 C s I i < I fU ) l < C 2 I glx } \ fl 反之，如果有正常数 A , C 2 和丄 

使得对所有 x > i 有 Q I g ( x ) f < i /( Jt ) i < C 2 I , 则令々 [=6=4， 可知 / D 旣是 Of 《 U )), 

又是 0( gU)) o 



31. 如果 / d ) 是 ©(1), 那么 I fU ) I 限于 iE 常数 Q 和 Q 之间 a 换句话说. / U ) 不可諭增大到杻过 -个 
阁定的界，也不能小于这个界的负数，而且必定不会比某个固定的界更接近于0。 

33,由于 / U ) 是所以一定有常数 C 和 /,便褂对所有 h 夂有 | / U ) J <C I gljr ) I . 于是 
对所有 x > l 有丨 f ix ) - t g k U ) \ , 所以取常数为 C \ 则广 Ot ) 是 （)( 〆 &)), 

35 - 由于 / U ) 和 g U ) 均是增於的且有界，故可假设对足够大的 I ，有 / Cx )> l 及存在常数 C 和 
k ， 使得对于有 (: r )。 这说明对足够大的 l 有 ㈣ /(义)幻叫(：+1叫 & (：^<21 08 裏0^因 
此 log /< j ：) 是 OCIogg <: r )) fl 

37- 根据定义，有常数 G . Cr c 2 , Cz , k ,, k [, k ,, kl , 使得对所有有/ 〆 ：^)^^'! g (工 > 丨，对 
所有有 /〗 U )< C ； I gi ^) I ? 对所有 工>心有 /,( x )5= c 2 I gU > 1 , 对所有有 AUX 
^ I eix ) I , 把第一个和第三个不等式相加，说明对所有 kA 笮 + 
( G + CJlgU ) ;把第二个和第四个不等式相加，说明对所有其中， A — 有 
^{xJ + Z ^ jrXd ^ + a ) i g ^ r ) 丨。因此 + 是如果/〗和/ 2 能取负值， 则这一 
结论就不一定对了。 

39 ‘ 结论不成立 & 令 /] U ) = P + &, / 2 (^) = x : + Jt , g (^)^ x \ 则 / Jjr ) 和 / 2 «文）都是 0 UU )), 但 

41+取 /【 n ) 是这样的函数，如果 a 是奇正数，则如果《是偶正数，则 /( n ) = t : g ( W 则相反，如 
果 ft 是奇正数*则 = 如果？?是偶止数 + 则 〆 = 

43, 存在正常数 G d Ci , k x , k \, k 2 , kt ， 使得对所有: r>h 有 I /.( x ) \ > C X I g](^> !, 对所 

有1>^有 I (/ L G >) I < C [ ) gl (^) !, 对所有 ： c > h 有丨 AU ) I g 2 U ) 丨 _ 而对所有尤 >¥ 有 

I f ,( x ) 1 < C ； I / j E ( x ) } , 由于必和 ☆ 总不为0，最后两个不等式可以重写为，对所有怂有 
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\ l // s ( x ) | «1/ C ) I l / g , U ) \ , 对所有 有丨 I >( 1 / C [) I l /^< x ) I , 把第一个不 

等式和重写过的第四个不等式相乘，说明对所有：有 I f t U )// Ax ) I XCi / C t ) 
! ^ Cx )/ g , ( x ) I ? 把第二个不等式和重写过的第三个不等式相乘 T 说明对所有矿），有 
I / a U )// 2 U ) I XC 1/ C ,) | gi U )/ g , U ) h 因此/』//: M ®(Ki / gt ). 

45. 存在正常数 Ci, C 2 , *;, ¥，使得对所有 ，有 I fix, y) \ <Ci | glx, y) | t 

对所有 j ： >k[ t : y >¥ ，有 I /(x, y) ! >C 2 I g(xt y} \ « 

47 ■对 x> 1 和 1 ，有 (z 2 -h +jrlog^) H (3x ? y)' -1 — 27^ » 因为 f < Jt 2 jy, j [: y<Zjc^ y & j ： \ogy<i x 2 
因此 （f +jry + ^iogy)^ Of j^y ) v 


49. 对所有正实数 J 和:^有因此取 C = l , fc ：= k 2 ^ L \ 由定义知 Lrj 」 是 OUy ), 
51. a ) lim ^ / jr a — lim 17 x — 0 

b) - j im J_ ( 用洛必达法则） 

j Jtr j — Jl- jjr 10 Z 

调祕 达法则） 

d) lim - - t ~~~ = ( 1 + —+ ~t ) ™ 1#0 

j -JC^ \ -T -JC / 


53, 



Wm^m 

一 x 2 
x log J ： 



55* 不是，取 = 和 & U > = 1 /a 

57, a ) 由于 Um /<: r )/ gU ) = 0, 对足够大的 i 有丨 fU ) I / I gi ^) \ <U 因此对某个常数 t 对 x > k 有 
i fix ') I < I 貧 O ) I * 于是 /( jc ) 是 Oig ( x )) a 

b ) 令 f d =g(^> = x« 則 /(x> 是 Of 茗 (i)) ， 但 /(:) 不是 0(g( j)) T 因为 fix)/g{x) = l 9 
59. 由于 / 3 U) 是 0<gG ： )) ， 由练习 57(3) 得 / 2 ( 尤 ) 是 0( ff U >). 由椎论 l 有力（戈） 一 / 2 (:r) 是 0(g(jc>) s 
61. 容易证明:对 i = 0 t 1 ^ … ， n—l * 有 （n — 0(i+ 因此 (n!) 2 = (n * l)((n—1) * 2>((s — 2> • 3) • 

‘（2 • in — 1))0 * n )> n n ， 因此 2 lognt ^ nlogn ^ 

63. a ) 渐近 b ) 非渐近 e ) 渐近 

d ) 渐近 d 非渐近 0 非渐近 

g > 非渐近 ♦ 

2. 3 节 

1* 2 打 一 1 

3. 线性检索 
5- Oin > 

7. a)power t = 1 f y 1 = 1 t i ! = 1 t poi^r ^ = 2* ^ i 2. paujer — 4 + y 5 — 15^ 

b )2? i 次乘法和 n 次加法 

&■ a )2 ! ^ ^10 ^ loS b >!0^ c )3-96 X !0 7 
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奇数练习 M 答案 


d )3* 16 X 10 4 e )29 f )12 

ll + a )36 年 b )13 天 c ) I 9 分钟 

13. 平均比较次数为 （3 n + 4>/2 
15- 0( logn ) 

17, 0( ra ) 

19.0( n 2 ) 

2 L 0{ n ) 

23. OU ) 


25. O ( bgn ) 次比较； 

OU 3 ) 次交换 



27, a ) 加倍 

b) 加1 



2. 4 节 




l . a ) 能 

b ) 不能 

c ) 能 

d ) 不能 


3. 瑕设 a 丨 \ 则存在整数匕使 ak = b 9 由于所以 a 丨 

5*如果^!!&且6|1则存在整数^和使6 =虹且 a 因此 a = acA 由于 a 尹0，所以因此， 

要么 t = 要么 r = — U 因此要么要么 

7. 由于 ac 丨必有整数 I 使 ack = bc t 从而 ak = b ， 于是 a | 6， 

9, a )2, 5 h )— 11+ 10 c >34, 7 d >77 f 0 

e )0，0 f >0, 3 g 卜 1 T 2 

h )4, 0 

11. a )2 J - 11 b )2 ， 3 2 • 7 c )3 4 d )7 * 11*13 

e)ll • 101 02 * 3 J - 5 - 7 * 13 * 37 

13- Z 9 • 3、5、 7 

15 .假定〖 0& 3 =以6,其中 a * & eZ + fi 6^=0, 于是从这不符合算术基本定理，因此 
log ? 3是无理数。 

17, 1, 7， U , 13，17，19，23, 29 

19* U 是 b ) 不是 c ) 是 d ) 是 

21* 如果 d mod mod 功，则 a 和 A 除以历时余数相同 > a ~ Qim ~\- r t 6= g 2 m + r ， 其中0<1^<??^所 

以 a — h={qi 一奶 ） m * 故衍 I ( a _ h ) 电 所以 d=Mmod tn ) a 

23. 假定 n 不是索数，于是 n = 其中 a 和 A 为大于 I 的整数 。 由于 a > U 裉据提示， 2 fl - l 是 2" — 1的 

-个大于1的因子，2〃 一 1 的另个 因子也大于〗，所以 2 rt —】不是素数 5 
25. ^)2 b >4 c )12 

27, Hp k ) = p k - p ^ 1 

29. a )3 5 * 5 J b)l c )23 t7 d )4 I * 43 • 53 

e)l Dim 

3L a)2 n . 3 7 . 5 a ♦ 7 a b ) 浐 * 3 7 * 5 5 * 7 3 *11-13-17 c)23 J1 

d)41 * 43 - 53 e)2 ]s • 3_ s • 5 t7 . 7 ?1 0 无定义 

33. 存在某个 A 使（6_1)*<||<敁6因此 （A — — 1<敁，两边除以 A 得到 A — 和 A — 1< 

in — 'Vkd 因此1>/会」=&-1 

35 i 若3； mod f m /2 1 t 则 jt mod m ； 若 jo mod m ^> T m /2 \ t 则 （Jt mod m ) — m 0 

37* a)I b )2 c )3 d )9 

39. a ) 否 b ) 否 c ) 是 d > 否 

41- 由干 niinC^T ^-> + tnax ( x t y ) = j ： + y f 所以 A 在 gcdCa ^ 6) * IcraCa , A ) 的索因子分解中的指数是 p ■在 
0和6的素因子分解中指数之和 fl 


奇教絲万题答案 
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43- ~ m = tn 。 由于 a 竺 Kmod m) ，存在整数： f 便 a = 闲此 = 所以 cl 竺 Mmod «) ◎ 

45-令 a = 0 和 A=；U 于是 f) = ac 三 fec=2(mod 2) ，但 l(mod 2) & 

47* 由于 m)， 存在整数 s 使得 u = 6十灯 /i ,所以于是时，沪一以= U-«U* ，_ + 
没*-2办 ++" + ^4 -z + y-t ) 也是 m 的倍数。子是 a k ^ h k (mod m ) „ 

49- a)?, 19, 7, 7, 18，0 

b) 取 F —可用空间 mod 31 B 

51. 2 t 6, 7, 10, 8, 2, 6, 7, 10, 8 t 一 

53 - a)GR QRW SDVV JR h ) QB ABG CNFF TB c) QX UXM AHJJ ZX 
55. 0 

57, 本书的 ISBN 检验位是有效的，因为 1 • 0 + 2 . 0 + 3 ， 7 + 4 ，2十5 ‘ 4 + 6 . 2十7 ■ 4 + 8 • 3 + 9 • 4 + 10 • 

g=0<mod J1) ^ 

59, a) 如果 Tt 为素数， a w ~ U 否则 l = 

匕)〜是《的最小素因子、且〜 =U 

c) +是 M 的正因子的个数。 

<0 如果? 1没有大于1的完全平方正 因子， a, = U 否则 
eM, 是小于或等于〃的最大素数。 

是前 n_l 个素数之积。 

2-5 节 

U a)ino 0111 b)I 0001 1011 0100 c)10111 1101 Olio 1100 

3, a)31 b)5!3 c)341 d)26 896 

5, a)1000 0000 1110 

b) I 0011 0101 1010 ign 

c) !010 1011 1011 1010 

d>iioi mo mi ioio noo mo hoi 

7,1010 1011 1100 1101 1110 1111 
9, CB7B)„ 

11. 必要时在开头加 3 个零，把二进制展开式写成 < …^123心1^11 6z。iu ^12 〜^03 ftflgA m )2 # 这个数 〆的值是 
“+2‘+4、+86 D3 +2，^ + 2 & 6 n +2 & ^+2 7 ‘ + 2%A + 2 s h + 2 ] % 2 + 2” + …，这个值可以写成 

^0 + 2^ +4^ +8641 + Cfrio + 26u 4-4A lt +8A l3 ) * 2 4 + (^o + 26 2 i + 4Az Z + 8bti ) * 2 e + “％ 现在把 
b ) £ 转換为十六进制所以这个数是％+心 * r + k z - 2 8 + —A ,+ A! - 16 + 心. 1S 2 + ..，， 即十六 
进制展开式（… » 

13. 把二进制数字3个分为-组，必要时加2个零,把每组二进制数字转换成1个八进制数宇* 

15, U11011I0010I01I010001) 3 t <1273) fl 

17. 用练习 U 把给定的八进制数转换为二进制，再用例6从二进制转化成十六进制。 


1§-27 

2 i . m 

b )3 

c)ll 

d ')3 

以0 

012 

23,8 




25. 整数的二进制展开是唯一的这种有 U 

27■令 ( a„-i … u L a 。 ,那么 d _ 1 4 - ltT "" ::+ …+ lOaj + a 0 +〜-£ + -*• +ai + 叫 

<mod 3；,这是因为对所有非负整数 i , l^^Hmod 3). 于是3丨（2当且仅当3能腙尽 a 的十进数宇 
之和 。 

29 ，令 a= (a^-ia^^z-'aia^ )i ,那么 a — ^ +2 a l +2 £ 屮 + … +2" J ..j 三 a 0 — 々 +a 2 — a 3 +…士 Cmod 3) fi 
子是 a 能被 3 整除当且仅当偶数位的二进数字之和减去奇数位的二进数字之和能被 3 整除。 
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奇数练习 M 答案 


3 L a )-6 b )13 e)-U d >0 

33. 和的 1 补表示可以这样计算：两个整数的]补相加，不过首位的进位要用做和的末位的进位， 

h -a 

35. 若那么出的1补展开的首位 a ,— i 为 ( K 公式为祕二 这-公 式正确，因为右边正是 m 的二 

进展开。若招是负的，那么扣的1补展开的首位是 U 其他的打一 1位可以用111… 1( 共 /r 一 】个 1) 减去 
— m 得到•因为1减去〜个字位就是该字位的补，于是位串办恰是（2"~_ —1) —的二进 

■T-u 

展开 。 解方程（2_- ] — 1) — ( — m ) =乏求 m 即可得想证明的等式•因为〜 H = u 

* — 0 

37. a) ^ 7 b) 13 c) ― 15 d )— 】 

39 , 要得到两个整数之和的2补表示，把它们的2补表示相加（就像加两个二进整数一样），忽略最左边一剌的 
进位。不过若出现溢出，则结果就不正确了。发生溢出的情况是这两项的2补表不的最左位数字相同，而答 
案的最左位数字与它们不同 t 

B-Z 

41. 若^1>0*那么首位 a„ ,为0,公式为^ 士 2、由于右边正是 m 的二进展开 T 所以公式 IE 确。若 m<0, 

rp -2 

它的2补展开以1为首位，其余 ” 一 i 位是 2 ffl — (一 W 的二进展开。这表明（2^ 3 ) — 

i-0 

此方程求市即得想求的等式，因为 id = u 
43* 4 n 

45. procedure Canfor(xt 正 整数〉 

h 4 = 1 j / s = 1 

whlle(n+ 1) ^ /^x 
begin 



end 

■y s = i 

while n^>0 
begin 

— b "」 

y 1= 广 〜 ，/ 

mh 

h : = n — 1 

endt^r^a,,?! (ti— I) 1 -r + a L 1 M 

!■ 

47* 第一步 ；c = 0 ， d — i)t so ~ 1; 第二步 : c 為 0 ， c/ = 11 兰 0; 第二步 ： c = 1 ， d = 1 ^，<j = 01 第四步 f r 
― 1, 1, s 3 ^0 ? 第 五步： c=U J— 1 ^ .^=1( 第六步： c=l ， 

procedure suhtract(a 9 6 -正整数 * a^>h* a — (a n -1 ； ^-*ai ao > b = d” 、 h n _ 2 “- b 、 W 、 

B —0{B 是借位 } 
far j 5 = 0 to /j 一 1 

begin 

If h ^/；ji ^J3 then 

iwgln 

J = ^~h } — B 

3*^0 


end 

else 
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begin 

5 , l — ~6； — B 

B * — 1 

«nd 

cnd{ (s„^ ]WUfl ) E 是差 } 

SI- procedure compareia^ 6 ： 正整数，且 fit = … ci t a 。 h ， b 工 {b n b n _\ … b'h^、 2 ) 

k t= =fi 

while a k = h 且 A > 0 
k i = it 一 1 

if it* ~ ^ then print 等于 6” 
if a* >6* then print % 大于 t” 
if <Zh^ then print “a 小于 fr” 

53. O(\ogn) 

55 - 算法中仅有的消耗时间部分是 while 循环 , 共迭代 g 次 $ 循环内做的 I 作是把两个不超过 I a I 的数相 
减 T 这两个数各有 bg I « | 位。从例 8 就得出结论。 

2. 6节 


L a)l = C_ I) • 10+1 - 11 
c)12=C-l) - 36 + 48 
e)3 = ll • 213+ C-20) • 117 
g)1^37 * 2347 + (-706} - 123 
i) 卜 2468 * 9999+( — 2221) . Hill 
3. 15 * 7^]05=ICmQd26) 

5. 7 


b)l = 2 卜 21 + C-10) - 44 

d>I = 13 ， 55 + (~21) - 34 

f )223=1 - 0 + 1 * 223 

hl 2 = H 23 * 34544-(-835) - 4666 


7* 52 

9 - 假定 A 和 f 都是 a 模 m 的逆 . 那么 h 三 1 ( mod m) ， ( mod m) a 因此 6a 兰 ca( mod m 由 f 
gcdia , wt ) — 1 , 由定理 2 知 m ) 办 

11, x — S(mod 9) 

13 -令 t ^ = m / ged (“ 由于 m 和^的公閃子在求时都消去了，所以 V 和 r 互索由于彷能整除 

ac ^ bc ^ ( a ^ b ) c ^ 所以‘整除 （a — 由引理1知‘整除所以 a = fr ( mod 帘’）* 

15,假定/三 l(mod pK 那么 p 整除 P-l = ( x + l ) (工 一 1)„由引理2知 p 丨 （j t 1) 或 p | ( x - n , 所以 

: t 三 — l(mod /?) 或 jt 三 1 (mod p) e . 

17,过>偎定 kijMmod />), 其中于是户整除知一化=«() —由定理1及 a 不能被 p 整除， 
夕能整除 j 一 k ffl 这不可能， 闪为 〖是比 p 小的正整数 t 
b > 由 ( a ) 知 a , 2仏 •”， （ p — 中没有两个是模 p 同余的，因此各自必定与1到 p —] 中的不 N 的数同 
余 & 干是 a . 2 a ■ 3 a .，. ( p — Da —1,2- 3 "*( p — l ) (mod 户） * 即 （>—1 > ! * a ^~ k 三（ p — 1) ! ( mc^d p ) 4 

c ) 根据威尔逊定埋和 Cb ), 若 p 不能整除 a , 必有（一 l ) ， 〆 一 1 三 _ l(mod pK 闽此 V —■= Umoci 户）： 

d ) 若 p | a ， 那么 p I T 因此 =a = 0( mod p ) 9 如果 p 不能整除那么由 （ c ) 知 a A_1 ^1( mod p ) , 
两边同乘以 a ， 给出 p ) t 

19. 所有形如 323 十 330 Jfe 的整数*其中 A 是整数 9 
21. 所有形如 16 + 252 J & 的整数，其中 A 是整数， 

23. 假定$是出现在的素数分解中的一个素数，由于这些取是两两互素的， P 只能是其中一个 
因子，例如是叫的因子，由于％整除所以的素数分解中有而且声的次数至少是％ 
的分解中 P 的次数。由此可知阶 m : … m n 整除所以 mod 。 

25, x^l (mad 6) 
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27, a ) 由费马小定理知 2 ! fl 三: t(mod 11), 因此2训=(2 30 ) 洲三1从 = 11) , 

b > 由于32=1 (mod 31), 所以2^ = (2 5 ) S8 =32 ^ B = l 69 = 1 (mod 31), 
c ) 由于 11 和 31 互素 ，II * 31 = 34 U 由“）， （b ) 和练习 IS ) 知 2_ = l ( rm>d 341), 

29 , a ) 3, 4, 3 6)983 

3 L 首先， 2 047-23 - 89是合数,写2 047— 1 = 2 046 = 2 • 1023,所以在定义中 s = l 且 1 023,于是 
2 sci 3 * (2 n = 2 04 S 53 ^1^-1 Cmod 2 047) , 这正是所要的 ， 

33. 必须证明 t 对所有与2 321互素 的乂有 ^ 52fi = Hmod 2 821 ) D 注意2 S 21 = 7 * ]3，31 P 如果 
gcd ( b ，2 32 D-U 则 fjedd 7) = gcd (6, U )^ gcd ( b , 31) = 1, 用费马小定理发现 V = l < nuKm ， 
A l ^Kmod 13), fr M ^ l(mod 31) f 所以 P 20 三 （6” 咖兰 1 (tnod 7) , b 2 ^ = ( b i2 ) n% = Umod 13),6 2g2Q = 
(^)^ = 1 (mod 31), 根据练习 23( 或孙子剩余定理）得出炉 _ 三 Hmod 2 S 2 l ), 这正是所要的， 

35 - a ) 如果把这个表达式乘开，就得到«= 1 £96^ 3 + 396 m ' + 36 m 4-1. 显然 Sm | n — U 12 w I 1, 
18^ I n-l a 因此，满 足练习 34 的条件 t 就得出 n 是卡米切尔数 
1>)令 m = Sl 躭给出 rt =172 947 529, 

37* 0=(0, 0), 卜 （1, l) t 2^(2, 2), 3=(0, 3), 4 = (K 4)， 5 = (2 f 0 ) T 6=(0, 1)，7 = (1, 2), 
8=(2, 3), 9 = C 0, 4)， I 0 t ( l ，0), I 1- C 2, 1>, 12- CO , 2), 13=(1, 3)，14=(2, 4), 

39 -我们有热 k —99 t m 3 — 9 S , pi 3 = 97 和 — 95 * 所以浓 = 99 * 98 * 97 ■ 95 — 39 403 930。进而地 == 

m/m, =903 070 t M 2 = ?? i / m 3 = 93 2 285 ^ 690, =941 094, 用欧凡里得算法算 

出，对6 = 1, 2，3，4分别有力=37, % =33, > = 24 和％ = 4为抓模 m * 的逆，于是解为65， 
903 070 * 37+2 - 912 285 * 33+51 . 921 690，24 + 10 * 941 094 * 4=3 397 886 480=537 140<ntod 89 403 930). 

41- 由练习40知 gcd (2 b _ l T (2 fi - l ) mod (2 s - l )) = god (2 fr - I , 2-一一1),由于计算中涉及的指数是&和 
a mod 6,这与计算 gdk , 幻时涉及的貴相同；用欧几里得算法计算 ged(P — 1, f — 所使用的步骤 
与计苒弘 d ( d , 6) 的步骤平行执行，这就证明了 K cd (2 fl —1. 2 fr - l ) = 2 ^^ > -U 
43. 假定 q 是个奇素数且 i ) I 由费马小定理知 g I 2 d - U 从练习41知 gcd (2^- l , 2^ ! -1)- 

由于《是 y_l 和 — 1 的公因数， gcd (2 p ~U r - 1 - l)>K 于是 gcd(h 1)=〜 
因为唯一的其他可能 性即弘 d ( 幻 q 1> = U 给出 gcd (2〃一 1, 2^ — 1) = U 因此 I P \ q - U 因此存 
在正整数…使^? —1=财户。由于 9 是竒数， m 必定是偶数，比如说= 于是 y — 1的每个素因数都 
是 + 1 的形式，而且这种形式的数之积仍是这种形式。因此 M — 1的所有因数都是这种形式的 t 
45,假定知道 n = /> g 和（户一 l)(g — 1)，要计算/>和心首先注惫 （P — l)=^~p — ?+1 = 打一 

( p 十分)+1。 由此可求出 + 由于 g = s — p ， 所 Wn = p(s — 户） s 因此 〆 一 /^ + ?1 = 0，现在可以镅 

二次方程来求^ 一 g 求出卜就可以求出❼因为 r-VA 
47, SILVER 

49- 34 - 144 + (-55) * 89^1 

5 L procedure extended Euclidean(a^ b ： 正整数 >：!：* = £[ 

: V : =6 

otdoids ^ — I 
olds E ~0 
oldoldt 3 — 0 
oldt * = l 

while y^Q 
begin 

5 ; = JT div y 
r l = x mod y 
■ x 
y ; = r 

s 1 — oldolds ― q m olds 
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I l = oidoidt—q * oidt 
oldolds 3 =olds 
oldoldt x — oldt 
olds 

oldt 1 士 t 

cad { gcd ( a > &) 是 J ， 日 （ oZJo £ cfs ) a + ( oldoldt ^ b = x ) 

53, 假定 s 是 /?) 的一个解 B 由于 {一 ns 也是一个解，而且 s _ — jfmod p } a 因为否则 
p \ 2 s , 从而 p I s 根据 J 是解的假设， s 意味着户 I a , 矛盾再假定 f 和£是棋 p 不同余的两个 
解，那么由于 P (mod ，沪丨 （/ 一 t 2 ), 即卢 I ( s + if )( j — f ) s 由引理2，户 I Cj 一 0 或夕 j ( s +/) ，所 
Vls = t(mod />)， 或择 一 Kmod 户 h 所以至多有两个解。 

55, 的值只依赖于 a 是不是模 P 的二次留数，_ 夕)是否有解。由于这只与 a 模 p 的等价 

类有关，所以(子只要 d 到 ( modp) fl 

r ^ 

57. 由练习56知 ， 

( 爹 )( | 卜？ ―邮…’ = ( 邮 (’墨 1 … = ( 营 ) ( mod p ) 

59.择8，13, 22， 27 Cmod 35) 

2. 7节 




r 9/5 -s/s] 

5 1/5 4/5 一 

5, A 十 (B+C) — 十 cy 〉 ] 

= [(% +6】)）+ q ] 

= (A+B)+C 

1 L A 的行数等干 B 的列数，而 A 的列数等于 B 的行数 

■ 4 n 

13. A(BC> = 2^( S V 。 ） 

=■ if r 」 

= 〉 j 〉： a 町 

™ F 

=! S 

I — IT IT 」 



=( AB)C 



17. a> 令 A 二 j ,B = [1^-] ，那么 { A + B)= [〜 + 心]♦于 是有 （ A + B) 1 = 1 +&#] = [% ] + [&] = 
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A 1 +W 




b ) 用 U ) 中同样的记号，就 有政 A _ 
( j “） 项。 


19. 结论成立是由于 


& 






UB 广，这是因为第 （ ij ) 项是 AB 的第 


~a b " 

「 d "6" 


^ad—bc 0 ~ 

J d - 

c a ， 


^ 0 ad _b[- 


(ad — fe) 夏 3 

d —b 


b 

d 


21- 由结合律，有 … （ A(AAy)AT 1 ) … A S MA- 、 由于 AAi^l, 从内向外乘可知 A" (A 
U 类似地 * = l 因此 (Ay 1 w<A 1 )' 

23 * 需用 m: 次乘法来计算乘积中 niimt 个元素中的每一个，所以共有 7 H 2 wij 次乘法 6 

25, AiCCAjA^)^) 


27* jc _ = 1 ， jcs 


^3 — — 2 




1 

r 


一 0 

0 

r 

29. a ) 

1 

i 

1 

b ) 

1 

0 

0 


J 

0 



„o 

0 

L 


一 1 

0 

°1 


■1 

0 

on 

3 La ) 

1 

1 

0 

b ) 

1 

0 

1 


L ] 

0 

i _ 


Li 

1 

o _ 


c ) 


1 0 1. 
〔10 0 


c> 






33, a)AVB = [a^ V6r ； ] = [&,> Va^] = BV A 
b)A A B=[〜A V ]— [岣 A 3 = B A A 
35. a)AV (BAC) = [^JV Ac^J 

= V (h tf Aq)] 

[(a y V ) A (a„ V Cij ) J 

V^ ] A [fly Vc^] 
^CAVB) A(AVC) 
b)AA(BVC) = [^]A[6^ Vy] 

=U, A(6^ V^>] 

— [(C1^ ) V Ca y A )J 

= L^j A 〜] V [叫 A q ] 

= (AAB> V(AAC) 


37 i A 0 CB 0 C ) 


V V (岭 Aq ) 


9 


r 


V V Afv / u d ) 


fl 


V \/ A A q 


? 


V V 




AV )) A 




r 




( A © B)©C 


补充练习 

1. a>procedure id " m^ijr (没]，〜 ； 整数 > 
maj ： 1 = a \ 
last * = 1 
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i ： — 2 

while 

begin 

if a^max then 
begin 

mm 1 = t2i 

last : = i 


end 

i * = l 十 1 

end 彳^^是表中最大整数的最末次出现位置 } 

匕）2抑_1 = 0(界）次比较， 

a ) prc>cedwre 广匕…6,：位串， n ^2) 

T 2 —fit 

y r =fh 
k t = 2 

while { k<Cn 旦 （ j 尹 0 或 y ^ O )) 
begin 

k 1 = jfe + l 
x * = y 

y i = h t 

ei>d 

if ( x —0 ^ _ y =0) theti print w 有” 
else print w 无” 

b ) O ( n ) 次比较 a 
5, a ) 和 b ) 

procedure smallest and largest { n } t ci2 ，”， t ® 数) 
min * = a ] 
maji i = dj 

for i ： = 2 to n 
begin 

if <imin then min = = a T 
If ai ^> maj ： then ma 工 ^ — 

end ( min 是输人中最小整数， max 是最大整数 } 
c}2n _ Z 

7. 在每个元素的任意一次比较之前都有这样的可能性，即这个元素可能是最大的 * 也可能是最小的。这意 
味着有 2? i 种不同的可能性，需要通过元素比较来消除其中的— 2种可能，因为需要找出唯一的最大 
元和唯一的最小元。根据所比较的两个元素是否已经参与过比较，把两个元索的比较分成 44 首次"和 4 *非 
昏次' 首次比较排除了较大元素是最小元和较小元素是最大元的可能性。因此每个首次比较消除了两 
种可能性，显然不能消除更多种可能性了.非首次比较一定是在两个都有可能成为最大元或两个都有可 
能成为最小元的元素之间进行的，其中至少有一个元素一定不可能成为相反方向的最 ><元 6 比如可能比 
较 I 和其中只知道 z 不可能是最小元 * 如果在这种情形下发现^则 H 消除了一种可能性，即》 
不是最大元因此在最坏情形下，一次非首次比较只能消除一种可能性9 C 其他非首次比较的情形是类 

似的 J 于是至多有 [ V 2」 次没有比较过的元素的比较，每次消除两种坷能，总共消除2 b /2」 种可能•因 
此为了求出答案，还需要— 2 :«/2」次比较，因为已经论证过，这些比较在最坏谓形下只能消除一 
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种可能，而总共有 2 n — 2种可能.伹是 h -2-2 b /2」 + f /2」 二〜一2— L «/ 2 」 一 2+ 「_ n /2 V = 
|2 n — w /2 l 一 2* f 3 n /21 — Z ， 这正是箱要的结果 * 


9. 第一遍结束时： 3，1, 4，5, 2, 第二遍结 束时： 】，3, 2, 4，5，6,第三遍结束时：1 . 2，3，4, 


5, S f 第四遍发现无须交換，算法结束， 

11,至多可能对表做 n 遍扫描 ■ 每遍有 w 次比较 . 因此总共有0( 〆 ）次比较。 

13 - 由于对所有71>0有 logn < n ， 所以 （nlogn 十 f P < ( V + W € (2 V ) 3 = 8 n 5 ， 让见证 S 和 I = 0就证 
明 （ d < Jgif + n a ) a = Q ( n 6 ) fl 

1 5 , o ( y P ) 


17 , 注意 


nl 


n 


« 


n 一 1 


ifl 


2 




2 _ 

2 


i ^ n 

^ > T 


.i * 1 …卜 


n 


2 4 




19-5， 22， 一12, -29 

21- 由于 c 2 c 三 6 Kmcid m ) t 所以存在整数 A 使因此 a 〜 C ^ Am / c 。 由于 cJ — A 是整数，所以 r 
km 。 令 c ) s 写成£：=£/%由于 e 没有能整除相 M 的因子， 所以 * i I m 且丨 A * 因此 a —6 = 
( k / e )( m / d ) ^ 其中 Z m!dH 干是 a ^ b { mod m / d ) „ 

23. 1 
25 , 1 


H P 3 

27. ao)i, = 2 10* ， A 三乏 >,(mod 9) ， 因为对每个非负整数 fe 均有 10* 运 l(mod9) ft 

Jfc »(J Jt 

29. a ) 不互素 b ) 互索 c ) 互素 d 〕 互素 

31. ； 1> 解密函数是 gCg) = a ( 分 一 6)mod 26 ，其中 a 是 a 模狀的 _ 个逆 * 
b)PLEASE SEND MONEY 
33. x=2Umod 30) 


35. 对 n >0， A “ = 

■0 






37. 假定 A = 



产 0 

由于 AB = BA t 所以 fr =0 而 a = 令 B = 


，由于 AB = BA ， 

0」 


所以 A = CL 因此 A= d 

1 Lo 

39, proccd 技 re triangular wmtrijc multi plication (A f B* wXn 上三角矩阵， 3) 
for i 1 = 1 to ?i 


begin 

for j s — i to n 
begirt 

Cy ； —0 

for k $ = i to j 

Cij S ^ fy ~\~ Ui^htj 

end 

end 

41. ( ABXB ^ A 』 ）= A(BB — 1 ) A — ■漂 A 1 A 1 = AA _S =1, 同理 ， (B 1 A L )( AB )= I . 所以 （ AB ) — 1 =：»■ ] A 1 a 
43. a ) 令 A ©()=> f 」， 则 ~ 如 AO ) V … V (知 AO ) 二 0 e 因此 A ®0 = (K 同埋， 0© A ^ O , 

b ) \VQ — [ a u V 0] — 因此 AVO ^ A , 同理， 0 V A = A n 

c ) AA 0 =Eay A 0] = [0] = 0 t 因此 A /\0=0 d 同理 t 0 AA = (K 

45. 假设有人选择了一个小于 f 的正整数，我们打算猜出这个数，让这个人把这个数写成二进制，必要时 
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在开头加0使之有 H 位长，于是问：“第一位是1吗？％ “第二位是1 吗？％ "第三位是1吗 r , 依次类 
在知道了这〃个问题的答案后，就知道了这个数，因为知道了这个数的二进制展开 

第3章 

3」节 

1. 由于相邻二整数之积能被2整除，故所论之积能被2整除。由于相邻三整数之积能被3整除 f 故所论之 
积能被3整除.因此所论之积的素因子分解中含有2和3,所以能被 2* 3整除， 

3 _ V — 1 =( 2 * 十 I) 4 — i = 16 P +32 P 十 = + + fc 或 Jb + 1 之一是偁数+ 所以 16 

能整除 K 

5. 由于 5* =625,所以 I 和: y 都应小于于是分 +〆 <4 4 4 V =512<625 fl 

7,如果 3P— 1 = 则 sl ( mod 以），如果； t 是奇数，则由练习 2 , ^ = l(mod 8 ), 所以 3 d = 
3 Cmod 3), 如果 x 是偶数，则或 4( mod 8), 所以岂 0 或 4 (mod 8 ) p 这个矛盾说明题目中的方 
程无整 数解。 

9 - 如果？ 一 3 = 16 y t JttJ ^ = 3(mad 16), 根据练习3,偶数的4次幂模 IS 同余0。因此分不町能模16同 
余夂所以该方程 X 解。 

1 L 不同疋实数11和*的调和均值总是小于儿何均值。为了证明 2 a 6 /U + 6 )< v ^, 两边同乘以 U + &)/ 

(2 得到等价的不等式 v^<U + 6 >/ 2 , 例 1 证明过这个不等式。 

13. 写在黑板 Jt 数字之和的奇偶性是不会改变的，因为 j 十 t 与1 j-k 1 同奇偁（在每_歩这个和减少 j+A 
而增加 1 /一 因此过程结束时的整数必定与 l + 2 + _M + ( 2d = n ( 2jt + n 同奇偶，由于 n 是奇数， 

hC2ji + 〗 ） 是奇数 e 
15. n^l 601是一个反例 fi 

17. 假设其中 ^ beZ ， 而風 gcdU , 于是3=-&/6\ 所以 = 因此 3| a 3 , 

仅当3 | a 时才可以发生这样的事.设心二3俯，则 i^ = 27m\ 或炉 = 因此3丨 V ，这说明3 I & & 
这与假设 gcdUt *) = 1 矛盾 a 

19. 根据存中代数的有理根判别法，任何满足这个整系数多项式方程的有理数都形如户其中户是常数 
项 （ 1 ) 的因子， g 是首项系数 （ 1 ) 的因子。所以仅有的可能解是士 U 由于士 1 都不是根，所以无有理裉 。 
2h ( mod 々）当且仅当 j & 丨 - 6 ^ ) f 6 )( a — i ) e 根据索因子分解的唯_性* 这等价于 fl (a — 6 ) 

或声 | + T 这与 42^ A(mod 户）或 ^r = — 6(mod p ) 是一样的 ^ 

23. 两边都是小于 m 的非负整数，都模 m 同余所以两边相等 a 
25*3_ 5, 7即所求的索数 . 

21 假设有前 n + 1 个素数九 t h ，… t p 句… _角九… J >_ + ! 被超过个素数整除 * 

29. 若不存在，则假设屮，心，…， W 是所有形如 6( + 5 的 素数， 设 Q = 6 奶仍… g . — h 注意 Q 形如砧+ 5, 
其中* 二％ 必…心一 L 设 Q 的素因子分解是各个芦都不是 L 3或 因为 Q 除以2余 
1,除以3余2，除以 ft 余 t — 1. 除3以外的奇素数都形如 6 &十1或 6A + 5 t 形如 M + 5 的素数之积仍 
然形如从+ 5。因此至少有一个 A 必定形如 6jfe + 5, 矛盾 * 

3L 通过考电下列 3 种情形来 证明： 对于某个整数 h n = 3k, n = 3*+ l , n=3k + Z c 若 n 是3的倍数，则 

左边是 ♦ + ^ t = |y + Y + Y + -f + ： 3 l = 3 y 十 n , 等式右边也是 3 音+ 

廿 … I , ci ^ h j ： I I I x + 3^ + 1 I j ： 十 6 是十 2 I x 丄 J + l 丄 jl 丄工 ■ 本 2 i 0 , _ 

〜若 则左边是 y + — j —— + ; —3 - = — ^ ~Y~ +A + - 3 - 4 2k ^ 

音’十 X 3^ ^ 1，右边是 L^J + n — l e 

■ - 
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根据 L 8 节练习 6 S , 这两边是相等的 。 第三种情形是类似的 6 
33, a ) 不失一般性，假设 z 序列已经排成非降顺序，因为可以重新标记下标。 y 序列只有有穷多种可能的顺 
序， 所以如果能够证明，每当发观逆序的災和即 f </ 且％>乂）时*都可以通过交換它们来让和增 
大(或至少保持不变），则就证明了当 j 序列排成非降顺序时，和最大 . 其实，如果做这样的交换，和 
就增加43%+41 而减少 4易 Xr e 净效果是增加了 ^iyj — x t ^i — 

根据序列顺序的假设，这个值是非负的。 
b ) 与 a ) 类 feU 

35.令 Jt = n + ( r / m ) + e ? 其中是整数， r 是小于的非负整数， e 是实数， 1/ m 。 左边是 

+ + 在右边 * 从 |^ r 」到 [J m + r — l )/ m 」的项都恰好是打，从 yc+_(m + r )/ m 」 

往右的项都恰好是 i + K 因此右边也是 （m — r >??+ r («+ lV=rtm 丨 r 。 

37. 回忆一下，作常值多项式只能有穷多次取相同的值，因此/只能有穷多次取0和士 1,所以如果不存在整 
数 J 使得 /( W 是合数，则必定存在某个為使得士/(%>是素数，比如说^考虑当在该 
多项式中用 A + O 代人 I 并展开时，除了构成 / UV ) 的那呰項之外，每项都含有因子心因此对某个 
整数 有 f t 心+ k p ) = fLxO + m p = 1 ) p 令 当£变化时，这个值只能有穷多次取0,多或 一 妁因 

此对某个 《值， 它…定是合数。 

39,假设每个大于2的偶数都是两个素数之和，设玲是大于5的整数.若 n 是奇数，则写 n = 3 + U _3) 并 
且分解 n —3= p +? 为两个索数之和！若《是偶数，则写 w = 2 + b — 2) 并且 分解？ 1一 2兰 p + g 为两个素 
数之和.反之，假设每个大于5的整数都是三个素数之和，设《是大于2的偶数 & 把 rt +2 写成三个素 
数之和，其中_个必定是 2* 所以 n +2 = 2 + p + …所以《=户+心 
41+ a ) 6一 ■ S ’ 10一5’1 一 2-^1 

b) 7—22—11 —34—17— 52 -^6_13—40—20—10— 5—lS-^S—4 *2—1 

c) 1 7— 52~^26~ ► 13 ^40^20™^-10—*-5- ^ 1 

d ) 21—64—32—16—3- M — 2，1 

43, l + 2 + 3 = 6 f l +2 + 4+7 + 14 = 2 Bj 1 + 2 + 4 十 8 + 16 + 31+62 十 124 + 248 = 496 & 

45, 真因子之和是 (1 + 2+4+8+ … +2_— a > + <P —lKl~t 24 4+SH - W 一 2 X — 1 + (2 户一 1)(2，- 1 - U = (2 卢一 

l)(l + 2 fi ~ l ~l)^(2 fi -V2 p ~ 1 , 

4?-C3 ， 5, 0)-*(3, 2 ， 3)^(6, 2, 0>-K6, 0, 2)^(1, 5, 2) —(I, 4 ， 3) 

49. 假设存在程序 S 能判定带有给定输人的程序是否会打印数字1。于是就有一个解停机问题的算法：给定 
程序 P 及其输人 I ,构遣程 序 〆 ， ，与 F 基本一样，但是^不打印任何东西（即使 P 打印一呰东西>， 
当且仅当 〆 要停机时， 广 才打印1并且停机，于是^在~个输人上停机当互仅当尸'在同样的输入上打 
印 U 把 〆 和/输人到 S ， S 将判定 P 是否在输人 I 上停机 t 由于已知停机问 M 是不可解的，所以这是 
矛盾 . 因此这样的程序 S 不存在 。 

51. 并行运行这两个程序，等待其中之一停机。 

3_2节 

La>3 b)- l c)787 d)2 639 

3- ^3? £ij ^51 tij ^9 b ) 叫 ~ 1 i ■ 4 ，屯 ^27 ， a ， 2dS 

= 0 * cii = 0 ^ = 1 r — 1 d ) a * = 0 1 flj ^ 1 * aj ~ 21 a ^—3 

5 . a)2 ， 5 ， 8 ， 11 ， U, 17 ， 20, 23* 26， 29 

b) l, I, 1 ， 2U 3, 3, 3， 4 

c) l t 1,3 ， 3 ， 5 ， 5 ， ？ T 7 ， 9 ， 9 

d) — K 一 2, — 2, S, 8S, 656, 4 912, 40 064* 36Z 368, 3 627 775 
c>3 ， 6, 12, 24, 48, 96 f 192, 384 ， 768, i 536 
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f ) l ， 1, 2, 3， 5， 8， 13， 21， 34, 55 

g) l , 2 T 2, 3， 3, 3, 3, 4, 4, 4 

h ) 3, 3. 5, 4, 4, 3 t 5, 5 t 4, 3 

7. 每一项可以是前一项的两偌；第^!项可以从前一项加上得到；这些项可以是并非3的倍数的正整 
数；还有无穷多种其 他的珂 能性. 

9, a ) l 个〗和1个0,再跟上2个1和2个0,再跟上3个1和3个0,等等 s 

b ) JE 整数按增序排列，而且偶数出现两次& 

c ) 奇数位的项是2的一次次幂；偶数位的项全是0 & 

d ) ^ = 3 * 2 " _L 15-7( n ~ l ) = 22-7^ 

I ) c 3,= in 2 + w +4)/2 g ) a w = 2 n ^ h ) a , = h ! +1 

1 L 由干 & 表示第〃个不是完全平方的 IE 整数，在1, 2，…，〜中 ，〜 t a 2 ，…，&是那些不为完全平方 
的数，0，…， P 是为完全平方的数 f 其中 * 是使的整数，于是〜 + 

为求 首先注意 i 2 <^i + A <( i + l > 2 , 所以 t k 2 + l^n + k ^ ik + iy ~ l ^ 因而 

+ Y = + + 由此可知 A-+ <▲<*+ + , 所以是 = 

{而]、 a a — n+i — m + {- Jn } s 


13. &)20 

b)ll 

c)30 

d)511 

15, a)l 533 

b)510 

c)4 S23 

d)9 842 

17. a)21 

b)78 

c)18 

d)18 

ft 

19* U {a f — a^i > = 

1 

A — 



2L a)w^ 

h ) n ( n + l )/2 



23, 15 150 




十 1)(2”+1) 
A 3 

f «<«+i) +Cn+1)tw 

t —U+1) 2 十 1) 其中 j 

LV^"J — 1 

27. a)0 

b)l 630 

c)l 

d)l 024 


29, 34 

3 L a ) 可数 t — 1 1 ~ 2 f —3. ~ 4，… t >) 可数，0， 2* —2，4，一 4 P 

c) 不町数。 d) 可数，0， 7 . ~7 ， i4， 一 14，… 

33+ 假定 A _ B 可数 _ 那么由于 — S)US，A 中元素可以用交替列出 A_B 中元萦和6中元素的方式 
排成序列 。 这和 A 不可数 矛盾. 

35,假定 B 可数，那么 B 中元索可以列成心，6 £ ，心，…。由于 A 是 B 的子集，取该序列的子序列使 
它包含属于 A 的项 T 就得到 A 中元索的一个序列1但 A 是不可 数的* 不可能排成序列. 

n 

37,假定…全是可数集合。由于 A f 是可数的，可以把它的元素排成序列如集合 U A 

的 元素％ 可以按下列方式排成序列：先排 i + j -2 的元索，再排 i + ) = 3的元素.然后是纟 + j = 4的元 
素，等等。 

39* 长度为 m 的位串只有有隈多个，即2"^个。所有位串的集合是长度为 m 的位串的集合的并集， ™ = 0, 
1, 2,由于珂数多个可数集合的并集是可数的，所以只有可数多个位串。 

41. 对任何有限的字母表，只有有限多个校度为《的位串.其中 n 为正整数 . 从练习37可知，有限字母表 
上长度不超过给定正整数的位串只有有限多个，由于 m 特定程序语言写的计算机 程序的 集合是杲个有 
限字母表上的所有位串之集合的子集 T 而根据练习34,所有位串的集合是可数的，所以作为子集的© 
序集合是可数的^ 

43. 练习41证明了只有可数多个计算机程序，因此只有可数多个可计算的函数，据练习42所示，函数个 
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数是不可数的，所以并非所有函数都是可计算的。 

45,给定正整数文，证明恰好存在一个 iK 有理数 m/n (约除公因子），使得 K ( m / n ) = h 从 r 的素因 子分解 
读出 m / ru 使得 = 出现在偶次幂中的素数都出现在 m 的索 因子分 解中*但指数减半.出现 
在奇次幕中的素数都出现在 n 的素因子分解中 t 但指数加1减半 

3 J 节 


1. n(ni l) 

a 

3 -设 P < n ) 是 3 • 5> = 3(5 " + 1 — I>/4 ' 

/ ™ D 

0 

基础步蠊 5 P (0) 为真，因为 3 ， — 

i-o 

§ n k 

归纳步蘼；假设 2] 3 ■ 5 J ^3(5* + a - l )/4 a 则 2 3 • 5 y = ( 乏] 3 - 5^+3 • 5^ fl - D /4 + 3 ' 

X |=0 |=D 

5 A + I =3(5*"+4 * 5 A + 1 - D /4 = 3 C 5*^- l )/4, 


_ 

5_ 通过检査小 的;? 值，做出猜想： PU ) 为真，其中尸(幻是命^ 1/汐=(2_-1)/2"' 

>=■1 

基础 步蠊： P(l> 为真，因为 +— D/ 2 1 。 


归纳步璩$假设 X ； 1/2 J =〔2* —1)/2 S 则 



T 


-M 


一 2+ 1 

^ITT ~- 



7-设 PU ) 是 11 2 j '=«( n + l )(2 i *+ l )/6 ,f B 

I 

基珀步職 i P ( l ) 为真，因为 D 尸=1 = 1(1 + 1)(2 ■ 1 + D / S , 

1 

归纳步驟 ：则 = ( 芝]尸 ) +U + lV = K * 十 lM 2* + D /6 + U + l ) 2 = (A + l )[2 P +* + 6 Jb + S ]/6 五 

<* + lK* + 2) • (2A + 3)/6-=(i + l)(a +1) + 1)(2(^ + 1 ) + 1 )/6, 

9 •设 P<fO 是 “l s + 3 ! + … + C2n+l) 2 = (n+l)(2rt 十 l)(2n+3>/3' 

基础步骤； P <0> 为真，因为 1 2 = 1 = (0+1)(2 * 0 + 1 K 2 • 0 + 3)/3_ 

归纳 步骤： 假设 为真，则 l 2 + 3 2 + 〜 + (2A + l) ; +(2U + l> + l》 2 = U + lK2* + lM2Jfe + 3>/3 + 
(2i+3>' = (2Jt+3)[CA+l)(2* + I)/3 + (2jt+3)] = (2A-f-3)(2^+9i + 10)/3=(2i&+3)(ZA + 5)a + 2)/3 = 


((*+ l > + l > C 2( Jt + l )- l )(2 {i + l )4 3)/3 fl 
n . 设汽”）是 n +? iA €( i + A )' *>- r , 

基础 步躁： 尸 ( o ) 为真，因为1十 o * 二 <1+ A)° fl 

归納步取:假设 i + + 则因为 （1 + A )>0, 所以+ + 】 =(1 + /0(1 + A )*>(1 + /1) 

( l + M ) = l + < Jt+lM + M ? >l + U + l ) A tt 
13. 设尸 (n) 是 tf 2 re >n 2 % 

基础 步鐮： F (5) 为真，因为浐=32>25 = 5% 

归纳步蒇；假设 PG) 为真，即则穸 + ysP+PtP+OgP + M + lzOfe + DS 因为 

ife >4 # 

15-设 PU ) 是 H 1 _ 2十2 • 3+…十 nU + l )=«( u + l)(n + 2>，3' 

基础 步康： F ( l ) 为真 t 因为 1 . 2 = 2二 l(l + l>Cl + 2)/3 + 

扣纳步蘼 ； 假设 P ( i ) 为真。则 1 ■ 2 + 2 • 3 +… + *(A 十 1) + Ct + 1)(* 十 2) = [> U + l)U + 2)/3] + 
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U +1)06 + 2) = U +1 )U 屮 2)[( A /3) + l 〕= U + l)(A + 2) U — 3)/3 0 
17-设 P ( m ) 是 I 2 —£ £ +3 2 — + 

基础步碟, p ( i ) 为真，因为 i ? = i = c - iri \ 

归纳步碌 t 假设 P ( A > 为真 .则 I 2 —2 2 + 3 2 — … + ( — l)*_ 1 P + (_ l>*U + l) 2 »C — l)*- 1 jKJt + l >/2 + 

(一 1)*( 走十 1) 2 = ( — 1)* U +1) [ — A /2+( 务 + 1)] = ( — 1广 G + V )[< A /2) + l ]=( — ； n*U + ： l)(A + 2)/2 u 

19-设尸 U ) 是、分邮资可以用3分和5分邮票来纽 成”。 

基础 步骤； P ( S ) 为真，因为8分邮资可以用 一 个3分和一个5分邮票来组成。 

归纳步蘼：假设 POO 为真，即坷以组成*分邮资 > 将说明如何组成 A +1 分邮资，根据归纳假设坷以组 
成是分邮资 . 若这里面包含一个5分邮票 T 则用两个3分邮票替换这个5分邮票来得到 A + 1 分 邮资。 
否则，只用过3分邮票并且&>9, _除三个3分邮票，用两个5分邮票替换它们来得到 A +1 分邮资* 
21,设是 V - rt 被5聱除”。 

基础 步琛： P (0) 为真，因为 0 e _0=0 被5整除。 

归鈉步骤 t 假设 P (>) 为真，即 P — 5被5整除，则 (A + 1) S _( A 十 1〉= ( P 十 5 i 4 + ]0 P + 10 P +5 方 +1 )~U 
+ 1> = U 5 — U + S ( A 4 +2 P +2 A 2 + U 也被5整除，因为在这个和里的两项都被5整除* 

23-设 Ph ) 是命 M : (2 n — iy _ l 被8整除 & 基础情形 P ( l ) 为真*网为8丨0。现在假设 PG ) 为真。因为 
C (2 a + 1)-1) 2 -1) = <(2 A -]) S -1) + 8* T 所以 PU + 1) 为真 T 因为右边两项都被 S 整除，这说明对 
所有正整数来说 P ( n ) 都为 K , 所以每当 m 是奇正整数时，就有讲 3 —1被 S 整除。 

25. 设 Ph ) 是命题；带”个元素的集合有 《(» —1)/2 个双元素子果合。基础情形 P (2> 为真，因为带2个元 
素的集合有一个双元素子®合，即它自身*而且 2(2 — l )/2 = l n 现在假设 FU ) 为真 。 设 S 是带 A + 1 
个元素的集合选择 S 里的一个元素 a 并且设丁=5 — Uh S 的双元素子集合要么包含 a 要么不包含 
a . 不包含 a 的那些子集合都是 T 的2元累子集合；根据归纳假设，有— 1)/2 个这样的子集合^包 
含 a 的 S 的双元素子集合有 A 个，因为这样的子集合包含 a 和 T 里的 Jt 个元素之一。因此有— 1)/2+ 
k = k (&十 1)/2 个 S 的双元素子集合 & 这样就完成了归纳证明。 

27. 设 F(n) 是 命题; ”+2 4 +3'+.., + d=flOi+l)(2 出 >(3d+3 H -D/3(L PU ) 为真，因为 1 • 2 • 3 • 5/ 
30=1. 假设为真，则（ 1 4 +2 "十 3" 十 •" 十 JtV> + ( 是 + 1) 4 =JKA + 1) (汉 + 1)(3 妒 +3*-1)/30 十 （t + l) 4 = 

<( 夫 +1)/30)0(2 左 + D(3F 十卟 一 D + SOQ+DO^^U + D/IOMfi^ + SSP 4 9U 2 +8M + 30) - (Ci+l)/ 

30)CJfe+2)C2* + 3)(3CiH-l) 3 +3C4+l)-l). 这说明 PU +1) 为真. 

29* 通过检査发现，对 n = 1，2，3来说，不等式 2 m + 3<2" 不 成立. 设是命题：对正 整数” 来说， 

这个不等式成立，基础情形 PU ) 为真，闲为4 + 3 = 11<16^2、 

对于归纳步骤，假设为真，则根据归纳假设， 2( A + l ) + 3 = ( 2 *+ 幻 + 2<2 i + 2 , 但是因为 *>U 
所以2*+2<2*十2*=2* + \这说明 POt + l ) 为真。 

31. a ) 用5分和 ft 分邮栗可以组成的邮资是 5分、 6 分、10分、11分、 I 2 分、 1 S 分、 1 S 分、1?分、 W 分 
以及20分以上的所有 邮资. 

b ) 将证明 2 C 分以上的所有邮资都可以用5分和6分邮票来组成 & 设 P ( w ) 是命题：可以组成”分邮资 a 
F (20> 为萁 • 因为20分邮资可以用四个5分邮票來组成，现在假设 P ( A ) 力真，若使用过一个5分邮票 
来组成 n 分邮资，则用一个6分邮票替換它来组成 A + 1 分邮资.否则，若只用过6分邮票 t 则因为 
办>20,所以至少用过四个 fi 分邮栗 • 用五个5分邮票替换四个6分邮票来得到 A + 1 分邮资 i 因为 
PU 十 1) 为真 。 这样就完成了数学归纳法证明。 

c ) 设 Ph ) 与在 （ b ) 里一样，基础情形是 P (20>、 Pan . PC 22), P (23) 和 P (24) 9 这些情形都为真，因 
为扨分、21分. 22分、23分和24分邮资分别 uj 以用四个5分邮票、三个5分邮票 和一个 6分邮票、 
两个5分邮琪和两个6分邮票 t 一个5分邮票和三个6分邮票以及四个6分邮票来缌成，现在假设对 

来说 P (/) 为真，其中因为 *+ 】 >2 S + 所以 t 一 4 >20 t 所以根揭归纳假设， W 以组 
成 Jt 一4分邮资。添加一个5分邮票来得到七1分邮资，这说明 PU 十 1) 为真，这样就完成了用数学 
归纳法第二原理的证明。 
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33. 所有大于或等于40美元的10美元的倍数 ， 以及20美元.都可以组成 ， 设 PQ ) 是命题：可以组成 I 0 n 
美元,尸 (4) 为真. 因为用两个 2 G 美元可以组成40美元，现在假设对来说 FQ ) 为真，若用过一 
个50美元钞读来组成美则用三个加美元钞栗替换它来得到 lOOfe 十1>美元，否则，至少用过 
两个20美元钞票*因为 10* 至少为40美元用一个50美元钞票替换两个20美元钞票来得到 I 0 a +1) 
美元 . 这说明 + 为真。 

35. 基础步-聲：有4种基本情形，如果 n = ，0十1,则显然选手二获胜如果有二，三、四根火柴（对= 

4 •0 + 2， n =4*0 + 3， n -4* 1), 则通过只留下一根火柴，选手一 获胜， 

归纳步廩；假设强归纳假设，即在有不超过 i 根火柴的游戏中， 若 kH 3 (mod 4), 则选手一获 
胜，而若& = l ( mod 4>， 则选手二获胜 & 假设现在玩 A +] 根火柴的游戏，如果 i + l =0 (mod 4)， 
则选手一拿走3根 火柴， 给对手留下* 一 2根火柴由于 A — 2 = l ( mod 4 )， 根据归纳假设，此时这是个 
后手 （ M 原来的选手一）获胜的游戏 & 同理，如果 t + l =2 {mod 4), 则选手一拿走 I 报火柴；如果 A + 
] i 3< m 0 ci 4)， 则选手一章走2根火柴。最后，如果 A + l 3 l ( mtKU ), _选手一必定给对手留下 L 
1或 A — 2根火柴，由干 （=0( mod 4), A - l -3 (mod 4), k -2=2 (mod 4)> 根据归纳假设，此时这是个 
先手（即原来的选乎二）获胜的游戏 d 

37. 基础 步埭： 对来说，左边只是1/1,它是〗对 n =2 来说，存在三个非空子集合 {1}, {2> 和 U , 2}, 
所以左边是 1/1 + 1/2 + 1/1 • 2 = 2, 

扫纳步骤；假设对 * 来说命题为真^前 A + 1 个正整数的集合有许多非空子集合，但它们分成三个类 
别；前 * 个正弊数的非空子 集合， 前*个正整数的非空子集合加上 * +1，或仅仅 U + lh 根据归纳假 
设，第 个 类别之和为 I 对第二个类别来说*可以从和的每项里分解出 1 /CA + 1) 來，根据归纳假设， 
剩下的和恰是 h 所以这个部分的和是最后，第三个类別只产生出 i / a + n 因此，总和 
为 k - k /( k + l )- i - l /( k - hl ) = k i U 

39. 用记号 y ) 表示第 i 行第 y 列的棋盘格 * 对 h ) 进行归纳 来证明 马能到达所有格子. 

基础步骤：对于：的情形，有6 种基本惝形 # 马出发时已经在 (0, 0) 格了，所以不用走就到了这 
个格子，为了到达 （U 0 ), 马走 <0, 0)-(2. 1)-(0, 2)-(1, 00, 同理，为了到达（0 _ 1 ), 马走 
fO, 0) —(l t 2)-(2, 0)-(0. 1). 注意在这个过程中马已经到了 （2 , 0> 和 （0 * 2 ) b 最后一种基本情 
形是 (0, 0) — (1, 2)^(2, 0)—(0* 1)^(2, 2) — (0, 1). 

归纳步驟；假设归纳假设，即马可以到达〖 + / = &的任意（ I , /) 格子 • 其中々是大于1的整数 e 必须证 
明马可以到达 I 十 j = A + l 的任意 （ i , J ) 格子，由于 A + l >3 t i 和 j 中至少有_个不小于2,如果 i >2, 
则根据归纳假设，有走法到达 （ i—L j + 1), 因为 + = 由此再走一步就到 （ r ， 

如果）>2,则是类似的 t 

4 L 基础情形 〃 = 0和 a = l 都为真 T 因为/的导数是0而且的导数是 U 利用乘法规则，归纳假设 

以及基础情形，就证明鼻工… * ?) = 1 ■ 兵：* 十/ = ^ * k ^~ ] 十 x * • 1 =以+2 = 

dx ax a.r ax 

(* 十 i)y , 

43 • 设 PU) 是 命题： AB^ - B^A. PU) 为真 . 因为 Att = BA, 现在假设 PG) 为真 a 画 = 
AB=B"BA = B fl + c A , 所以 为真 a 

45 , 设 pu) 是 “(a, ua ? u- uA n >n B=(A t n b> u < a , n b) u - u ( a b n b>\ 

基础 步驟：尸（】） 平凡地 为真。 

归纳步碌；假设 P ( i) 为真，则 （A _ U^U-U^ + i)nB=[(A 1 UA 3 U-UA*>UA* +l ]OB = C(At U 

A z u-”UA*>nB]ud 〗 nB>-[cA s n B) u ( a 2 n u - u c/it n u c^ +l nB)=(A 1 nB>u 
(a, n m u … lu a* ne>u (A，，n b) t ^ 

仏设 p ( n ) 是 

4 n 

"U a * = Pi x w 
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I 础 步驟； P ( l ) 平凡地为真 1 
归纳 步驟；假设为真，则 

TTl ~ ~ t 卜] 

LJ a * — U a * u + 1 = LJ a * n a+1 =* 厂1 A * n a* ， i = 门 At 

*»■ Jfe= I Jk=l t =*i *-i 

■49 ■设尸 （? i ) 是“[(九―内 ） A ( POh > A … A < 九 -][< A A p ? A … A p n -i 
基础步骤； P (2) 真，因为 （h —— 内 > 是重言式， 

归纳步驟；假设 F ( ife ) 为真，为了证明 L ( pi 一 A ) A (巧 —九 ） A … A (^-1^^) A ip^p^i >]^[(pi A 
九八… A 办-, Ah)#A + 1 ] 是重 5 式，假设这个蕴含式的前件为真因为前件和都为真，所以 
【纪 A 九 A … A 九- A 为真。因为这个式子为真，并且因为 A—A + 1 (它是假设的-部分>,所以拫据 
假言三段论，【灼 Ap ? A …为真，从这个赛子得出较弱的命题 (A A A A *- Api-i A A ) 

5 L 若^1+1 = 2,则这两个集合不*赍。事实上，蕴含式 P ( U _ P (2) 为假 t 

53. 错误在于从基础情形^ = 0过渡到下一情形^ = 1,不能把1写成两个更小的自然数之和《 

55,假设良序性成立 . 假设 P ( l ) 为真和对每_个正整数来说， （ P ( l ) AP(h A … APU ))— P ( n +]> 
为真设 S 是 PU ) 为假的整数《的集合，将证明假设则根据良序性，在 S 里存在最小 
整数& m 不能是 1. 因为 K 1) 为真 . 因为 m = ™ 是使得 Pb ) 为假的最小整数*所以 P ( l ) , PC 2), 
PCm -1) 都为真，并且 m — 因为 （ P ( l ) A P (2) A …为真,所以 P ( m ) 必然为 
真，这是矛肩。因此 S = 

57 ,设 PU) 是 “JXl + Y% 

基础 步敬： P (0) 为真，因为=比=1<1+1 
归纳步骤：假设十 t 则 



= J-f 3 * -jh >: 



< 1 + * + 2 4 




2^ 


-M 


j < 1 + A 十 1 = 1 + (ft 十 1 ) 


59■设 PU ) 是 “ lA / T + l / V ^+ l / v ^+ … + iA /^>2( V ^ TT —1)' 


基础步-來： P ( l ) 为真，因为1>2(在 一 1), 

归枘步驟： fe 设 p(w 为真，贝 |J iA / r + i / VI + lA /^+ … + 1 A / I +】/■/ ITT — 1〕+ 1/ 


若证明 2( v ^ n—D + l / v^FTSZC 1)，则得出尸 ( jfe + l ) 为真 s 这个不等式等价于— 


™ 1 ) <! ] / V ^+ 1 ，它等价于 2 ( \/ X +2 — +1 ) ( Vife +2 + vk + T ) <1 vk^-T/ VA + 1 + yk~r2 / 


-/kTi\ 这等价于 sci + v ^ T ^/ vT ^, 它显然为真。 

6 L 将首先 l £ 明当 n 是 2 的祥时的结果，即若 n = A = l , 2,… ，设 P < A ) 是命题 ： A > G t 其中4和 G 
是一组 = 个止实数的算术和几何平均值。 

基础步取： 4 = 1并 K 注意 ( V ^ T — V ^ T ) 3 会 ■心展开这个式子证明 fli — 2 + a ?^0* 即 

( d L +々 )/2 S ^ (Sl (3^ ) l 2 a 

归納步驟：假设 PU ) 为真，并且 n = 将证明 P(JH 1) 为真。我们有 2 P ] =2 m 现在 （A +兩十… 
■\ a lr ,)/( 2 n ) — ({ax 4- + a „ }/n \ ( fl n + 1 + 0 ^- 2 ' …] ^ 2 ™ )/ n )/2 , 同理，（“ , 央 ... a > ): ■■」' =[( c * i 叱… 

a _>] ( d.+.i Aw )] sn ] l _' 为了简化记号 t 设 A(it y ， …）和 GCji ^ …) 舒别表示 J . j ， ■“的算术平 

均值和几何平均值，另外，若^ 3< y , 依次类推，则 A(h >… XAb % /，…)而且 G(h > 
^ G ( jc \ y * …）。因此， A(tt 1+ a ，…， a Jr( ) = A(A(<i】 ， a? ， …， a rt ) ， A ( a a ^ a 2n ))^ 

1 

A(G{ai a2 ^ ■+. ，〜）， G(u n + \ f 士 z ， …， ^ )) ^GCGCtZj , 1 ■. 、 a n ), G( a n ■■ 1 t o. A f ，■- T )) — 

GUm 这样就完成了对 2 的梧的情形的证明。现在若 n 不是2的苒，则设 mfi ? 的，一 

个史高 的¥, 并且设 Aw . …，‘都等于 a , …、 ) = a , 于是就有 （ U _〜 

AUh aw …，‘）.因为如是2 的幂。 闪为 AU " 々 ，… t a M ) = a y 所以屮…〜%卜"” < 
U 11 ' 两边都求第？??/ 走次幂 就得出 G <£1| ，❿，…， 4 ， A ，…， ) o 
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S 5- 根据提示，首先要证明，如果 W + P + y 十^ = 则所有变兀都是偶数 • M 然有0、2或4个变 

元是偶数，因为方程右边是偶数，假设所有变元都是奇数，则左边是 l + l + 1+1^0( m O d 4 M 参见 3-1 
节练习2)。但是在这种情形下右边模4同余2,矛盾，下面假设变元是2奇2偶，于是左边模4为2, 
而右边模4为0,还是矛盾，所以就得出所有变元都是偶数，代人扣= 2 仏 y - 2 c r 井化 

简，得到 cl 2 +¥+/+/ 模 B 重复上述论证，得出 a = 6=2 / f c = 2 g , d = 2 k , 因此 P + 

/+^+ A "-32^ A t 可以永远这样进行下去 # 所以每个原始变元都含有任意大的2的幂作为因子， 

而这是不可能的。 

67. 设 PU) 是命题 s 若 A, Xm …， a 是 n 个不同的实数，则无论在乘积里如何插人括号，都需要用《_ 
1次乘法来求出这些数的乘积，将用数学归纳法第二原理來证明为真，基础情形 FU) 为真 * 因为 
需要 l_i = 0 次乘法来求出々的乘积，即只 有一个 因子的乘积，假设对来说 P(A) 为真 d 求出 
n+1 个不同实数 i lf 心，…， x ft , 的乘积所用的最后一次 乘法， 是对某个*来说这些数的前是个 

数的乘积与后 n + I — A 个数的乘积之间的 乘法。 根据归纳假设，需要用4一 1次乘法来求出这些 数中* 
个数的 乘积， 无论在这些数的乘积里如何插人括号，而且 需要用 次乘法来求出这些数中其余 ” + 1 
一 A 个数的 乘积， 无论在这些数的乘积里如何插人括号 d 因为需要另外_次乘法来求出所有这些？ t+1 
个拆的乘 fil- 所以使用的乘法总次数等子（*_】) + “一 W + l = 〜 因此为真。证毕 • 


71,设 P ( n ) 培命题 s 毎一个去掉了一个 1 X 1 X 1 
XI 立方体的 2 X 2 X 2 立方体砖块来铺满 
重合的.现假设成立 a 现在考虑去掉了一个 1 X 1 X 〗 立方体的2* + 1 父2* + | \2* + 1 立方体目标，用 
经过 H 标屮心并且与目标表面平行的平面来把这个 U 标分成八块 • 所去掉的 IX 1 X 1 块出现在这八块 
当中的—块里。现在放一 块砖，比它的中心是在这个大目标的中 心上， 使得它所去掉的 IX 1 X 1立方 
体是在大口标去掉一个 1 X 1 X 1 立方体的象限里&这样就产生出八个 2* X 2* X 2* 立方体，每个都去掉 
—个 1 X 1 X 1 立方体，根据归纳假设，可以用砖块铺满这八个目标当中的每 一个. 把这些铺砖系统放 
在一起就产生出所需要的铺砖系统 * 




75* 假定 a = r = 办’+ 〆 使得并且 Q^VcA 则 d ( q ~ q ) 

， 所以 0 o 因此 r /== 由此得出 g = <? 。 
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77, 这是自引用所引起的悖论，答案显然是“否' 只有有穷多个英语单词，所以只有有穷多个包含15个或 
更少单词的字 符串； 因此只有有穷多个正整数可以如此描述 T 而不是所有的正整数. 

3-4 节 

L a )/( l )^3, /( 2 ) = 5, / <4)^9 

b ) /( l )- 3 , /( 2 ) = 9 , / < 3 ) = 27 , / C 4 ) = 81 

c ) /( l > = 2 , /( 2 ) = 4 , /( 3 )^ 16 , /( 4 ) = 65 536 

d) /(D^3t /<2) = 13 ， /(3) = 183, /(4) = 33 673 
3- a)/(2)--K /(3) 这 5. /(4) 兰 2, /(5) = 17 

b )/( 2 ) = — 4 , /( 3 >_ 32 _ /( 4 ) = - 4096 t /( 5 ) = 536 870 912 
C )/( 2 )= S , /( 3 ) = 176 t /( 4)^92 672 , /( 5 ) = 25 ?64 174 848 

d )/(2) 矣一如 /(3) = -4, /(4) = y , /(5) —32 

5 * a ) 无效 

b ) /(??) = 1 一? a 

基础步*: /( 0 )- l * l - 0 o 

归纳 步骧： 如果 = 则 = = l — 6 — I = l - U +1), 

c) 若 fj^>0 则 _ ft t R - / CO ) — 2 a 

基础步臃： /(0)_2 且 / U ) = 3 = 4 _U 

归纳步臃： a > l ): f ( k - hl ) = fU )- l ^( 4 ~ k )- l ^ 4 -(k + l ), 

d ) / UX L 一 /£J e 

基础步/( 0 > = 1 年 2 卜 + _」且 /( V ) , 

归纳步葳： ( k > l) t /U + l ) = 2 /U —D = h 叫…十 ㈣ J • 

e ) /( n )^3% 

基础步显然 & 

归纳步现：对奇数”， f ( n ) = 3 f(n — l ) = Z * 3 M 1 而对偶数打>1， /(") 心 9 /(n —£) = 9 ■ = 3' 

7. 有多种珂能的正确答案，将给出相对简单的答案 & 

3>对 来说 a ^ + t 〜 +6并 ji A =6 b ) 对 来说 ^ + 3 = a m +2 并且 a 〖=3 

c ) 对 n > l 来说 l s -10 a , 并且 A =10 心对 n > l 来说 〜 + 1 并且 fll = 5 

9+ f (0) 兰 0* 对 n>l 崁说 / Xrt ) = F ( n — 1) 十 n 

11, P^(0) =^0* 1) 芒 = W ) 十相 

13 -设 P ( n ) 是 … + / 2b - ] =/〜 1 \ 

基础步蘼 3 pn ) 为真 ， 因为 

归纳 步康； 假设沟真 e 则 /l+A 丨 … +/h i 十 /2« — 1 =/〜+/? n - II = /2—2 +/ 〜 +D ， 

15 . 基础步蘼； foA + fiA^O * 1 + 1 * 1 = 

归纳步臁:假设 / fl /| 4 /■/2 + 〜+/从-1/2* = /1»则 A/i + /l A + …十 /at I fu + fu /^1 +/ a”+l /£_+? = 
yl , H ~ f 2 CTl / 2 ra 4 - L .ftm + n J ' zfti - S _ / zn ^- f 2ri / iff + 1 1 ^ J Jw +1 2 n + '2 " I - ^ 2 ™+ 1 ^*4 2 ^ C/sit , 2 ，+ l 〉_/"?■. : + S ® 

17* 欧几里得算法为求出 gcd (/_ + 1 ， / n ) 而使用的除法次数 t 对《 = 0来说是0，对来说是1，而对 
2來说是 n _ U 为了对证明这个结果，用数学归纳法 # 对 n = 2 来说，一次除法说明 ffcd ( A ，/ j )^ 
gcd (2, D-gcdKU 0)- U 现在假设用々一 1 次除法来求出 /,), 为了求出 gcdC/,+n 
/, + l >, t 先让除以/, + _来得出/, ? = ]. 八— 3 +/,,在一次除法之后有 gcd(/ n + 2t + 

gcd (/, + lt /,), 根据归纳假设，所以恰好需要另外次除法。这说明需要”次除法来求 
出 gcd (. f a +； t 人+ |)， 证毕。 

is , I 4 I 闲此 I am =(- n % 所以 / … / fr ，「yl = (- i >% 
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21 . d 用归纳法来证明， 

基站步 St ; 对? j =1 来说， max < — a L ) = — ^ min(« L ) ,对? 1 = 2来说，有两种情形^若 

则 一 q 会 一 A ,所以 max ( — a _» —■心）=一 A = — minCa], ，❼）。若 则 一 化 < — a ? ，所以 

max ( —屮- 一 a ) = — a ? = — min ( ai ， a ?) „ 

归纳步猓 i 假设对满足的 m 来说命题为真 _ PJ maxC-ai * 一辽 2 * *_，* f 一 a 4 + i )~ max ( max 
{ -— a ] ， 一 fj 2 ， …，一 卩 n > ，一 -i -1 ) — max ( _ tTHn(£i L T T _■* ， a,) ， 一 a——]) = — min( min C _ ce _ ， 一 

a 。， …， 一 “，>，卞丨） = _ rmn(ai ^ …， ) B 

b) 用数学归纳法来证明 。 对 n = l 来说，结果是恒等式 a +h=“i 对 ”=2来说，酋先考虑 

4+4的情形 s 则 卞匕，+ ^ ) — a 3 + b \ & 另外注意 a! € mdx(£ii ，免）和 ) f 所以 

a, +6j ^maxCa! a. > + max(ft| ， ht ) p 因此 max(“i ， a 2 +62 ) = «i <mflxUi ^ ) + ，燊） 

%十 + 乂 的情形是类似 的。 对归纳步骤来说 t 假设对 A 来说结果为真，则 ma5tU]+6]，a 2 十匕，…， 

a ^^~ b H ^ 3 , + 1 [ 6„^ | ) ~ maximax ( “ b " + …， 气 W u„-m ■'" Ab + i )^ rrLax ( maxCa ^ ^ …’ 

a a ) ^ maxC 办" b z ，•■■， 6, ) t a ^ + i + 6 T + i ) ^ max ( max ia y ^ * “、 a n ) ， «, + ]) + max ( max C hi , 

6 ? ，…， t 〜-■ 3 ) =max(a” . … ， w ， a^ + i > + max(6| ^ 6^ * … ，乂 ， h + ] K 
0与1>)一样，但是把 “ max ” 的每一次出现都换成 “ min ' 井且反转每个不等式的方向， 

23- 5 eS , 并且若: r . ) eS ， 则 i + 3^ S s 

25. a)0€ S f 井且若则 J+2G S 和： r _ 2€ 

b ) 26S, 并且若 x6S, 则 i + 

c) ies, 2€Sr 4€S\ 并且若 j ： es, 则 j 十 5es, 

27- a )(CK m ( i , 1), (2 ，m (0, 2) ， （ 1 ， 2) - (2 - 2〕 ，（3. 2> • < 4 ， 2>; (0, 3>, (1, 3) ， （2、3). 

(3，3>，（4 T 3 ) T (5, 3), (6，3 h ( O t 4), (1, 4 } T (2, 4), <3> 4), (4 t 4), (5, 4 ), 

(6, 4)， （7, 4) + (8， 4)。 

b ) 含 PU ) 是 命题： 如果通过 m 次应用递归步骤得到 U , b )^ S , 则 

基站 步葳： P(0> 为真，因为不用递归步骤能得到的唯一 S 元素是（0, 0)，而确实0<2*0。 

归纳 步碌： 假设如果通过不超过 A 次应用递归步骤得到 U, 6〕&S , 则考虑通过 A+I 次应用 
递归步骤得到的一个元素，由于锒后一步递归步骤应用到的元素 U ， 一定是通过较少次数应用 
递归步骤得到的，所以两边分別加上0<2，1<2, 2<2,就得到 a<2(6+l)，a + 
2(/^+I), d^-2<2(fr+l). 这正是所需要的《 

c) 命题对基础步骤成立，因为 0<0 d 假设命题对 U，6) 成立，则命题对从 （a，6) 应用递 P 步骤得到的 
元素也成立*闶为给分别加上0<2，1<2，2<2 ，就得到 a<2(&+l)，“+1<2(6+D， 
a + 2<2(6+ I) D 

29, a) 这样定义 S: (1， D6S； 如果 （ g ， h ) GS , 则 U + 2， la , fr+2)£S 旦 U+l，6+l)6S. 所 
有进人 S 的元素都满足条件，因为（ 〗 ， 1) 坐标和是 偶数. 而如果 U，6) 坐标和是偶数 t 则&)、 
(〜6十2)和 (a」 1, ZrM) 也是这样 5 反之，对坐标和进行归纳来证明，_果（〜 6) 坐标和是偶数， 
则 U ，&)€ 如果和是2， 则 U ，6)-(1, 1), 基础步骤让 （l W 进入丄否则和至少是4, 
(a — 2 , 6) . Ca, 6_2)和 U — 1* &_1 ) 中至少有一个都是正整数坐标并且典和为小于 a + A 的偶数， 
因此一定属于 s Q 于是冉应用一次递归步骤就说明（心 *)es, 
to 这样定义 S : (1, 1) 、 （l t 2>和（2* 1〉属于 S 纟如果 （fl* h ) es , 则 U + 2 t 6) 和（“ A + 2) 都 ® 于 S, 
要证明这个定义正确,首先注意 （ l n* 2) 和（2， 1) 都有一个奇数坐标，而如果 u ，6) 有-个奇 
数坐标，则 U + 2, A) 和6十 2) 也是这样。反之*对坐标和进行归纳来证明，如果（《，有一个奇 
数坐标，则 U， b )^ S , 如果 U， 6) = (1， 1) 或 U， 6) = (1，2)或（心 &) = (ii s Dt 则基础歩骤让 
(a, Jb) 进人 S. 否则 n 或 A 至少是3，所以 U_2, 6) 和 U，A—2) 中至少有一个都是正整数坐标并且 

真和小于 a + 心因此一定碭干 S , 于是再应用一次递归步骤就说明 U ， f >) £ S ； 
c )( l , 6)65 且 (2, 3)€ S ； 如果 U ， b ) eS , 则 G 十2， b )€ S 且 （ a ， &+6)£ S , 要证明这个定义正确， 
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首先注意 n , 6) 和 （2, 3) 满足条件 t 而且如果 U , />) 满足条件，则 U + 2, W 和 U , 6 + S ) 也是这样。 
反之， 对坐标和进行归纳来证明，如果幻满足条件，则 b )€ S . 对于和为5或7的情形，唯 
一的点是：（〖， S ), 基础步骤让其进 A S ; (2, 3)，基础步骤让其进 AS ; 以及 （4, 3) = (2 + 2, 3), 
—次应用递归定义就让其进人 S 。 对于和大于7的情形，要么要么^<2且在这种情形 
下 ， (fl — 2, A ) 或 < d ， 必定有和小于 a +6 的正整数坐标并且满足属 T S 的条件 D 于是再 应用- 
次递归步骤就说明 u , h ) es ^ 

3 L 若： T 是集合或是表示集合的变元，则 x 是合式 公式+ 若: r 和: y 都是合式公式 * 则 i 、（ jrUjyhOnp 和 
( 都是合式公式 s 

33. a ) 如果尤 1, 2, 3, 4，5, ^ 7 t 8，9}，则 = n 如果卢 U ， 其中 D ■且 rC 则 

m ( s )= minC ?«(^)* j :) c 

h ) 令户邮，其中且如果 Ti = A , 则根据历定义的归纳步骤和基础歩骤，就有极（灯）=- 
— min ( mis ) , _ r ) = nnn ( m (. s ) H ? n (. r ) ) ：J 否则 * [1| …的定 义- 7 ? i(M ) — m C C . r ) — min ( m („ ， x ) , 

现在根据结构归纳法的归纳假设 . mCswy = n ^ n ( m ( sm ), 所以，根据 miri 的 含义. 

mint rairi ( T ?^( u ^)) * jc ) = min (mi sxv ) + min ( m ( s j ： )) » 但是根据 m 定义的归纳歩骡* 

x ) = mC ^ x ) = m ( f ) „ 因此 mint -sO — min ( m ( s ) , m ( I )) g 
35, A r =A 并且对 S 来说 （wj ) 12 = j ：/ 

37. w ° ™ A 并且 tt 1 """ 1 ^ o 

39. 当对某个非负整数 n 来说，该字符串是由〃个 0 和后面的"个 1 所组成的时 。 

4], 设 F ( i ) 是 = /( 切)' F (0> 为真.因为 KW ) = 0 = 0 ■ KwK 假设 P ( i ) 为真，则叫十_)- 

i(lL^ ) ^ t(it)+l{u/ ) -7( w) + I - /(w)=(i+l) . Kw) 口 

43,基础步对于只含树根的满二叉树，结论为真，因为？ i ( T ) = I 且 A ( T ) = O t 而1為2 *0 + 1 

归纳 步璩： 骽设 W 丁 d >2 A (7\) + l 和 ir ( A )>2 A ( T 」）+ U 根据 n ( T ) 和 / im 的递归定义，有4了）， 
l + n(7\ ) + ?i(T 3 > 和 ACT) d -r max(/i( T\ ) t /UT^)) Q 固此十 ?? （了 |) + ? 1 ( 7^)>1 + 2 办（ 7^) + 
l + 2 A ( n )+ l>l + 2 * m ^ x ( h ( I \), A ( r ，)) + 2^1+2( max (； ifT . ), fiCT ? ))+1>^ 1 + 2 AC 7)« 

45. 基础步碌： ao, a = 0=0 + 0 s 归纳 步骤： 假设在 NXN 字典序下，只要（相\ 小于 （ m , n ) 就有 〜 w = 
m ' 十?/,如果 tt = 0, 则 I + n+l = M + n 。 如果 h >0， 则 ‘ rP ^ a 一- ] + 1 合 m 十对一 

1 +1 = ?h ~h n 

47. a ) P ffllJK - P mf 因为在 m 的分拆里不可能使用比 m 大的数 i 

j 

b ) 因为只有一种方式来分拆1,即 1= U 所以 = U 因为只有一种方式来把阳分拆成1，所以 
PwiU 当时，得出匕^忾叩， m), 因为不可能使用比爪大的数 D / 3 , 1 . = 1 + P_-|, 闲为 
当在分拆里允许使用 w 时，出现另外一个 分拆， 即若 则匕 +/ V-_, 因为 
一个把 m 分成不大干 rt 的整数的分拆，要么不使用任何〜因此算在里，要么使用一个 n 和一 

个对 m — ^的分拆，因此算在氏-“里， 

c ) P ,-7 t P 6 -1 I 

49,设 P (? i ) 是 “A (力， 2) = 4' 

| 碱步骤 i P(l) 为真.因为 /Kl- £)^A(0, A(U l )) = A ( 0 r 2)^2 * 2 = 4 P 

归纳步葳：假设 FU ) 为真， 2 ) = i , 则 A(，i + 1， 2 )^ A ( n , A (/ i+K U )= A { n , 2) = 4. 

51, a ) 16 b )65 53 S 

53 - 用双重归纳论证来证明史强的命题：当*时，4(% k )> A ( m , /), 

墓础步爨：当 m = 0 时命题 为真， 因为蕴含 A (0, k ) = 2 k > 2 t ^ A ( 0 . 0, 

归納步倔设对所有满足： r>iV 的非负整数 : r 和: y 来说都有将证明这个假设 
蕴含着；若*>夂 m Mm + i . *)> A ( m 十 U /K 

基础步葳：当/ = 0而 Jl 6>0时， A(m + 1, 0="0> 井 & 或者 A (川+ ]， k )^2 , 或者 A(m + i f k ) 二 
Mm , Atm+U k - l ) K 若 m = 则它是 M(U k -])^2\ 若斤 i >0_ 则裉据归纳艇设.它是大于 0 
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的。在所有情形里 + k )> 0 , 事实上， A ( m+1，i )>2. 若而且 A> D t A(m+1, /) = 2并 

且或者 ^4(™-+ ] t k } = A ( m * A(m + \ f A — 1)>^2 因此根据归纳假设 t A { m 9 A{m + 1 , k — 1 )}^ 
Aim , 2 )> Aim , 1 ) = 2 , 

归纳步麻：假设对所有 r>s(s = 0, 1，… * /) 来说，都有 A(m+1, r>>A<m + l, s ). 于是若*+1> 
Z + 1， 则得出為 （m+l，1) — Aim* A(m + 1 1 k)) ^>A(jn 9 A (m +1 T /)) = A(m+1 T / + I)« 

55、从练习 54 得出 /U “ j»A<i-U } ) = 2 j > j . 

57* 设 PU) 是 YU) 是良定义的' _P(0) 为真，因为规定了 F (0)。 假设对所有来说 PU ) 为真.则 
在 n 上 FU) 是良定义的，因为 FU) 是利用 F(0), …， F (〜)来给出的。所以对所有整数 n 来说 

P (幻为真。 

59 - a)FU) 的值是二义性的。 

b)F(2) 是无定义的，因为 F(0) 是无定义的 w 

c>H3) 是二义性的而旦 R 4) 是无定义的，因为)没有贲义。 

d) FU) 的定义是二义性的，因为第二和第三个句子似乎都可以应用 * 

e ) 不能计算 F (2), 因为试图计算 F (2) 会给出 F ( 2 > = l + F ( F ( n > = l + F (2) 0 

61,泡 )1 b)Z c)3 d>3 e )4 f )4 g>5 

63./p (n )= r«/al 

65+ 对 n>2 来说， /f <ti>=^ floglognlt (1)=0 

3. 5 节 

1* procedure 止 整数， x% 整数） 

If n = 1 then multin 9 jr) l= =x 

else mult(n f jc ) :二 一 j:) 

3 + procedure sum o/ odd^int 正整数） 
if n= 1 then sum of odds(n) 1 = 1 
else sum of oddsLn) ^ = surn of odds (rt^l) + 2?i — 1 
S. procedure smaliesila ^ wmv * a ^ z 整数） 
if 11 = 1 tli^n smalUu{a\ ， a n ) l = a x 

else sfinalUstia] . 甲 ■、 - = mintAmallestiai T a^-i > * a„) 

7. procedure mod/<ic£ormi(ni m- 正整数） 
if Ti^ l then mod fanoriaUm) 1 = 1 

e_se modfactorialint m) 1 = (n * Tfiod/actoriaiCn — 1 ， m))mod m 
9- procedure gcd(a T b~ 非负整数） 

{ 假设是成立的} 

it a^=0 then gcd(a^ b) - = h 

else if a = b— a then ycd (a * b) 

else if a<fc 一 a then gcd(,a f b) £ —gcd(<st b — a) 

else gcd(a f h) ; — ged ( h — a t a) 

11* procedure multi pi y(jc, 非负整数） 

if ^=0 then multiply{jTf y) 1 —0 
dse if : y 是偶数 then 

multiply(x* y) t = 2x * muitiplyixj y/2) 
else * y) : = 2j: * muitipty(.x f (y 一 1)/2) + 之 
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13. 如果丹=1,则算法正确返回^假设算法正确计箅为了计算 Ofe + l ) i , 箅法递归计算 *+1 — 
1=是和 x 之积，然后加上^根 据归纳 假设，算法正 确计算 乘积，所以返回的答案是 ^r + z = U + l ) 
工 * 这是 对的。 

15+如果 n = 0, 则程序第一行正确返回函数值，假设程序对 71 = * 正确计算。如果 rt = A + l ， 則执行 《 lse 语 
句，返回值是 a 乘以 ptnwr 由于根据归纳假设 • poxver ( a , i > 是 <^ T 所以返回值是= 
W + 这是对的， 

U ^ 次乘法与 2 〃 次乘法 
19. O(ldgw ) 与 n 

2L procedure a(n t 非负整数） 
if ?1 — 0 then a{n) l = l 
dse if n— 1 Ihen a(n) 1 = 2 
dse ^{? t > : = 一 1) * — 2) 

23, 迭代 

25« procedure iteraHveini 非负整数） 
if n = 0 then ^ ^ — 1 
else if 1 then z ^ 2 
else 


begin 


^ — 1 


y —2 


z it== Z 


for i 1 - 

= 1 to ^ 一 2 

begin 


w 1 

1 = x + 3/ + 


工 1 篇 y 

y l = ^ 
z 1 ^ w 

end 

«nd 

U 是该序列的第〃项 > 

27_ 首先给出递归过程，然后给出迭代过程。 
procedure rCn ： 非负整效） 
if n <3 then r ( n ) ; = 2 n + l 
else r(n) = Kn ^ 1) * £ rf n™ 2) w <r(7i™ 3) 
procedure iin t 非负整数 > 
if n™0 then z 1 = 1 
cUe if n ~ I then z 1 3 

begin 

j ： 3 = 1 



for i * — 1 to n —2 

begin 

w t=^z ^ y 2 书 
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end 

end 

U 是该序列的第打项} 

迭代过程更有效6 
29* procedure reverse(wt 位串） 
n 1 ^lengthCw) 
if n^l then re^uer^eiuu) s = 

else reverse(w) substriivt n) revers^C subsiri 1 1 n^l )) 

i^ubsirim, W 是包括从第 u 个位置到第 A 个位置的 tc ， 的子串 } 

31* prOCTdure Aim r « ：非负整数） 
if m=^0 then A(m r n) £ — 2« 
else if m = 0 then j 4 (/n, n) s = 0 


tlse If 1 Iheii Aim f n) s = 2 

else A(mt n) : — A(pi — 1 1 A{m^ n— 1)) 


33* 


bdafgtijCpak 


th 


b 


tx 



k 


35. 令这两个表分别为 1» 2* …， m ™ 1 1 1?1 + ?1—1和饥， m +1* m + 2 1 m + n a 
37, 如果 n = l ， 则算法什么也不做，这是正确的，因为单个元素的表已经排序了.假设算法对于从 n = l 到 
« = A 都是正确的 6 如果 it = 4+】， _把表分成两个表和 Lh 根据归纳假设，讲疗 炉仍 付正确排序这 
两个子衷，而正确合并两个排序表成一个表，因为通过每次比较，就让 L s U “中还没有进入 L 
的最小元素进入 


39*0(n) 
41. 6 

43. 0(^ > 
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3-6 节 

1* 假设1 = 0,这个程序段首先对 J 賦值1然后对 z 赋值 x 4 ^=G + l = l a 

3. 假设 ）=3 a 这个程序段首先对1陚值2然后对^赋值 i + y ^2 + 3 = 5 fi 囡为 y = 3> th 所以它然后对 2 
賦值 r +1 = 5 + 1 — 6 , 

5* ( ^ A condition ) {Si 

tpA ^ conditionl A condition 2) { S^}q 

m 

■ 

(p A ^ conditionl A ^ conditio ^^ 1 A ^ coiiditioniti — 1)) { S ,} g 

■ ■■ — — ■ — ^― ■ ■- 「■ ■ —■ 

#** p \ if then 1 

else if condmortZ then Ss j *•*; else S ff }g 

7 - 将证明 p : 并且 1 H 楚循环不变量，注意起初 p 为真，丙为在循环开始前， £=1 并且 

power-l = 其次必须证明在循环的一遍执行后，若 P 为真并则在循环的下一遍执行 

后， P 仍然为真。循环把 I 增加 U 因此 • 因为在这遍循坏之前所以在这遍循环之后而 
且诙循环对 powv 陚值抑 itw h 根据归纳 假设. 可以看到把如陚值为工― 1 * 上因此户仍然 
为真，另外，在该循环执行 n 遍之后，循环结東并且 i _ = « + 丨，因为在进人循环前把 f 陚值为1，在每遍 
循环里把 i 增加 U 并且当时循环结束 。 所以， 在结束时正如所霈。 

9. 假设@是_爪和 n 都是整数' 于是若条件 n <0 为真，则在执行島之后有 — 彳 n 丨。若条件 
^<0为假 * 则在执行 S ] 之后有 a = n = U U 因此 p { S _} 兮为真，其中？是 pAU = 丨 n I 因为 S 2 赋 
值0给备和所以 S 然为處，其中 r 是 g /\ WO ) AU _0)。 假设 r 为真 • 设是并 
且 k < a *\ 可以证明对 S 3 串，的循环来说是循环不变量， P (0) 为真 t 因为在进人循环前 :r = 0 =m • 0 
弁且现在偎设尸(办）为直并且则 Pa +1) 为真，因为把1賦值为 x + ? n = m 是+胡=讲（4 + 
1)。当 4 = a 时循环结束，而在这个时候因此 HS 3 h 为真，其中5是％= | a | 并且 
现在假设 . t 为真 0 干是若则 d = — 71，所以 ： c = 一 在这神犓形里 1 给賦值一 

mn Q 若 n >0 ，则 j =^ ia ^= mn . 所以5•给 praduc # 赋值 。因此 4$} (为真 5 
1 L 假设初始断言 P 为真。则因为 p ( S ) q , 为真， 所以在执行程序段 S 后 g 。 为真，丙为必为真，所以 
也得出在执行程序段5后+为真，因此 WS } g ] 为真， 

J 3. 将用命题化 " gcd < a , W = gcdU , 并且来作为循环不变量。注意在进人循环前 f 为真，因为 
利用初始断言，那时 y = b , a _ y 是 IE 整数 & 现在假设户为真并且 y >0, 则循环将再度执行 。在 
循环内部，$和 y 分别换成 y 和 z mod ： y fc 根据2_5节的引理 K gcd ( x , y )^ gcd ( y , x mod 因此 T 
在循环执行后， gcdU t y ) 的值与循环执行前是一样的。另外，因为 y 是余数，所以它至少为0。因此 
户仍然为真，所以它是循环不变赴 6 另外 * 若循坏结束 t 则在这种情形里有 galU ， jr )= x ，即 
终结断言，闶此这个给出 y 作为输出的程序， IE 确地计算了 g ( xUa ， 最后，可以证明循环必然结 
東.因为每次迭代导致^的值至少减少1。因此，循环至多可以迭代6次。 

补充练习 

L 2 1$ +1 = 4 294 967 297 = 641 X 6 700 417 

3. 反证法：假设界一户/心其中 p 和 g 是既约正整数.于是 p ^ 7 q \ 因此 7 是 〆 的丙子，所以也是 p 的 
因子（否则 T p 3 的素因子分解根本不含 7), 对于某个正整数 I 写 p = 这样给出 49 e = f t 因此7是 

g 的因子（与上述理由一样 h 但是这与 p 和 g 没有非平凡公因子的事实相 矛盾. 因此#不是有理数。 

5,唯一可能的加项是1 4 =】，2 4 = 16_ 3 ^= 81 , 4 5 =256和 V =62 S q 显然两两相加都不等干】000 & 

7. 令; — >所以 ：r = ： y + L 于是要证明的不等式变成 I = 1 S I ^ I — \ y \ ^ 它等价于丨： yl 十 
U I > i 7 +^ ( ^但这是 L 5 节练习35怔明过的不等式， 
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9,令 P ( I )如提承中那样。则 Fix ) 是多项式（其实是 n — 1次的 ） | 如果 jt = :，则 JJ ( 4 ： — + ~ a ,) = 

i^i 

0* 除非 I =〜因此 P ( j m ) = — A)/(a —^)=^1 ■ ~ 

j^km 

11, 令 PU ) 是 1.2 fl +2 • 2 l + 3 _ 2 r +*“ + n * 2，— 1 二 （ n — i ) • 2" + l ' 

基础 步縢； P ( l > 为真*冈为 1 . ]，l = ( l - i )2 l + ] fl 

1)3 纳步* t 假设 P ( A ) 为真，于是 1 • 1 + 2 * 2 + *-+i ' 2 *- E +(A + l > * 卜 （ A - l )2* + l + U + l >2* = 

2 k - 2 k + l^ak + l )- l ) 2 M + x 十 U 

]3 -令 Pfji ) 是 “1/(1 • 4 ) 十…十 l /[(3 re — 2)(3”+ l )] = rt /(3 n 十 1)”。 

基础步褎： F ( l ) 为真,因为 1/(1 * 4> = 1/夂 

归納步臁：假设 PU ) 为真，于是 1/ U ， 4) + .- + l /[(3 k -2)(3 k + l)J + l / i (3 k + l )(3 k + 4) J ^= 
务/(3务+1)+1/[(3是 + l )(3 i + 4)] = [><3* 十 0 + l]/[(3* + 3)(3* + 4)] = [C3*+l)U+l)]/[(3Jfe + l > 
(3 k + 4)]=( k + i )/(3 A - i -4), 

15 .令尸 U ) 是 I -〉?! 1 ' 

基础步骤：尸 ( W 为真，因为〗024>1000。 

归纳步驟：假设 P ( jO 为真，于是（* + 1) 3 =走 3 +3^十 3 A + KA 3 十 + P =2沪<2 * 2*^2' hl . 

17 .令 P ( tt ) 是 “£1 — 6 是 V — F 的因子' 

基滅步采： PC ]) 显然为真。 

扫纳步嫌：假设 P (是）为真，于是 a * 4 1 — 6* ■: = a * ' 1 ~ ab k ab h 一 A *- 1 ^= aia k — 6^)+6* £ a ™6>* 则由于 
a —6 是 a *— V 的因子并且 d —6 是的因子，所以是 + i 的因子 s 
1 9. 令 P ( n ) 是 “ d + (a + d > + "* + ( fl - hn ^) = (n +1 )(Za + nd )/2 f \ 

基础 步蠊: P ( l ) 为真，因为 a + (“+A = 2 a + rf =2(2 a + d )/2* 

_ 納步现 ： 假设 jPU ) 为真 于是 ^ + Ca + j ^) + *" + Cta + it /) + (« + (£ + 1)^) — (^+1 )(2 a ^ kd ) /2 a~h 

(jfe + l )d~ ^r^2ak + 2 a + 々 ? c/+ 十 2 “ + 2kd 4 - 2dJ = ^ 5 - \^2ak ~h 4a + k 2 d + 3kd + 2d^j & ~(^+ 2 )( 2 a + 


(i 十 1 >£3?) 0 

2L 基础步 驟 : 对 nti 为真，_为 5/6 = 10/12, 


什 n 

归纳步蹀 £ 假设对 n A 等 式成立 •考虑 V = k + U 于是 

- ■ 


j + 4 

1 

^ { ±± -十 

1 C 1 -h IXi 4 2) 

合 “f+lKi + 2) 丁 


k+ 5 


kOk -\-7) 


ik + h ) 


a-h l)CA + 2)(* + 3) 2 U + l )(々 + 2) i ) U +2)(々 + 3) 


(根据归纳假设) 


(^ + 1X^ + 2) 


/ K 3 纟十 7) 

,* + 5\ 

1 

( 2 

h A +3 / . 

— 2 U + 1)(^ 4 2)(*+ 3) 


( K 3 ife + 7)0 + 3> + 2 G + 5)) 


2« + l)a + 2 XJfe + 3) 


<3P + Uk^ + 23J^ + 10) 


= 2( Jk ~ J hUlk u t 2 )(k + 3) 


C 3 J &+ I 0)( k + l ) 1 


2 {k + 2 )a + 3) 


， ak + io ) 


,,. t . __ ( 走 + 1)(3( 是 + 1) 十 7) 

r u = 2X(k + 1)"+ 1KCA + 1) + 2) & 

23. 基础 步臃： 对；命题 成立， 因为根据乘积求导法则， = 的导数 I . 〆 十 〆 = 

归纳步 假设对命题成立，即6重导数为 〆 = + 根据乘积求导法则对两边求导， 

给出十幻 〆 +^ = ( z +( A + m〆 ，这正是所 要的， 

25. 将用数学归纳法第二原理来证明：若《三 0( mod 3 )， 则八为偶数〖否则/,为奇数*基础步骤成立，因 
为/。=0是偶数而^二：！是奇数 d 现在假设如果那么若 4^0( m O d 3)， 则 /* 为偶数，否则 /* 为 
奇数，现在假设 n + l^OCmod 3>,则^/, + /^是奇数 * 因为 A 是偶数而 / n - i 是 奇数。 臬后，若 
rt + l = 2( mod 3>, 则7；^=；； +广！是舒数，因为/，是奇数而/, _是偶数。这样就完成了归纳证明。 

27-设 PU ) 是命题：对每个非负整数 A 来说，有 + 基础步骤包括证明 P (0) 和 

p ( l ) 都成立。 P (0》 为真，因为 • 0 + /* +1 * l = /h 闪为 + + ^ + 
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h .” 所以 P ( l ) 为真，现在假设 F ( j ) 成立 a 则根据归纳假设和菲波那契数的递归定义，得出 

力 +1 十/*十 2 /, +? =/ | (/卜 1 +/ > )十/ | +,(力十力 +1 )=(乃/ / _ 1 +/ 4 4/』 ）+ (八广十/〜 1 /汗 1 > = /卜 1+ 奸 1 + 
fw '= L 这祥就证明了 P (/ + l ) 为真而且完成了证明 ， 

29,设 PG ) 是命题; /| + if + - + 4 = W , + 1 + 2 a 基础情形下 PCO ) 和 P ( l ) 都成立，因 为行二 2^2* 1 + 2 = 
46+2而且这+巧 = F +1 3 = 1 • 3+2 = M 3 +2, 现在假设 PU > 成立，则根据归纳假设，有忍+/! + 〜 + 
^+/^,-/ rt / tt + l +2^ +l =/ n+1 (4 +/ B + 1 > + 2 = / n . 1 / Jf ^ +2,这样就证明了 FU +1> 成立而且完成了 
证明， 

31. 设 PU) 是命 ®; 对整数 n 来说，这个恒等式成立 & 基础悄形 P(l) 显然为真 * 假设 P(A) 为真 t 则 
cos(n s t 1 )j: + isin C n + 1 ) x = cos (nx+ x) + isin ( nx + x') = co^tjjccosx ™ ^inwjsiru: + i ( sirmjocasx + 
cosnjsinj) — cosjtCcobhj: + i.sinm) (ct>sj：+ isiru:) = Cco5_r+ isiiu：)" (co&x+isinx) ― (eosx+isinx) 114 1 e 所 
以 P(?i+1) 为真，证毕 s 

33. 把右边写成 — 2 rt + 3> — 6 6 对 《 = 1 有 2 = 4 _ 2 — 6 ,假设对 n ， k 等式成立•考虑 n = * + U 于 

jr+l * 

是 汐本 （ 4 + l ) 2 2 k+l = 2 1 " 1 < k 2 — 2 A + 3 ) — 6 十 （P + 2 々+ 1 ) 2*— 1 = (根据归纳假设 ）= 

f ™ L j ■■ I! 

^ ak 2 \ 4 ) - 6 ， 2 … + 2)-6 = 2 A+£ a + 1 ) £ - 2 CA + l ) + 3 )~ 6 . 

35 -当 n = l 时命题显然为真。假设对 7 t = A 命题为真 6 考虑*+ 1个人站成一队，女人打头男人收尾，如果 
第長个人是女人，则在队尾有 一个女 人站在一个男人前面 . 如果第 A 个人是男人.则队中前♦个人鱿满 
足归纳假设的条件，所以又得出在趴中某处有一个女人站在一个男人前面。 

37 ,基础步蝶：当 R = 1 时有一个圆周，可以把内部染成蓝色且把外部染成红色以满足条件， 

戶纳 步朦： 假设归纳假设，即如果有*个圆周，则这些区域可以2-着色 f 使得具有共同边界的区域都有不 
同颜色&考虑*+ 1 个輿周 的情形 d 刪除一个阆周，产生 A 个阏周 的图形，利用归纳假设用所要求的方式对 
它着色，然后放函删除的阓周，并且改变其内部各个区域的颜色。得出的图形就满足条件，因为如果两个 
区域有共同边界 & 则要么这个边界属于新岡周 ， 此时两边的区域原 来是一 个区域，现在里面的颜色与外面 
的颜色 不同了 ，要么这个边界与新圆周无关 ， 此时这两个区域染不同的颜色，因为在放 ES 新圆周之前，这 
两个区域就染不同的颜色。 

，七 1 

39 . 如果 1 ,则方程是卜 i = 〗， 2 / 2 这是对的。假设对 /1 = 1 方程是对的.对《+ 1 考虑这个方择.则^] ( 2 /- 1 ) 

(|i)= S ⑶ -U(| 士 )+C2(„ +1) W 土 = 自⑶ ― U(^ + S 士 )+^1 = 

+)+$ = t 根据归纳假 

J = j i = 1 

2 r +!!(«+ n ' + (4^1+2) 2(^ t !>' + n (. n+iy ( n + lKn + 2) 


EPt . ^ — 

2 U + 1) 

2(”+ 1) 

2 



4 L a )92 

b )91 

c )9 l 

dm 

e )31 

f )91 


43. 基础步骤是不正确的，因为对所獲示的和来说; 

45. 设 FU ) 是“若 n 个圆环中.每两个都有两个公共点，任何三个都没有公共点，则这些_环把平面划分 
成 Y — u + 2 个区域' 

基础步骤， P(l> 为真，因为一个阏环划分平園成 2 = 1 2 _〗+ 2 个区域 。 

烊纳步骤^假设 P ( A ) 为真，即具有所规定性质的々个画环划分平面成十2个题域，假设添加 
第务+1个圆环 & 这个岡环与其余4个圆环中的每个都相交于两点，所以这些交点形成 M 段新的圆孤, 
每段圆弧都分割一个老的区域，因此有 2 A 个区域被分割，这说明比以前多出 2 A 个冈域 & 因此满足所 
规定性质的 A +1 个圆环划分平面成 Jfe + 2 + 2 A =( P + 2 A + l)_U + l > + 2 二 （ A 十 l) z — U 十 1) + 2 个 
区域 a 

47-假如是有理数。则其中 u 和6都是正整数，所以集合 s = u 在； nerjmN 是正整数的非 
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空集合，因为厲于 S 。 设 f 是 S 的最小元素，根据良序性， （ 是存在的.于是对某个整数5来说 
有就有 r — J = iV ^ — 产 5(7?— 1)， 所以卜 5是正整数，因为 V ^> U 因此£一』厲于 S , 这是一 
个矛盾 * 因为 r _ j 二闪此在是无理数， 

49. 假设良序性为假。设 S 是没有最小元素的非负整数的非空集合，设是命题、夺 S , i = O f 1 

n ' P (0) 为真，园为若 06 S , 则 S 有最小元素，即0。现在假设 PU ) 为真„因此0硭 S ， …， 
7 t ^ S fl 显然 《+ i 不可能属于 S , 肉为假如它 M 予 S , 那么它就是最小元素 D 因此 P(?i + 1) 为真。所以根 
据数学归纳法原理，对所有非负整数 n 来说， n € S , 因此 S =0, 矛盾。 

51* a ) 设， ap …， a n ) ^ 则 d 是每个 t 的闪子， 1 叶以 d 必然是 gcd ( A ] T a B ) 的因子 & 因此是 

免，…，〜和 gcdfw-h 的公因子* 为了 证明 d 是这些数的最大公因子，假设 c 是它们的公 
因子 & 则对! = 1, 2 ，…， n — 2来说， c 是 t 的因子 • 井臣 r 是 gcdU ,-^ 的因子 T 所以它是 a fl - t 
和!3_的公因予 。 因此^是心，心，“％ 43«-1 1 的公因子，因此它是 a lir a 2 ， … t a a 的最大公因子 
d 的因子 e 所以 d 是最大公 因子. 与所声称的一样。 

b ) 若《 = 则应用欧几里得算法^否则，对‘-^和〜应用欧几里得算法，得出 d = E cdU „-_， ‘），然 

后对 fll , m … t a ff - 2 t d 递归地应用这个算法。 

53+ fin )^ n z a 设 是 = 

基础 步靡： PU > 为真，因为 / U ) = l = l ' 这是从/的定义得出的 * 

归纳步51:假设 /(/!> & 则 /( rt 十 1 ) = /(( nH - 1) — l ) + 2( n + l ) — 1 = f ( n )+2 n + 1 = n 2 +2 n + 1 = 

U + l 氏 

55, a ) At 0. 1, 00, 01, 11, 000, 001, 011 > 111, ODOO , 0001, 0011, 0111, 11 J 1, 00000 f 00001 § 

oooii , oonu oin】，nui 

b ) S = Uj 3 U 是由 m 个 0 所组成的串而 /? 是由 n 个 i 所组成的串， m >0. n 》 Q } 

57 .对 a 应用第一条归纳步骤得出 oeB * 对 o 应用第二条归纳步骤得出 o () efi a 对 oo 应用第二条归纳 
步骤得出（（）（））61由练习 SO , (())) 不诚于因为左右括号数不相等。 

59. A, (>，⑴）， OO 

6 L a )0 b ) ^ 2 c )2 d )0 

63 - procedure generatein ： 非负整数） 

if w 是奇数 then 
begin 

5 i = s ( m - d - T *= T (”一1) 

«lld 

else If tj = 0 then 
begin 

S 1 = 0 ； T * = ⑴ 

end 

else 


begin 




= 7Xti 〜 2) 

t Si : = S(n~2) 

T* = 

UUjr) 

1 ^eTiUSi 并且 /( ： r)=«_2J 

S J = 

= S[\J {^：y 1 

并且:并且 


wmUTUS 是长度至多为 n 的平衡串的集合} 

65. 若起初则不执行^* = >所以：是真的终结断言，若起初 i >： y , 则执行 i * = ： y ， 所以 
还是真的终结断言。 

( S 7+ procedure z * irocount(ai 7 £ t z » ，•*， ^ ； 整数表） 

if n — 1 thm 
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if a \ =0 then zerocountiai f az t *.. ， ) : = 1 

* 

else zerocountiaj f f *** f a „) SJ =0 

elst 

if a m =0 then zeroa?unt(ai » a± , a n ") ==a:^rocounf(a T ^ t ■”， a m -^ ) + 1 
else zerocountiai t i ^=zerocottm(i2\ * a? f "*a n - 1 ) 

69. 将证明是自然数并且 a ( n )< n e 对基础情形 n = 0 来说，这个命題为真 _ 因为 a (0)=0。 现在假设 
ah _ l ) 是自然数并且 ah — l)€n — U 则 aUQ — 1>)是 G 应用到小于或等干71—1的自然数上。因此 
— 1)) 也是小于或等于 n ^-1 的自然数|因此 m —— 1)) 是 n 减去某个小于或等于 n — 1的自然 
数，结果是小于或等于 n 的自然数 9 

7 L 根据练习 70* 有 Wn >=|_( n + lV 」 和因为#<1,所以这两个值相等或相差 K 酋先 
假设 L / m 」 <1 一卜 这等价于 / A n + l )< l + Ijin 」 若这个假设为真》则 Lp ( n +1)」 = t 在另 

— 1 方面，若 "n — ^ 1 一 p 则 〆 it + 1 + [//打」，所以1_户(打+】 ） 」 = L /^ n 」+1，即为所求灯 

73./(0) = I, mC0)-O? /(1) = U mfD^Oi /C2) = 2 t m(2) = U /(3) = 2, 招 （ 3) = 2; /(4)^3t m(4> - 
2 ； /(5) 二 3, m<5)=3 ； /(6) = 4 f m(6) = 4t /(7) = 5, m(7)=4 ; /<S)=5 ， m(8) = Si /(9〕= 6, 

7 H ⑼=6、 

75. 対的最后一次出现在这样的位置上 ： l ，2，"％ n 的总数求和就是那个位置数 ， 但是因为沿是 Jt 的出现次数， 

所以这个数就是卽为所求 0 因为 fU ) 是这个序列的前 n 项之和，所以 f ( f ( n )) 是这个序列的前 

/■«! 

fin ) 项之和 。但 是因为 fin ) 是值为 II 的最后一项，所以这意味着这个和是这个序列里所有值不超过《的 

n 

项之和^肉为这个序列里值为 * 的项有〜个，所以这个和是 • 々，即为所求。 

M # ] 

77. 假设 /( n ) 和 gin ) 都是属于 L 的而且都是逐渐正的，则 ln /( n ) 和 l ^ g ( n ) 都是属于£的，所以根据练习76， 
In fin ) + \ ng ( n ) = \ n ( f ( n ) g ( n )) ^ C , 因此， 〜 u>> = fin ) gin ) G C . 同理， ln / U > - lng ( n )= 
ln {/< fi )/^( n » e £_ 所以 - fin )/ g ( n ) 6 C , 

现在假设 /( d 和矣 （ rt ) 都是属于 £ 的而且都不恒等于 0. 若 /( n ) 和都是逐渐负的，则一 /(/*) 
和一 〆 幻都是逐渐正的而且都是属于£的，所以 / UkU ) =( — /(«>)< — g ( n >) 和 f (, n }/ g ( n )^ 
(一 / U ) V (_ gU )) 都是 M 于£的 & 若这两个函数中的一个 (比方 说 / U )> 是逐渐正的，而另一个是逐惭 
负的，则 /( n ) gOr ) = -/ UK — g < n )) e £ 并且对商来说是类似的。 

79,若 / u>e 乙并且 是逐渐正的，则所以根据练习 77 的结果，二因 

第4章 

4- 1节 

La )5850 b >343 

3 - a )4 10 b )5 10 

5, 42 
7.26 3 
9. 676 
11,2 s 

]3-71十1{包含空串） 

15.475 255( 包含空串) 

17, 1 321 368 961 
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19- a >128 b )450 

c )9 d )675 

e )450 

f )4 S 0 

2 L a ) 990 h )500 

c )27 



23. 3 59 




25. 52 457 600 




27, 20 077 200 




29, a )37 S 22 859 361 

b )8 204 716 800 

c ) 40 159 050 880 

e >171 004 205 215 

072 043 541 640 

g )6 230 721 635 

3 La )0 b )120 

c )720 d )2520 



33, a ) 若 n = l , 为 h 若 

n =2 f 为若 n >3. 

为 0 


b ) 对于 n>U 为 

* 若 1=1, 为 1 

e )2 (n — 1) 


35, u+ir 




37. 若 n 是偶数，为 2" /2 i 

若”是奇数，为 2^* 

W 2 


39- a )240 b )4 S 0 

c )360 




41. 352 
43, 147 
45, 33 

47-7 104 000 000 000 

49.18 

51+17 


g ) 22 S h >75 


d )12 113 640 000 
b ) Z 23 149 655 


53 * 22 

55,设 P (77 i ) 是关于 m 个任务的求和法则 n 对于基础情形取这就是两个任务的求和法则。现在假设 
PUO 为真，考虑 m + l 个任务，7、，它们可以分别用屮，心，…，种方式完成, 
并且没有2个任务是同时做的 w 为了完成这些任务中的1个任务，我们可以完成前 m 个任务中的1个， 
或者完成任务根据两个任务的求和法则，完成任务的方式数是完成 前辨个 任务之一的方式数与 
〜+1之和4由归纳假设，这就是 A +〜+… + n m + n OT +^ 这正是所求的 s 
57. m(?i — 3)/2 


I 2节 

I. H 为有6门课，但是只有5个工作曰，鸽巢原理证明至少有2门课排在同一天， 

3. a )3 b )14 

5,当一个整数被4除时只有4种可能的余数，给定5个整数，由鸽巢原理知至少有2个整数有同样的余数 ♦ 
7,设^ a-U a + 是序列中的 整数。 因为 0<G+j> —( a + A ><〜 其中— U 所以整 

数 （u + 0 mod m 是不等的， i = 0 t 1， 2i …， n ~ I a 由于 （a + z) mod n 有 n 个可能的值，且在这个集合 
中有„个不同的整数，每个值恰好取1 次。 所以序列中恰好有一个整数被 it 整餘„ 

;.'L 

9. 4951 

II, 点 < a ，6. 和点 U ， ^ /) 的连线的中点是 （(a+d)/2，C 6+ ⑽, ( C +/ V 2), 它有整数坐标，当且仅 
当 a 和 d 的奇偶性相同，6和〃的奇偶性相同，且 f 和/的奇偶性相同.因为奇偶性的3元组有8种可 
能[例如（偶，奇，偶）],根据鸽巢原理9个点中至少有2个点有相同的奇偶性3元组*这2点连线中点 
有整数坐标& 

13+ a) 将前 S 个正整数2个一组分成4组使得每组整数之和等干9: {U Sh <2, 7}, {3, 6} 和彳4， 5h 如 
果从前8个整数中选5个整数，由鸽集原理至少2个取自同一组，这2个整数之和等于9，正如 
所求 

b) 不正确，例如取 U, 2，3，4}。 

15~4 

17. 21 251 
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19 a ) 如果在这个班里一年级学生少于&个，二年级学生少于9个，三年级学生也少于9个，每个年级的学 
生都不超过 S 个，那么学生总数至多24个，这与班里有25个学生矛盾 6 
W 如果一年级学生少于3个，二年绂学生少于19个，工年级学生少于5个，那么至多2个一年级学生， 
至多18个二年级学生，至多4个三年级学生，学生总数至多是24,与班上有25个学生矛盾。 

21-4，3，2, 1, 8, 7 ，I 5，12，11，10， S , 16，15, 14, 13 
23, procedure / on ^ t £21 | a n t 正整数） 

{ 首先找最长的递增子序列 } 

maj： * =0 1 set 1 篇 00.“00{ ri 位 } 

for I 1 = 1 to 2^ 
begin 

last 1 —0 t count t =0 t OK 1 =true 

for j 1 =1 to n 

begin 

ir f^(j ) = 1 then 

b«Bio 

if ajZ>last liien last 1 =aj 
count * 1 

«nd 

else OK 1 — false 

end 

if co ^ nt^>max then 
begin 

1 — COUFll 

best * — sH 

end 

set 气 二进 制加》 

€ nd { m di 是长度并且 6 m / 给出这个序列 } 

{ 对于递减子序列東复进行，唯一不同的是用七 <以灯代替且用 Aiw : =的代替/仍心 =0} 

25. 根椐对称性我们只需证明第一个语句。设 A 是其中的一个人 5 A 在其他9个人中或至少有4个朋友， 
或至少有 S 个敌人（因为3十5<9)。假设是第一种情况， B , C * U 和£：是 A 的朋友 • 如果这些人中任 
有2个人是朋友，我们已经找到3个人彼此都是朋友。否则 { B , C ， P ， E } 是彼此都是敌人的 4 人集 
合。在第二种倩况下，设 C , D ， f 二山是八的敌人的集合，由例11, 在匕 C ， D ， E t F 和 
G 中有 3 个人彼此都是朋友，或有3个人彼此都是敌人，这样，他们和 A 构成 4 人的彼此都是敌人的 

街 八 

栗 o s 

TL 我们笫要证明两件事：如果我们有 一组〃 个人，那么在他们中阏一定可找到一对朋友，或者这些人的 
一个？| 元子集使得彼此都是敌人 i 并 1 L 存在一组”一〗个人，对于他们这是不可能的 . 对第一个陈述_ 
若存在对朋友，那么这个条件被满足，若不是，那么每，对人都是敌人，因此第二个条件被满足 u 
对于第二个陈述，如果我们有个人*他们彼此都是敌人，那么既没有一对朋友，也没有他们的一 
个 n 元子集使得所有人彼此都是敌人。 

29■对于性名的3个缩写字母和生日有6 432 816种可能性，因此 ， 由鸽巢原理存在至少 
「34 000 000 /G 432 816 1^6个人，他们姓名的3个缩写宇母 和生日 都相同。 

3 L 13 

33- 因为有6台计箅机，连接到同一台计算机的其他机器数是0〜5之间的整数，包含0和 5 在内〃但是0 
和5不能同时出现 a 为此只需注意到下由的事实：如果某台计算机不与其他机器连接，那么没有1台 
计算机连接到所有其他的5台 机器； 如果某台计算机连接到所有其他的5台机器，那么就没有不与其 
他机器相连的计算机 。 因为1台计算机连接的机器数至多有5种可能 ， 于是，山鸽巢原理在6台计算 
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机中至少有2台连接的其他机器数相等 。 

35. 将计算机标号为到 C 1 M ， 且将打印机标号为 Pi 到忾。。如果对于2,… * 20,我们把 C * 连接 
到并且把 Cn 到 C lc 0 的每台计算机连接到每台打印机，那么我们总共用了 20 + 80 * 20 = 1620条缆 
线。很兄然这是足够的，因为如果计算机 Q 到 C :。 需要打印机 t 那么它们可以使用同样标号的打印机 f 
如果任何带有更髙标号的计算机需要打印机，那么它们可以使用那些没被用到的打印机，因为它们被 
连接到所有的打印机 . 现在，我们必须证明 W 19 条缆线是不够用的 • 因为有1619条缆线和20台打印 
机， 每台打印机平均连接的计算机数是1619/20,它小于 8 U B 此某台打印机 一定连 接少于81台的计 
算机。这意味着它连接到80台或者更少的计算机，因此存在20台计箅机没有与它连接，如果所有这 
20台计算机间时需要，台打印机，那么它们的运气就不好了，因为它们连接到至多19台打印机* 

37. 设 a 是到第 f 小时为止所完成的比赛数，那么1<々<心<“.<〜 5 <125,进而有25€〜+24<免+ 
24<>..<；£ t TS + 24 S 149 0 有 150个数 ，央，…， +24 f a z +24， …， +24 r 由缠巢原理至 
少有 2 个数相等。由于所有的 d 是不等的，所有的〜+2 4 也是不等的，因此对于某个 Oj 有 a = a + 
24,于是在从第 j 十 L 到第 I 小时之间拾有24场比赛。 

39 .使用广义鸽巢原理，对丁把 | s i 个物体 / q ) 放到1 了丨个盒子里* r 中的每个元素~个盒子 t 
设沁是舡 一 JVOd , 其中是距妨最近的整数.每个4是在一 1/2和1/2之间的无理 
数，假设 n 是偶数， h 是奇数的情况更凌乱一些 3 考虑《个区间 U | j / n<^<(j + l )/ n)r U I 
—(/ + 1 )/ h < j :< — >/? i } , j = 0， 1，…， （ n /2) — 1。如果对子某个 ji 4 M 于区间 {x I 〖或区 

间 Ul - l / n < x <0 K 命题得证。如果不是，则因为有 n — 2个区间和 F 3 个数心 T 巾鸽巢原理存在一个 
区间 U I 包含 A 和 d ，， 其中只要证明 （ s _ r ) i 距最近的擦数在 1/ ti 之内这个 

证明就完成了 。 

43, a ) 假设对所有的 h 那么由广义鸽巢原理，数 I ，…，^ + 1 中至少有 「 U 2 + i 〕/ n >^ + i 个 

数相等 & 

b ) 如果那么 q 稀以 q 开始投为 i , +1 的递增子序列组成的子序列与^=1* +1 的柬实矛 

J I ? J ■"" * J 十丄 

JB ^ 干是，％ >43 i y + l * 

c ) 如果没有长^大于 \ 的递增子序列 t 那么使用 a ) 和 b ) t 从而得到长度为 《+1 的递减子序列心 3 > 

I 3节 

1 - abc t ad bac ， bca ， cab^ cba ■ 


3* 720 

5, *)120 

b)720 

c)8 

d)6720 e)40 320 f)3 628 800 

7. 15 120 

9, 1320 

ll.a)210 

b)386^ 

i c)848 

d)252 


13. 2(n\) 2 

15- 65 780 

17. 2 L ™ ~5051 

19. a)1024 

b)45 

c)176 

d>252 


2L a)l20 

b)24 

c)120 

d)24 e>6 

f)0 

23, 609 638 400 

25. a)94 109 400 

h)y4l 094 

c)3 764 376 

d)90 345 024 c)114 072 

0232S 


g)24 

h)79 727 040 

03 764 376 |)109 440 

27. a)12650 

29,a)37 927 


b)303 600 

b)lS 915 




31. a) 122 523 030 b)72 930 375 c)223 H9 655 d)100 626 625 



奇教絲习题答案 


723 


33,54 600 
35-45 
37. 912 

39, 11 232 000 
41. 13 
43-873 


4. 4节 

U + 4x' y + S 十 + y 

3* ^ +6 jt : y +1 Sjt 4 y ' + SCb ^ j / +1 V + 6_ rjy 5 + y '" 


5 * 101 


7* — 


30 


19 

9 


94 595 072 


9 + — 2 


IQ) »lSfl 


200 

99 


) 


11. 若 Jt =2( nuMJ 3) 且 一 iOOSA ^^ OO , 为 （一1)™°-* 心 


13. 1 9 36 84 126 126 84 3fi 9 


100 

(200-4)/3 


，否则为 0 


15, A 从0到 M 的所有正数的和是 2_, 因此它们中的每一项都不大于这个和* 


17, 



—-1 K 『2 卜 


n 


kik _ 1 ) 一 2 ) *^2 


Z 


2 


n k /2 k 


19, 


k 


二) 十 (:) 


n ! 


对！ 


n{ 


(k — h ) ! (n — 会 +1)! A ! (n — k ) 1 k \ ( n — k-h 1 J 


[i + ( n ~ k I)J — 


< rt + l >! 


k ! (rt 十 1 一 A )! 


/!+ 1 \ 
k I 


21, a ) 我们证明每边计数了从一个 n 元素集合中选一个丨个元素的子集和这个子集的一个特殊元素 的方& 


数 . 对于左边，首先选择这个+子集[这可以用种方法做到],然后在这个子集的 A 个元素中选择 

—个元素作为特殊的元素（这可以 用力种 方法做到）。对于右边，首先从整个《元素集合中选择一个 
特殊的元素 L 这可以用 n 种方法做到],然后从_下的 n -1 个元素中选择这个子集的剩下的个元 


素（这可以用 


h)k 


(：) 


k 




n -1 

卜1 

w] 


) 种方法做到八 


n * ( n _ 1) ? 


k \ ( n - k }\ a — l )} in - k ) 


n { 


i 一 1 


n + l ) 


(H + 1 ) 


(n + l - k }\ 


T )- 

这个恒等式与 =1 一起给出了一个递归定义。 


n 


k (卜川 u ^ i )) T ^ u + n U - i 1M 


In 

n+l 


2 n 


n 


2 n + 1 
nHr ] 


H 



2 疔 +1 


n 


十 1 
n+l 





2 



2 w + l 
n+l 


2 n +\ 


D ) 


j /2 n + 2 
n+l 


2 


27* a ) 


n~r r 


r 


通过选择 0 的 位罝计 数了含 r 个 0 和 n + l 个 1 的序列个数另一方面，假设第 j + 1 项是 


等于1的最后一项，因此 


□- 


旦确定了最后一个1的位罡，我们就可 以确定 在最后_个1 
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前边的/个位置中有哪呰位置放0,在这个范围内有 〃个1 和裉据求和法则有 

S (/ 种方式做这件事。 

fi ; — rr 0 \ k J 

b ) 设 p ( r ) 是需证明的命题。基础步骤是等式它就是 〗= u 瑕设尸 Cr ) 为真_那么 

g ( n r 卜 韵丁…"::: 1 )- 〆， i . 由归 纳假设 

和帕斯卡等式得证 


29-首先以 n 种不同的方式选择领导， 然后以 2^ 3 种方式选择委员会的其他成员，于是有《2"_ 1 种方式选择 
委员会及其领导 . 另一方面，选择 一个* 人委员会的方式数是一旦我们选择了々个人的委员会， 

存在 A 种方式选择它的领导，于是有种方式选择这个委员会及其领导。从而有 = 


n 2 M - T , 


31- 设这个集合有 n 个元素，_推论2有 Q—Q 十0 一… + ( — 从而得到 Q + G ) + 


+ + + + 左 边给出 了具有偶数个元素的子集个数， J 1 右边给出了具有奇数个 

元素的子策个数. 

33. a )- 条所求的路径由 m 次向右的移动和 n 次向上的移动构成.每一条这种路径叫以由一个 m 个0和 
个1的771 + 7!位二进制串表 ； S _ T 其中0表示~次向右的移动，1表示_次向上的移动， 

阳 + ^ 明 _L_ 

b > 恰包含~个1的浴十 w 位二进制串个数等于 n )^{ m T / t n ) w 丙为可以通过指定”个]的位置或指 
定 m 个0的位置确定这样的串 . 

35,练习33所描 述的〃 步长的路径条数等于2%就是 n 位二进制串的个数 B 另一方面，练习33中所描述 
的《步长的路径一定在坐标之和等干 n 的某个点结束，比如说 U —幻 A ) 点，其中 々在 (3 和 n 之间，包含0 

和 n 在内。由练4 33,这种在 （ n _ U ) 点结束的路径数等于 ( HO * 于是 

37. 练习33所描述的从 C 0 t 0) 到 U + l ， 的路径数等于 P + 但是这种路径由向上走 j 步开始 * 其 

中/满足由向上走/步开始的这种路径数等于练4 33所描述的从 （1, i ) 到 U + l ， r ) 的路径 
数，而这父与从 （0, 0) 到 U , r — i ) 的路径数一样，根据练习33它等于 ( n+ ^ J )^ 因为 



3 rt _ o 

e ) 在帕斯卡三角的第 n 行中的最大的奇数项 f )( ) 

\ n— I f 


4. 5 节 

]. 243 
3* 26 6 

5. 125 
7. 35 
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9, a)1716 b)50 388 c)2 629 575 d)330 e)9724 

11.9 

13. 4 504 501 

15*a) 10 626 b)1365 c)ll 649 d)106 

17. 2520 

19* 302 702 400 

2 L 3003 

23-7 484 400 

25. 30 492 

27.C(59 ， 50) 

29. 35 

31. S 3 160 

33. 63 

35 - 19 635 

37. 210 

39, 27 720 

41,52! /(7! 5 17!) 

43. 24 * 13V(52 - 51 • 50 • 49) 

45. 3 )CU + n—1 T b)(k + n-D! /Ck~l)! 

47. 对于第 1 个盒子有 C ( n ， m ) 种方式选择 m 个物体，一旦选了这些物体以后，对于第2个盒子有 CXn — 
出，种方式选择 物休。 类似地，对干第3个盒子有 CU — 种方式选择物体.按照这种方 

式辦续下去直到有 CC/r - n , - n 2 - -^ i ^ w * ) = C ( n k T ^) = 1 种方式选 择最后 一个盒子的物体（由于 

n ] +化+…卞％ n ) s 由乘积法则 ， 构成全部分况的力式数是 rt ， i ?] } C ( n — ni t Jij ) C ( n 一 ~ f 
…）… c<『?n — It s - — rt *-" H |) t 它等于 n ! /(«! ! ! … 《*!)， 正如直接化筒所显示的。 

K 

49. a ) 由丁 - a … < jt r ，从而 ； Ti + CXr + 1<… <』，+ r — l s 这:个不等式是严格的，目为只要 

就有 A 十 U 为 + 这个序列是由从 T 中选择 r 个不同的元素构造 

出来的 a 

b ) 假设 <n + r — 令 W = 心 一 （A _ 1) 。 那么不难看出对于 A = 1 ， 2 ，…， r _ 1 有 

+ 且对于 A = l . 2,…， r 有从而,力，…，是 S 的允许重夂的 r - 组合。 

c ) 从 d 和 A ) 得出，在 S 的允许重复的 r - 组合与集合 T 的具有 n+r — 1个元索的广组合之间存在*一一对 
应.可以断言存在着 C(n + r — 1, r ) 个 S 的允许 重复的 r ■组合 

5L 5 

53. 在展幵式中的项形如 … 其中 A+ 吻十…+ 产生这样的项是从 h 个因式中选择 

了工 从〜个 因式中选择了 ，从〜个因式中选择了 I ,这可以用 C (〜 〜）种方式做 

到，因为■种选择就是1个标签" I '❿个标签“2”……和知个标签的排列。 

55. 2520 

4‘6节 

1. a )2134 b )54!32 c ) l 2534 d )453 l 2 e )6714253 031542678 

3. 14532, 15432, 21345. 33451 T 23514, 31452, 31542, 43521, 45213, 45321 

5. 1234, 1243， 1324, 1342， 1423， 1432, 2134, 2143, 23 I 4 t 2341 t 2413， 2431, 3124， 3143, 3214, 
3241， 341 Z ， 3421, 4123， 4132, 4213, 423 K 4312, 4321 
7 H 3 h 2， 4 七 {1，2* 5}, {1， 3， 4}，{1, 3， 5}， U , 4, 5}, {2 t 3， 4 }U 5}, 
{2, 4, 5}, {3， 4， 5} 

9 -表示下一个最大的 r 组合的二进制串一定与表示原來的 r 组合的二进制串在第 i 位不同，因为第 i +1， …， r 
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位被摄大可能的数占据。此外，如果我们 想要一 个比原来的组合大的组合，^ + 1是可以放在第 i 位的 
最小可能的数，那么 a . + 2 ta 」+ r _ i + l 是从第 f +1 到 r 位所允许的最小的数，于是我们生成了下 
一个^组合。 

1 丄 123, 132 t 213* 231, 3 l 2 t 321, 124 f 142 + 214, 241, 412, 421, 125, 152, 215, 251, 512, 521, 

134, 143， 314* 341, 413, 431, 135, 153, 315， 35 K 513 t 53 U 145, 154， 415, 451, 5 J 4 T 541， 

234 t 243, 324 t 342, 423. 432, 235 , 253. 325 t 352 t 523 , 532 . 245 f 254， 425 T 452* 524, 542, 

345, 354, 435，453， 534 f 543 

13* 我们将通过证明它有一个逆来证明这是一个双射。给定一个小于 rt ! 的正整数，设是 
它的康托数字，把^放在位置”一〜-^因此很 淸楚〜 _ ,是在排列中跟在〃后面且小于 n 的整数个数。 
然后把放在空位置 G — n — a _- a , 这里我们已经标号了空位罝1, 2,…， ft —1 (除去 m 已经在的 
位置继续下去直到1放在留下的唯一的空位置，因为我们已经构造了一个逆，这个对应是一个 
双射 g ' 

15, procedure Cantor permuiationifij i t 整数满足 n > 1 和 CXJI 'H ! 〉 
x - —n 

for j ! = Itft jj 

Pi : =0 

for JM == Ito n— 1 

begin 

c * —[x/(n = jfc) ! ji ^ ^ 工 ~ 一 A : — n 

while ph ^0 
ft * ^ h -\ 

for j s = lto t 
begin 

h ^ = h~l 
whil« ph T^=0 
h i = ft_l 

end 

1 =n 一 Jt 十 1 

end 

h 1 =1 
while ph^Q 
h - —h+l 
Ph 1 = 1 

ip ^ pz - pn 是对应于 i 的排列 > 


补充练习 




1_ 廷 ）1 51 200 

b)l 000 000 

c)2!0 

d)5005 

3. 3 10 ° 




5. 24 600 




7- a)4060 

b)2688 

c)25 009 600 

9, a) 192 

b)301 

c)300 

d)300 

1L 639 




13. 最大可能的和是 240, 且最小可能的和是 15 P 

所以可能的和的个数是 226 。 因为一个10元素集合存在 

252 个 5 元子集，根据 鸽巢原 理至少 2 个有同样的和 • 

15. 苕 ）50 

b )50 

c)U 

由5 
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17- 设屮， 〜是 整数1 _ B ■令必 =$4。如果对于某个“ £/,=0(nnjod n ) f 命题得证^否则必 mod 班， 
d z mod m ,." t 尤 mod m 是 m 个在 {1*2 *-”*m — 1丨中的整数《由鸦巢原理对于某个1 < A < i m 有 

i 

d k — ，于是 2 ~ di — d k ^ 0( mod m) n 

f ■ t‘l 

19. 有理数 a /6 的十进制展开式可以通过 6 除 a 得到，其中写成含有小数点的十进制小数，_&后面跟随着 
无数个0。基本步骤是找出商的下一个十进制数字，即 SjVAj , 其中 r 是余数和从被除数移下来的下一 
位。当前的余数由前面的余数减去商的前面数字的 A 倍得到 。 最后被除数没有数字时移下0+此外，由 
于只存在6个可能的余数 . 于是由鸽巢原理，在某一步将得到与前面某一步相同的结果 & 从这一少向 

后计算一定遵循着相同的槙式，特别是商将被重复。 

21. a ) l 25 970 b >20 c>Hl 120 525 d > l 4 l 120 505 e )177 100 1)141 078 02} 

23. a ) 10 b >3 c >7 

25. 3" 

27, C(n + 2, r + I )- C(«+K r + U + C (? t+lt r) = 2C(n~\ 1 T r + l)_CU 十 I, r+l) + CU + l , r) = 2 C 
{/ i +1 1 r +1) —( C ( ti * r + 1 ) + C{w ? r ) ) + ( C ( jt f r ) + CC ? i T r — 1 )) = 2 C {1 « r + 1 ) 一 C ( r ， r + l)~h 
C(n, r—n 

29, 把 Jt -=1 和 y =3 代人二顼式定理， 

3 LC ( n+U 5) 

33, 3491 888 400 
35, 5- 4 

37,a>45 b)57 c)12 

39, a )38 S b)56 cr)512 

41 , 如果 n<nf 为 0; 如果: ngw 为 C(w —] ， n — m ) ^ 

43* procedure next permutation ini IE 整数 t t 以， .，，. a r s 不超过 n 的正整数具有 fl ! q # 即…打》 

i 1 =r 
while ai—n 
begin 

=1 

i s -- I — 1 

end 

ai ； 7=5 % + 1 

是按照字典次序的下一个排列} 

45•我们必须证明，如果在一个晚会上存在 n - l )^ rR { m-ly n ) 个人，那么一定至少有爪个人彼此 
是朋友，或者 n 个人彼此是敌人，考虑一个人，让我们称他为杰瑞 ， 那么在晚会上有 J 2( m — 1， «) + 
Rim , n _ l )_ l 个其他的人，并且根据鸽巢原理，在这些人中一定是或者至少有 K (帘一 U «) 个杰瑞的 
朋友 f 或者 f * — 1)个杰瑞的敌人。首先假定存在 KCizt — 1, n ) 个杰瑞的朋友，根据 i ? 的定义，在 
这些人中 t 我们保证发现 m — i 个人彼此都是朋友，或者个人彼此都是 敌人. 在前一种情况下，这 
m — 1 个彼此的朋友与杰瑞一起就是 m 个彼此是朋友的人的集合 $ 在后一种情况下，我们有了所要求的 
n 个彼此是敌人的人的集合 。 其他的情况类似 t 假设存在只 ( m , n — D 个杰瑞的敌人，我们保证在他们 
中间发现或者 m 个人彼此是朋友，或者 n — 1个人彼此是敌人 d 在前一种情况下.我们有所要求的 m 
个人彼此都是朋友；在后一种情况下，这？? 一 1个彼此的敌人与杰瑞一起是”个彼此是敌人的人的 
集合。 

笛 A 音 
弟3早 

5. 1节 


L 1/13 




728 


辛教练习题答案 


3. 1/2 
5. 1/2 
7. 1/64 
3- 47/52 
1 L 1/ C (52，5) 

13+1-( C (48, 5)/ C (52, 5)) 

15. C (13 f 2) C (4, 2) C (4, 2) C (44, D / CC 52, 5) 

17，10 240/ C (52, 5) 

19, 1 302 540/ CC 5 Z , 5} 

21*1/64 
23, 8/25 

25* a ) l / C (50, 6) = 1/15 890 700 b ) l / C (52 t 6) = 1/20 358 520 

c ) l / C (56, 6) = 1/32 468 436 d ) l / C (60, 6) = 1/50 063 860 

27. a ) 139 12 S /319 865 b )212 667/511 313 c )15 i 340/386 529 d ) 163 647/446 276 

29-1/ CdOO , 8> 

3 L 3/100 

33. a ) l /788 0400 b ) 1/8 000 000 

35, a )9/19 b )8 l /361 c > l/lS 

d ) l 88 & 568/2 476 0&9 e )48/3 fil 

37+ 掷 3 个骰子。 

39, 这个竞争者选的门是在不知道大奖在何处时随机选的，但是由主持人选的门不是随机选的，因为他总 
是避免打开有大奖的门。这就使得基于对称性的论据是无效的^ 

41. a )671/!296 b > l -35’ V ； i 6 3 S 否 c ) 是 

5. 2节 

h / iCT )- I /4 t p ( H ) = 3/4 

3. p ( l } = fi (3)== p (5)^ p (6) = 1/16 f p (2) = p (4) ^3 /S 
5,9/49 

7, a ) l /2 b ) l /2 c ) l /3 d ) l /4 e ) l /4 

9. a ) l /26! b > I /26 c ) l /2 d ) i /26 e )1/650 f ) l / l 5 600 

11 ■很显然， 〆 EUF )>^£> = 0-7 P p ( E \ JF ^< U 如果使用 5, 1 节的定理2，可以将它重写为 〆 £：) + 
^( F)-PCEnFXlt 或者 0-7 + 0- 5 — /KEHFXh 求解 〆 Efli 7 ) 得到 〆 [n F )>0. 2。 

13. 由于 / KEUF 〕=^ E ) + p < F ) — MEflF ) 且 〆 £ UFX 1， 从而得到 l > p (£> + P ( f ') — P < EnF ), 由这 
个不等式可以断言 p ( E ) + p ( F )< l 十 〆 

， n 

15. 我们将使用数学归纳法证明这个不等式对2成立。设^(幻是命题 p ( U 。 

i - 1 

基础步棟 i P (2) 为真，因为 U &) = 〆 & ) + 〆 £;) 一 〆 Pi 

* H-L k 

归納步假设 POO 为真*使用基础悄况和归纳假设，从而得出 f ( U )< p ( U 

I 

tHKl 

2 p(E } ) T 这就证明 了 PG + 1) 为真。裉据数学归纳法命騸得证 。 

17. i 为 £ UE 是整个样本空间 S ， 事件 F 可以被分成两个不相交的事件： F - SnF =( EU £) nF - 
( EHF ) U ( EnF ), 这里使用了分配律，由于这两个事件是不相交的 t ^ pCF) = p ( C £ nF ) U ( EnF )) = 
M £ nF ) + p ( EaF )， 使用事实 p ( Ef \ F ) = p ( E ) * />( FK 己知£：和 F 是独 立的》 在两边替换 p ( Ef \ F ) 
并且分解闶式得 /?( E )) = p ( EnF ) & 由于 i — p < E >= p < E > t 这就得到户(它 nFv = p ( f ：) • 
p ( F }, 正如 所求， 
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19. (假设出生是独立的并且每个月出生的概率都是1/12 J 


e ) l /12 


b)l 


11 10 

— ^ 

12 12 


13~ w 

" T ^ 


21 . 614 
23, 1/4 


25- 3/8 

27. a ) 不独立 b ) 不独立 

29. 3/16 

31- a ) 1/32^0. 031 25 b )0* 49^0, 028 25 


33. a ) 5/8 b )0* 627 649 

35- a>〆 b ) l - p a c)p m +n - p” 1 * Cl - p ) 


c ) 5 


C ) 不独立 


c )0, 037 950 12 
cML 643 1 

d)l 一 [ 声 q+ n , ^ -1 • {1 —p)] 


37, p { |J 是在 U 尺中的每个结果 s 的夕之和•因为 G 是彼此不相交的，这就是在每个五中的所有 

*-1 a«l 

[» 

结果的概率之和，即(我们可以重新排列这些被加数并且仍旧得到同样的结果，因为这个数 

— 1 

列是绝对收敛的 d 



39. a)E；- U , 因此可以从布尔不等式（见练习 15) 得到给定的不等式， 

b) 一个^ 定的不在第 j 个集合的游戏者贏了第 j 个集合的所有 ^个游 戏者的概率是 = 所以， 
不 在第）个集合的所有 m — 6 个游戏者都不能以贏了第 7个 集合的每一个人的完美纪录 而自豪 的概率 
是 （1 一 这恰好是 

c> pJ 以立即得到第一个不等式，因为所有的被加数都是同样的并且有个被加数 . 如果这个概率小 

于1, E 不发生一定是可能的，即 E 会发生 s 因此只要第二个不等式成立，就存在个循环赛适合这 
个问题的条件 。 

d ) 对 = 2 有 m>21 ， 对 i=3 有 

41* procedure probabilistic prime 〈 1 ， k) 

Composite ^ r 
i J =0 

while composite^ false and i〈k 
b«gln 

!■ i = ；+ 1 

choose b uniformly at Tflndom with l<.b<Z.n 
apply Miller^ test to base b 
if n fails the teat then composite = true- 
end 

If composii€=tnMt then prim ( u composite^) 

«lse primC 4 *probably prime ”） 

5_3 节 

L 由定琿 2, p = l /2 和^1 = 5,我们看到头像的预期数目是 2*5。 

3. 5/3 
5, 336/49 
7,170 

9* C 4 rt + 6)/3 
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1 L 50 t 700, 551/10, 077, 03 

13. 6 

如 UL ： 

is * p ( x ^ j ) - 2 p ( x - k ) - py ^ p ^ pa - p) k 

## j k — \' ■t_0 

— pa -- fi) j 1 /ci — (i ~ pyy — (i 一 p> j_s 

17, 2302 

19. (7/2) * 7#329/ l 2 

21- p+(rt~ \ )p(l — p) 

23, 5/2 

25 - a)0 b>l 
27, 1/100 

26- E( t X)/a — (r/a) _ p(X ~ r) ^ 1 • p(X — r} ~ p{X ^ a) 

r 

3 L a )10 /ll b >0, 9984 

33* a )«! 个排列每个出现的概率为 1 AH ， 所以 E ( X ) 是所有这些排列的平均比较次数 

b ) 即使算法继续 》—1 次巡回。 X 将至多是^?!—：!)/。从而得到关于期望的公式 E ( X)< n (n — 1)/2# 

c ) 算法通过相邻元素的比较来继续，且如果霱要的话就交换它们。原来有逆序的元素变成不是逆序的 
唯一方法就是对它们进行比较和交换《 

d ) 因为对所有的 P ， X ( F )> j T ( P ) t 由期望的定义得到 

e ) 对一个逆序的每个实例这个和式计数一个 U 

f ) 由定理3得出 * 

g > 在定理2中令的期_就是在排列中〜在^前面的概率.由对称性显然是1/2> 

M 在 f ) 中的和式由 C (〜2} = ji ( h — 1>/2个项组成，每个等于1/2，所以这个和为 
i ) 从 *) 和 b ) 知道 £( X ) 这个所关心的目标至多是 nU 〜 l )/2 T 并且由⑴和 h 〉 知道 E ( X > 至少是 1)/ 
4,两者都是 ©( d ) 。 

35* 1 

37. V ( X+n = EC < XH - y ) z )- E ( X + Y )^£( X ^+2 Xy + y 2 )-( E ( X )+ E < y )) £ 
^E(X z )-\~2E(.XY)^E(Y 7 )-EiXy-2E(X)E{Y)-E(Yy 

- E ( X 2 )- H < X ) ! +2( E ( XV )- EfX ) Em ) + E ( y ) 2 - E { y ) J - V ( X )+2 Cov ( X * Y )+ V ( Y > 

39 - (ifi—\}/nr 

4L ( 『 iry 1 


朴充练习 


L 1/109 668 
3 - a ) l / C (52, 13) 

d )35 335 872/ C (52, 13) 
5, a )9/2 
7. a)9 

9 ■ 钱 )8 

1L aU/2" 1 


b)4/C(52 t 13) 


c }2 944 656/ CC 52, 13) 


b )21/4 

b)21/2 

BJ49/6 

b)p(l-p) km , 其中 p = n/2' 


c)2"~Vw 


13. 


(1M ^ 1 ? + gcd(m >?i J — 

mn — 1 


15+ a)2/3 
17. 1/32 


wzn 
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19* W —个人贏 t 美元的概率是1/2%因为它恰好出现在游戏者得到《— i 次头像向下，接着一次头像向 
上的时候。因此贏的期 S 值是 T 乘以 1/2" 的当 M 从1趋向无穷时的和。因为每一项是1，这个和是 
X 穷的。换句话说，一个人应该心甘情愿池赌任 S 数 M 的钱并且期待在长时间运行中出现头像向上^ 
b ) S 美元，9美元. 

21+ a ) 当 S ={1, 2, 3，4, 5, 6，7, S ，9 t 10，11， 12 K A K 2， 3. 4 T fJ * 6, 7* 8. 9}且 B = U ， 
2-3, 时为 1/3; 当 S = U , 2, 3， 4, 5, 6，7、 8. 9， 10, 11， 12), A ^ ii , 5, 6, 7, 8, 9, 
10, 11, 2, 3 t 4} 时为 1/12 a 

1>>当 S ={1, 2, 3, L 5, S , 7， 8 t 9, 10 t 11, 12), ^ = {4，5, 6, 7. S ， 9， 10， 11 • 12} 且 B = 
{1, 2, 3 - 4} 时为 h 当 S ={1, 2, 3- 4， 5, (?, 7, g ， 9，10， 11, 12 K A ㈡ {1, 2- 3， 4. 5_ 6 ， 
7， 8, 9} 且 2, 3, 4} 时为 3 /t 

23. a )p{E l f]E,) = plE l )p(E,)^ p(E l f]E,) = p(E,)p(E,), p(E 2 )p{E 2 ), pC£, f\E 2 f]EO = 

p { E { ) p ( E z ) p ( E 3 )^ 

b ) 是 c ) 是 d ) 2 ^ ^ n ~ 1. 


Ih 


25. 事件 EHP ' i , i = U 2 T …，？ i , 是互相排斥的并且覆盖了 E 出规的所有条件 s 因此， 〆 = ^； fi ( Ep t F ,) 


4 


由条件概率的定义可知 〆 EnJ ^) = p (£ 丨 &);><&> 并且 〆 E ： | 因此 

p(E n Fj) p(E i F^piF,) _ p{E I F.ypiFj) 

-- 1 »■ - Vf-'I 

M ™ 

^ pCEDF ,) 5>( E | F ^ piF ,) 


piF , \ E > 


p(E) 


27. V ( aX +6> = E ( CaX +6) ; )- E ( aX +*)^ E < a 3 X 2 +2 a * X +^)- C « E ( X )+« 2 


^ E ( W 〕 + Et 2 ahX ) + E ( b 2 )-( a z E ( Xy + 2 abE ( X )+6 J ) 

E(X^ >4 - ZabEi X)+fr -a 2 E(X> J - 2abE{ X)~tr 
^a 7 {EiX 2 )-E(Xy) =a 2 ViX) 

29, 为了对样本空间的每个元翥恰好计数一次 f 我们必须包含每个集合中的所有元素，然后去掉在交集中 
对元索的重复计数， IS 为2>项被减去，于是 / KE , = + + …+ 〆 !：_) 

— p ( E x n E t ) — p ( E t n e 3 > — …一户 n d —n _ p ( e 2 o t %) — — p ( Et n k 〕 一-"— 多 

CE.-t C \ E m )= qm - Mm -- l )/ 2 ) r , 但是 ， U & U ，■• U ) = U 因此有 gm —( m < m ~ 1 )/2) r = U 
由于 r >0, 由这个等式知道于是因为从这个等式推出 （ m ( m ™ l )/2 斤 = w-l 

从而得到 r <2/ m , 

Bh a ) 我们买这些卡直到每种类型的卡都得到一张，这意味着我们已经买了总共 X 张长。另一方面，这也 
意味着我们买 A 张卡直到得到了所得的第一种类型 的卡， 然后多买 A 张卡直到得到所得的第二种 
类型的卡，照此下去.于是 X 是这些& 的和。 

b ) —旦已 经得致 b 种不同类型的卡，在总数 n 种可用的类型中有 n — i 种新的可用的类型。因为我们电 

到每种类型是等可能的，在下一次买时成功（得到 _ 个新类型）的概率是 

} 

c > 这可以从几何分布的定义、 X ,的定义和 b ) 得到， 

dV 从 c 〕 得出于是由期望的线性性质和 a ) 有 

E{X) — K(X Q > + £(X] ) + … + m — _ ) ~~+ ^ t +**" + ~7~ — n(— + ~ ^ + … + ~) t 

n n* - ■ i 1 n n 一 L 1 

e ) 大约 2 Z 4_ 46, 

第 6 章 

6」节 


L o)2t 12t 72, 432 ， 2592 


b)2* 4, 16, 256 t 65, 536 
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c)I, 2, 5 t il, 26 d)l, 1, 6, 27, 204 e )l ， 2, 0, 1 T 3 

3. a)5, 17, 49 1 143* 421 

b) 49 = 5 * 17-6 * 6, 143 = 5 * 49-6 * 17, 42J=5 - 143 — 6 - 49 

c) 5^ ra _ l -»6a^ z = 5(2^ L +5 - 3 tt — 1 ) — 6<2 # 一 2 + 5 • ： ）= 2" 一 3 (10—6) + C75 —30) 

= 2"" 2 * 4 + 3 fl — 7 - 9 - 5W + 3" • 5 = 

ia ) 是 b ) 不是 c ) 不是 d ) 是 0 是 f ) 是 s 〉 不是 h ) 不是 
7* a)a B - i +2^-£ + 2n — 9 = _ (n 一 1 ) + 2 + 2 (■— （n — 2)+ 2) H~2 fi _ 9 = _ /r~h2 = a« 

b ) a ” - i 十. £ + 2打 一 9 = 5( — l )' 1 1 一 （n — l ) + 2 + 2(5( — 1) 厂 ( Jt — 2) 4 - £) + 2 ?t — 9 

= 5f-l) re_s (-l-2)-n + 2^a # 

c) a rt -! +2a,. £ + 2»-&^3(-l) ra - fc +2^~ ] -(n-1) + 2 +2(3(-l)^ s +£^ 2 -(n-2) + 2) + 

= 3« —1V 2 ( — l + 2)+2 fl -z(2 + 2)-n+2 = i 

dU 2 t - 2 4 2『3 = 7 ■ 2”- 1 _ (打一 1) + 2 +2(7 ， 2 对- 2 - C ”一 2)+2> + 2『9 = 2 W (7 - 2 + 2 * 7)- 

n + 2= 〜 

9. a)a ra —2 * 3" b)a H = it± 2n-rZ c)a tt — l +n(n+ 1)/2 d)a n = ??" +^w+4 

^)a„ = 1 Oa n = (3" + | — 1)/2 g )〜 = 5 打 1- h)a„^2^n \ 

11, a)a,^3a^ L b)5 904 900 

13. a)a,, = f 

b ) a u — 78 (：) \ = rt(/i + 1)/2 

15 - B(i) = Cl + (0, 07/12))B(Jfe-I)-100, 6(0) = 5000 

17 - 设 PG) 是 U, = 2" — 基础步骧： P(l ) 为真，因为 H,=U 归纳步驟：假设 = r — 1 , 那么因为 

+ 从而得到 H_ t =2(2^-1)4-1 = 2 - + 

19. a)a B — 2^2^! t 对于 b>a 0 =^l ， ii L =2, a 2 —i, a a = S T = 16 c)12l7 


2 L 9494 

23. 十 +2. _z 对于 n>2 b)a 0 =0, a 5 — 0 c)94 

25. n H~ a rt — 对于？ i>3 bJctcjsli a； — 2 ♦ U 2 c)31 

27, a)a„ = + a „-2 对于 b)a* = 1 > ai = 1 c)34 

29. a)a rt — 2a„ ^ 1 + 2a „-2 对于 b)a ❼ =lt a： — 3 c) 448 

3L a)a ft =2a^~ i 对于 b)arj — 1 1 a\ =3 c)239 

33, a)a, = 2^-1 对于？ i>2 b)〜=3 096 

35. a)a„-a n - ( 对于 n>2 bU。= 1 ， a- c)H9 

37, a)Ji rf — n + , 凡=1 = rt(?t+l)/2 + l 

39, + + l % = 1 b ) S B = <^+5^ + 6)/6 

4 L 64 

43. a)^. n = 2^-] 丄 2 d B -2 ^ I ■. ^ 3 c ) 1224 


45 .很叙然对于有 S ( m ，1> = U 如果那么一个从印元素集合到 n 元素集合的非映上函数可 
以由选择值域的大小和值域中的元素来确定*值域的大小是在]到 n — l 之间的整数 A ， 包含1和 ft — U 
而这个值域可以用 CU , t ) 种方式选取，并且选择一个到这个值域的映上函数可以有种方式。 

jt"i " - - 

因此存在 y ； C ( n ^) SCm ^) 个非映上函数，但是总共存在 F 个函数，所以 Sim ， n ) ^ - S 

C ( n f k ) S ( mtk ^ ^ 

47, ^Q^GQ + GQH-C^+QQ + C^-l * 14 + 】- 54-2 * 2十5 * 1 十 14 • 1-42 
b)C(10, 5)/6-42 

49, i(l) = K JC3)-3t J(5)^3, i(6) = 5, J(7)=7, ；(S)-1, ；(9)^3 t JCIO)^ 

5, /fll) = 7 t 702) = 9, _/(13) = ll- 川 4) = 13, ；(15> = I5, J(16) = l 


4 
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5 L 首先 t 假设人数是偶数，比如说是2^在转了一阁并且回到第一个人以后，由于在偶数位置的人已经 
被棑赊，拾好有 n 个人留下来井且现在在位置 i 的人就是初始在位置以一1的人 6 因此，生还者〔初始 
在位置/(2«)]现在的位置是 JU ); 这就是在位置 2 JU ) — 1的人。所以， J (2 n )^2 JCn )- t ^ 类似地， 
当有竒数个人时，比如说 2 u + i 个人，那么在转了一阐以后排除第1个人，有？ I 个人留下来并且现在 
在位置 i 的人就是以前在位置2£十1的人。因此，生还者将是现在占据位罝 /( n ) 的人 * 即初始在位 W 
2 /(d + l 的人。所以， / C 2«+1) = 2/ Crt ) + U 基础情形是 /(1) = K 
53,73, 977, 3617 

55. 下面的9次移动求解/这个难题：从柱1到柱2移动盘“从柱1到柱3移动盘2;从柱2到柱3移动 
盘1;从柱！到柱2移动盘3;从柱1到柱4移动盘 4 S 从柱2到柱4移动盘3;从柱3到柱2移动盘1; 
从柱3到柱4移动盘2;从柱2到杜4移动盘 U 要明白至少浦要9次移动，首先注意，不管有多少根 
柱子至少7次移动是爲要的： 3次用来寧走盘子，1次用采移动最大的盘 h 并且还要3次移动来放好 
盘子. 至少还需要2次另外的移动 ， 因为要从柱1到柱4移动盘4,其他3个盘子一定在柱2和柱夂 
所以至少茁要1次移动来放好它们和1次移动来拿走它们 # 

57. 基础情形是显然的 + 如果 n > l ， 算法由3步构成 s 第1步，由归纳假设，便用 RU —幻次移动把最小 
的个盘子移到柱2。然后使用通常的3个柱子的汉诺塔算法，用 — 1次移动把剩下的盘子（最大 
的 A 个盘子）移到柱4,移动时不使用注2。然后再由归纳法*用— *) 次移动把最小的 n — A 个盘子 
移到柱4;对于这种移动，所有的柱 子都可 以用，因为最大的盘子在柱4,对移动没有妨碍，这就建立 
了递推关系 * 

AJ 

59,酋先注览:到 R ( n ) = —— 1)>(因为化简这个和并丘 K (0) = 0), 由练习 58 ,这躭是关于 j 的 

iil 

J ■[篇 

i 

值域对 2* _ 1 求和，因此这个和是 X ； 必 1 * 如果 n 不是一 个三角形数，那么当 i = 时最后某些值丢失，并 

i ^ L 

且这就是在给定表达式中爵后的项所表示的。 

6 L 由练习59,於 >) 不大于 。 可以证明这个和等于 U + l )2* — +1,因此它不比 U +1)2* 大。 

1 = 1 

因为^>以4~1)/2,可以用二次公式证明对 T 所有的 》>1 有4<1+ VI 。因而对于所有的 n >2, 

RU ) 以 （1+ v ^+ l )2] + ^<8 V ^2^ 为上界，所以 Riny -^ Oi ^ Z^K 
63』0 h )0 c )2 d ) Z a - l -2 n - ? - 

65, a w —27 a / 

= <3„ — 2( a n — a ,-, ) + C Va ,, — Va ^-]) 

=— h — Ca-i — a w — s )) 

= _ u ， 十 l m ~2 a rt ^ [ ) 

67 t a m = a n -\ 

=ia 分一 V u It ) + ( a „ — 2 V a „ + V 2 ^') 

2a» 一 3 V \ V 2 tiri ♦ 

或 — V 2 a n 

6. 2 节 

Ua )3 阶 b ) 不是 c )4 阶 d ) 不是 e ) 不是 f )2 阶 g ) 不是 

3 - a )〜 = 3 ， 2" bya^Z c)a„^=3 * r — 2 . 3 fl 

d ) a , = 6 - Z n -2 ^ 7 i 2 n e ) a re =^(-2)" J — (—2” 
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奇数练习 M 答案 



7* (2"1 + 卜 1 广 ）/3 

9. a ) F H =^ l . ZP n -! +0. 45^-? , F ft = 100 000,朽= 120000 
b ) F H ^ C 250 000/3)(3/2)"+ (50 000/3 K — 3/ IO) rt 

n . a ) 基础 步骤： 对于 《=1 有1=0 + 1，且对于《 = 2有 3=1 + 2. 归纳步骤 t 假设对于 k ^ n 为真，那么 
L + 1 二/_ 1 +/„ + 1 +八- 2 + /■二 </ p 1 +/ ft - 2 ) ++/„) = /■+/-M 

b)U = (1^)%(1^厂 


13- 幻 = 8< — 1)" 一 3(_2 广 + 4 * 3 fl 

15* g _ = 5 + 3(-2, 一3种 

17_ 设 asC ( 打， 0)^rC(n — 1 ? 1) +… +C(7f — 是，是）其中点二卜 / 公」 . 首先，假设是 : 偶数 t 使得力七力 /3 .丑 

最后项是 d 由帕斯幸恒等式有 a * = l + CXn — 2, 0) + C ( n _ 2, 1) + C(n — 3, 1> + C ( rt — 3, 2) + … + 

CU - fe ， k -2)+ C ( n - k , k-iy + l^l + C ( n -2 t 1> + C；(n — 3， 2) + … + C (打 一 ^ A 一 1) 十 CU -2 t 0) 十 C 

(n — 3， 1 > + -” 十 C {” 一 1 * — 2) + 1 = a „_^ + a „-2 1 因为 L (» — 1)/2」= A — I =[( n ^ 2 )/ 2 j m 当 n 是奇数时 
有类似的计算 ， 因此*对于所有的 JH 整数〜彳 aj 满足递推关系 〜 = 此外， a=C 

(1, 0) = 1 和 fl 2 = C (2，0) + f ;( l . 1> = 2，这就是/ 2 和从而得到对 T 所有的 H 7 整数 w u * 

19- a , + 3 n + 5)( — D * 

21, (tii.o + ^i4^ + ai.jn^ + a L ^ w 1 ) + (^-,o H L a^in+a 2l jn 2 )( — 2 广十 (a-^.o +A,] +fl 4 , a ( — 4) rf 

23, a)3ad2n #3(-2。+ 2 ，叶（一 3+1) = -2 _" = 〜 

— 2 … c ) a ^ = 3 ^ L -2" + l 

25. a)A & — i , B^ — 7 b)u,* —a2" — n~7 ^)u n — II * 2" ~ n ~7 

27. a)/^?7 a + 内 / + /?i mi 十办 b)?/ 办（ 一 2 )〃 c)fi 2 {pin+ p 0 )2 a d>(/> £ n 2 + p] ?f 十 p 。 >4" 

e)n 2 {|>-i ^ + pi n + 九）（ 一 2) n (pi p^TT + pxn + p 0 ) 2" g) p 。 

23. H > a „= fl 2 n +3 "n = —2 . 2" + 3 rt，hl 

31. ，十和 "一 n * r ㈠ +3n/2 + 21/4 

33. ^ — (a + ^ + n" +n 5 /6)2 il 

35. a n = -4 - 2 n - n 2 /4-5ji/ 2 + 1/8 + C39/8)3 W 
37. fl ，nU + lKn 十 2>/S 

39_ a)l, -1, i-i b)a ， 士一备 (~l)" + 与 + — 

■i 1 4 4 


4 L a ) 使用关于 A 的公式可看出 


■5 




n 



这意味宥 A 是最接近 g 



的整数。 


b) 当 n 是偶数时较小 I 当《是奇数时较大。 
43+ a ™ —/ H ~i +2/，_ 1 

45, si ) a n — Sa^-i + ia „^2 » a 。 =2， a ] 二 6 

b>fl ，（ 4 … +(-l) fl )/5 
47. a)^ — 2a,-! 4-1 )10 000 

b > a , = 70 000 2 fl 」 -10000 n ~\0 000 


位 a ,^5 nVl 3+13^/12+1 
5 L 见第 11 章第 3 节参考文献 [ Ma 93 


^(^)'|< l / V 5*< l /2 
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53. * V ， 1 /rr 

6, 3节 

L 14 

3 , 第一步是 ClllOhnOlOhsCS.+ZOdlhUO) 念 + 2 £ ((liv— (10>,)((10) 2 —(10) 2 ) + (2 ! + J)(10), ■ 
uo) Ja 这个积是 （loooi iao) 2 . 

5*C=50 665C+729 = 33 979 

7, a)2 b)4 c)7 

9 . a )70 b )48 829 c )30 51? 579 

11- 0( logp ) 

la . OCn 1 ^ 3 ) 

15. 5 

17 - a ) 基础步骤 8 如果序列只有一个元素 t 那么在这个表中的一个人就是蠃的人.递归步隳：把这个表分 
成两部分（前 一半和 后一半尽可能相等） B 递归地应用箕法到每一半直到至多出现两个名宇为止，然 
后检査整个表来计算每个名字出现的数目，如果谁超过半数就决定 谁赢. 
b ) 0 ( n \ ogn ) 

19. a)/U) = /W2) + 2 
h )0( bgn ) 

21* a)7 b)O(logrt) 

23 ， d)pruc«^ure largest sum (a\ t i ■"， ) 

best s =0{ 空序列和为 0} 

for i 1 —l to n 

b«in 

&um 3 =0 

for j 1 —HI ton 

begin 

sum I — jiim+ajf 

if sum>best tta^o best * =sum 

eod 

{ 是在这个表中可能的最大和 } 
b )( Xn 2 ) 

e > 我们把这个表划分成前一半和后一半，并且递归地对每一半应用算法找连续项的最大和.在 ft 个序 
列的连续项的最大和是这两个数中的一个，或者是横跨这个表中伺的连续项的序列之和 d 为了找到 
横跨这个表中间的连续项序列的最大可能的和，我们从表的中阔开始向后移动来找在这个表 的后一 
半的最大可能的和，并且向前移动来找在这个表的前一半的崴大可能的和；所要的和就是这两个量 
之和，那么最后的答案就是这个和以及递归得到的两个答案之中的最大者 d 基础情况是一个项的序 

列的最大和就是这个数和0之屮的较大者， 

d ) ll ， 9， 14 

e) S(n)=2S{fi/2)+n, C(it)_2C(n/2> + ?t + 2, SU) = 0. C ⑴ =1 

f ) 0(« lugra ) f 比 0( n 1 ) 好 
25. <1* 6) 和 （3 t 2) 距离为 2, 

27, 算法基本上与例 12 给出的算法~样 5 中心空隙宽度仍旧是2 d ，但我们仅需要考虑2个大小/的盒 
子而不是大小（3/2)\(心2>的 S 个食子除了系数7被1替换以外，递推关系与例12的递推关系 
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一样， 

A—i j^i 

29. 由于 Jb = l <5 gw . 从而有 / U ) = flV ( n + J ^^ Hn / h ^) 4 =^/ m +^ iTi d + ^ = + 

/ — 0 1*0 

c(log h n)n d — fi lu VV( 1) 十 oi J U>g ㈤ 完 n d f ( 1 ) 4* a? J logtfi 

31 ，^tk = \ o & n , 其中 n 是 6 的幂基础步骤：如果 n = l 且 1=0, 那么—幻一 
/(]> + ^/(<1-^)-/(1),归纳 歩驟： 假设对于 * 为真，其中 = 那么对于 M = 6* + ] , / U > = 

af(7t/b)-^cn d ^a{l^c/(b d - a) ] (n/6) ^ + [/(i) +f/c/{a-f/)l * (n/b} ] ^ )} ^cn 4 =f/c/(t/-a)^/ 
^ + [/( l ) —+ [ ac/(M — a ) + cC 6^ — fl )/ C 6 ,/ — a )] + [/<!) 十 — )] 

rt ]，=f [{& J c )/( j ^ — a )] n J + [/( D + Mc / Ca — ^)] c 

33 , 如果 a >& "那么所以第二项为主 T 给出 
35, OU 叭 £ > 

37, 0 ( n 3 ) 

6- 4 节 

1, /< x ) = 2( Jt 6 」 1}/( t — 1) 

3. &)/( j ?) =2 j :(1 — jc s )/0— b ) j：VO — x ) cOht / C 卜 x ” 

d)2/(l-2j：) eXl+x) 7 f)2/(l + ^) 

g ) (1/( 1 — z )) — x z h ) j ^ /(\ — x ) 2 

5 - a )5/( l -^) b ) l /( l -3 x ) c )2^/ U - x ) 

d)(3-x)/(l-x) 2 c)(1 + j) s DV/(1 —i) 5 

7. a )% 二一 fi 4, A ] = 144, = — lOfi , a 3 = 27 , 对于所有的 n >4 有 a = 0 

h ) 非零系数只有 = 1 ， — 3 ^ ag = 3 f 和 = 1 
0)«„ — 5 W 

d ) 对于 有〜 =(—3) R_3 , 

at = 3# a ^ = 2 F 对干比 2 太的 n t n 为奇数有^=0， n 为偶数有 = l 
f ) 如果是 4 的 iE 整数倍， 6 i „ = li 如果 n <4 有 一 1;否则 A =0 
g > 对于 n >2 有 £ L fl = n—U a ^=^] —0 


h)d2 n = 2 11 

]/nt 




9, a)6 

b)3 

€)9 

d)0 

e)5 

13. 10 

15. 50 

17, 20 

toil 

c)66 

d)292 864 

e)20412 


19*/(T) = l/f<l-,r)(l-^}(l-^)a-x^)) 

2L 15 

23,a)x 4 (l + ^ + ^+x 3 >Va-j) b)6 

25 - a ) 在 1/<(1 — P)(l — x 4 Kl — j ： w )> 的幂级数展开式中/的系数 
b)l/(l — ？ 一 /— ?> c)7 d)3324 

27.a)3 b)29 c)29 d)242 

29 - a)10 b)49 c)2 d)4 

3L a)G( j:) — 一 — b)G( jt 3 ) c)^ G( j ：) 

d)G(2 j ：) e) G(#)di f)G(a:)/(l ™ j ：) 

J Q 

33 為 一 2 . 3*-l 
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35, a 产 13 . 3*-12 * 2 # 

37+ flA = P +8 Jfe 十 20 + (6 Jfe - l 8)2 A 


39. 设 GU ) = 


在对和式的序标移位并将序列求和以后，易得 GU ) - iGO ：) — = / 0 + 


(/_ — /。 ） i + 2 if. —fk^x ~ fk^ )^ k 0 + jH ， 由此得 Gi^) —xG(j:) — j ：" G(jc) = 求解 G<x) 

*-2 *=2 

n gu> 二 ： r/a— 尤 一 由部分分式的方法证明 x/n-x-^ 2 ) = n/WXun — 拉）一 1/(1- 舡）]， 


Xb 


oo 


其中 a = (1+在)/2且存= (1— 在)/2.由事实 1/ tl - ax ) = 2〜 ，得 GD 兰 <1/ V &) * 一 


D 


A ■ IS 


因此 A = (1/^(#— 〆 ） 




rr 


n 


0 


41, a ) 设 GCr )= 2 C 〆 是 的生成函数。那么 = S (2 C * C - * )^= S (2 C ^- v-*V 


C—C 


Jt = £i i ■=(! 


d i— 




HO " l , 因此 ^ Cx )' - 这就推出— GU )+] = 0。应用二次方程求根公式得 G ( i ) 


I -e 


n _ 


1 _士 \/l — 4 jt 


，在这个公式中我们选择减号，因为选择加号会导致除以零 


b ) 由练习40知 C 1 — 铪户 7 = 



，逐项积分（根据微积分的定理是允许的）得 P 

a 


( l -40 ~ vl if 




s 

ff-0 







丙为 


J 


Z 


0 


(l — At) 1 "dt — 


I — 一 4jc 


iGU ), 由系数相等 


得 O 



b 


ra - J-fl ^7 i 

43 -对等式 U + W = + 应用二项式定埋，证明孟 ^ C ( m f t ) ^ 

『■0 f = 0 r_0 

flh+n r 

r)^ r = S ( DC (; i ， ife ) ) jf a 比较系数就得到所需要的恒等式 & 

45. a )2 f T b ) e~ s c ) e Zl 

d ) 工 〆 十 〆 c ) O r — 1 )/jt 

47 - 3) 〜 =(-1 广 b)a,^3 - 2^ c )〜 = 3 ff -3 - 2 R 

d) a, = (_2)% n>2，ai —3t a 0 =2 

e ) < 2 — ( 一 2)" + w ! 

= ( — 3)’4~ rt ! • 2\ 3 t ^2 t a 。= 1 ， ££] — 一 2 

g ) 若 ti 是奇数， a „ — 0? 若 ti 是偶数， a „ — tiI /(. n /2) i 
49, a) 〜 = 6 ?j>U a 0 = l, 

b ) 相关的线性齐次递推关系的通解是 a : 特解是 . S ' 因此通解是〜 = W+j * 3、 


使用初始条件得,因此 l = W +『）/2 a 

c ) 设 GU )。； f >* P 。使用关于 U *} 的递推关系可证明 GU > —6 rGb > = (l — 7 J /(1 — D ， 因此 

D 

G(:) = 0 ■ — 7 jr)/((l — 61 ) ( 1 一 Bx) ) * 由部分分式得 GCx) ^ C 1/2)/( 1 — 6 工 ) + ( 1/2) /( 1 — 8jc) h 利用 
表 6-1 得 1 = ( 6 置 + S”/2 a 

- • -■ _ 】 ■* ― mi 

A 卜1 卜 〆 卜？ 

53. U + x )(1 + j ) : (1+ jc) s — 
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55. + + — ^ irp " * ! 二: # J~a • …. 练习 52 和 53 的 

生 成函数相等， 


57. a) Gr(l)= 

= = k) 

- 1* = 

^ k) = 1 

■1 ■■办 

b)G^(l)= 

-itpd 

fc-o 

k) * y 

x ^] = 2 — k) * k * X k ~ l 

* = 0 

oc / 

= J^piX = k) * 

FAX) 



= ^SMX = 

i=D 

=k} + J* 

■JCi 

L=ri = ^ p(X = k) ■ k(k— n * x k 1 
*「■*0 


- Ep(X # k ) ， （ k ? - k ) = V ( X ) H - ECX ) 2 - £( X ) •与 （ b ) 组合就得到所需的结果 

i-m 

59 . ^G(x)p m /{l-qjo) m bWU)-mq/p 2 


6 i 5 节 

1^)30 b )29 c )24 d )18 

3. I % 

5, a )300 b )150 c )175 d ) t 00 

7.492 
9.974 
IK 55 

13,248 
15, 50 138 
17,234 


19-| A . UA ^ UA . UAUA , 1 = 

=1 凡丨十 1 /b i 

+ 1 Al I + 

! A , j + [ A , 

— | a , n a 2 i — 

1 AflA , 

i aha , i - i A t nA , t - 

— i a 2 n A j i — | 

A , HA , I - 

_ i a ； I 

— i a 3 n Aj ! — ! 

1 A , f \ A , 


I a , oa § t + t a , riA , n a 3 i + i a n a 2 门 a * ! 十 t a n a 2 n a 5 i + t A t n n a i + i a ( n 
A . ciA , I + i A . n 九 ai I + i A . n ^ nA , I + i 臬 n & n 糸丨 + i a , n ^ nA 5 i + i a 3 ha , n 
a I _ I A . nA . nA . nA , i - i ^ 0 ^ 0 ^ ha , i - i 1 - i ^ n ^ n ^ n^i — 

1 A 2 n^nA,nA, 1 + i ^ nA 2 nA a nA,n^ 5 1 

2i, lAiU^ uA 3 uA q UA, ! = !■ A 3 , I + I ^2 I + I A a I + I A I + 1 A 5 I + I A, t I - I A x HA 2 I - 


! a, ru 3 1 - 

- 丨 a n a 4 i ■ 

- 1 j 4] nj — 

i Ai n ^6 1 - 

— i 木 n a ii - 

— i a? n ! 

_ i a 2 n 

i a ? n ^ [- 

- 1 A , f ] A 4 | - 

- 1 n a 5 i — 

! ^3 i ■" 

-丨 n & i ■ 

i a . r\Ai \ - 

- 1 a n As i 


23. p { E t [ JE 2 { JE , y = piEO -\- p(EO + piEO - p ( E , iE t )- p ( E l f \ E A ) — p { E 2 f ] E ^) + p ( E x f\Et f \ E , ) 

35.4972/71t 295 

27. p(£ s \JE2\JE,\JE % [JE,) = p(E i } + p(K z )^p<E^ + p(E i )+piE,y-p(E } f\E z )-p ( H 
E 4 ) — fi(Ei f)E,)— fi(E 2 DE 3 )— p(E 2 H£i) — p(E 2 nE 5 )~ piE^CiE,)— p(E^f\E^)— piE 4 门£^)十 
p(£, f\E^ f\E % ) + p(E } r\E z f]E A )+p(E, 门 £ 3 (1£^) + 々 (& flD + ME] flE 3 ri£s) + P<Ei H ^ H 
E,)+p(E,nE,nE,) + piE ± nE,nE^^piE z nE,QE^ + p(E,f]E,nE,) 

ii 

29 + p(M e ,)- Hp (E ^- S n ^) + S 〆 € n 乓 nu - … + (_ w+>(n E ) 

1-1 S</«W I<i<jCA^«i 1 ■ 5 

6. 6 节 


L 7 G 
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5-46 
7* 9875 
9 - 540 
11 , 2100 


13. 1 R 54 

15- a)D ]M /lOO! b)100D 的 /100! c)C(100, 2)/100! d)0 e) 1/100! 

17. 2 170 fi80 

19, 由练习 IS 有 = — 通过迭代以及和1^=0,得仏一”认 ― i = 

(~ir, 

21- 当 n 是奇数 


23. Hn} 


25. 4 









27 .从 m 元素集合到 n 元寒集合存在 rT 个函数，从 m 元素集合到 n 元素集合有 CU , 1> G — I 广个函数恰 
好缺少 1 个 元素， C(n, 2)U_2)“ 个 函数恰好缺少 2 个元素，绁续下去，有 C ( w ， 1>广个函数恰 
好缺少 n 一]个元素 # 因此由容斥原理存在， - CU ， t )( n - l >" I C(n, 2 )U — 2 ) w — … +(— 丨广一 1 
C(tu n — 1)1” 个映 J ： 的函数。 . 


补充练习 


1, si ) A w — 4 A lt ^ l h ) A ] =40 。）九=10*4" 

3. 為 ） M w = Hr i i 160 000 h)M x = 186 000 c>M n = 160 OODh + 26 000 

d ) = ! + 160 OOOn+ 26 000 e ) T re = 80 0QOn £ + l06OG0” 

5. a)a fl = £i n + tin ： -3 b)ai t a 2 = i ^ A = 1 c)o ： l? = 12 

7.3)2 b>5 c)8 d)16 

9. a n = 2 re 

11- 2 + 4] t /3 H " ? i : /2 + ? i a /6 

13 - a M — a H - 2 -^ a ， r -3 
15.0(^) 

17.0 ㈤ 

B . a ) l 8 n 十 18 b )18 c )0 

21, A(a n 6 ra 一旮九 = 知十 ] (^ B + i —b n 、 十 ) =a n .+ ? A6, 『 b„Aa n 

23. a ) 设 GCx ) = 2 a 〆 ， 那么 G '^> = = 2 U + 1 )心+ 〆 ，因此 — - G ( x ) = 2 

n_'0 n»] rr—^f 中 ■ 0 

( U + 1) a_h - ujx n = = 〆 ，这正是题目要求的。易见 G <0) - a , - U 

a~0 

b) 我们有 ( f J G ( x ) 〆 = f ^ G ' Cx ) - r T G ( x ) = e - HG ' U )- G (^) - = U 因此念 j: 十“ 

其中 e 是常数。从而， GU ) = 十 c ^ B 由干 G (0) = 1, 所以 r = U 

w 拉 w =» 

我们有 G (- r ) ^ ( jt™ 十 L / fi ! ) + U (j ：V nl) — 、工於 i、n 一 1)!) 丨 (.^ /n \ ) 由此 ， 对于所有的 n ^ 

_=f£i IT—(? n-rz ] *醫办 

I fa n — 1/(h — I ) ! + 1 /« ! 1 ,fl_ = I 0 

25. 7 
27* 110 
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奇數练习題答案 


29.0 

3 L aH 9 b )65 c ) l 22 d )!67 e ) I 6 fi 

33 . avu — 1)! 

35, 11/32 

第 7 章 

7」节 


川 （0, 

0) t 

(1, 

1〉， 

(2, 

2 ) f 

(3, 

3 H 











b ){ U t 

3), 

(2, 

2), 

(3, 

D * 

(4, 

OM 












0), 

( Z , 

0), 

(2, 

1)， 

<3, 

0), 

(3, 

1), 

(3, 

2), 

(4, 

0), 

(4 f 

1). 

(4, 

2)， （4. 3)} 

d ){{\. 

0), 

Cl , 

1), 

(1， 

2), 

(K 

3)， 

(2, 

0)， 

(2, 

2 ) f 

(3, 

o >， 

C 3_ 

3)， 

(4, 

0)} (假设 0 不除以 0) 

e ){(0, 

1)， 

u . 

0}， 

(K 

1), 

(1, 

2)， 

0, 

3 ) t 

(2, 

1 ) t 

(2, 

3)， 

(3, 

1), 

(3, 

2 K (4, 1), (4, 3 M 

f){CU 

2). 

(2, 

I ), 

(2, 

2)} 














3, a ) 传递的 b ) ft 反的，对称的，传递的 c ) 对称的 d ) 反对称的 

e ) 自反的，对称的，反对称的*传递的 f > 没有这些性质 

5. a > 自反的，传递的 b ) 对称的 <;) 对称的 d > 对称的 


a ) 对称的 b ) 对称的，传递的 c ) 对称的 

d ) fi 反的，对称的，传递的 反的,传递的 f ) 自反的，对称的，传递的 

W 反对称的 h ) 反对称的，传递的 

d), n 

IL a ) 不是反自反的 b ) 不是反自反的 c ) 不是反自反的 d ) 不是反自反的 

13.是，例如在（1， 2} 上的关系 {(1, 1)} 

15 . < 心 6 )€ 尺当仅当 ^ 比 6 蒔 
17, ( a ) 

19 ,没有 

21. Va b )€ R ^( b f a ) 峰 R ) 

23-2™ 

25+ a) { U , 6) I 6 整除 b ){( a t b) | a 不輳除 

27- /- 1 的阁 

29. b ) i 要求^读书 6 或者 a 已经读过书 M 

h ) iU , h ) I 要求 ^ 读书&并且 ^ 已经读过书幻 

o ){( a , 6) I 或若要求 ^ 读书 6 但是 a 还没有读过书6,或者不要求 a 读书6但是 a 已经读过书 &} 

d) {(a, b) I 要求 u 读书 6 但是 a 还没有读过书 W 

e ) (( n , b } I 不要求 u 读书 & 但遇 a 已经读过书 W 
31 . S ^ R ^{( a y h ) ) a 是 & 的父母且 b 有个兄弟姐妹 } 

R c S — {ia* b) \ a 是 & 的叔伯或阿姨 } 

3 S ^) R Z b ) R , c ) R , d ) R 3 e )0 f ) R ] g > R , h ) R , 

35. a ) K L h ) R 2 c ) R , d)/? J e ) ft , f >^ g ) J ? 2 h ) R 2 

37- 6 在某个人指马下得到他或她的博士学位，而这个人在 a 指导下得到他或她的博士学位 t 存在一个《 + 
1个人的序列，从 u 开始到 A 结束，使得序列中每个人都是下一个人的导师1 
39. aMU , A ) | a -6=0, 3 t 4, 6，8成9 (mod 12)} 
h ){ U , A ) I a = b{mod 12)^ 

c }{( a , A ) I a — 6 三 3, S 或 9 (mod 12)} 
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d) { Ca # b) ( a —6 妄 4 或 8 (mod 12) } 

e ) i ( a ， b ) \ a —6 三 3* 4. 6， 3 或 9( mod 12)} 

41, 8 

43, a )65 536 b }32 768 

45, a )2 a<Hl n/2 b )2"3 H U —1)/2 c >3^ u " 1)/2 

d )2 —，- ts 02 ^~ l} 1 f ) 〆 一2 - 2 ‘- u 

47. 可能没有这 样的匕 

49. 若只是对称的且 Ut 6)6只，那么 （6, a )^ R , 闪此 U , b )€ R ' 1 ,从而有类似地有 

于 = 相反，若 K = b )6 R , 那么 6) eiT \ 从而（6, a )€ R , 于是只是对称的， 

5 Li ? 是自反的，当且仅当对所有的 A 有 U , a )^ R , 当且仅当对所有的 A 有 U , 幻€1?_ 〗 [因为 
(I 当且仅当 U , weir 1 ]， 从而当且仅当 IT 1 是自反的 d 

53 . 使用数学归纳法，对于 n = i 结果是平凡的,假设 r 是自反和传递的 * 由定理 i . m 为得到 
R ^ R ^ l = R n ^ R f 令 U . t ) GR . 由归纳假设，并且因此是自反的 t 于是 （ A ，fO E ft 、 从而 

U , 6) ei? n + I , 

55, 使用数学归纳法， n = l 时结果是平凡的.假设圮是自反的，那么对所有的 A 有 U , a )6 R B 且 
( a , a ) eR B 于是对所有的 有 U , a )^ R ^ R = R ^ 1 ^ 

57 -不是，例如 i?=UU 2)， （2, l)h 

7」2节 

1. U 1, 2, 3)，（1，2，4 )， （U 4)- (2、3_ 4)} 

3- ( Nadir , 122, 34 + 底特律，08 ; I 0 ) t ( Acme , 221 , 22,丹佛，08.17)， ( Aome , 122, 33,安克雷奇， 
08:22), ( Acme , 323, 34,檀香山, 08:30), ( Nadir , 199, 13,底特律， 08:47), ( Acme ， 222, 22, 
丹佛- 09：10), (Nadir, 332^34,底特律，09： 44) 

5-航坌公司与航班号，航空公司与起飞时间 
7- a ) 是 b ) 不是 c ) 不是 

9- a > 社会保险号 

b ) 没有两个人恰好有着问一街道住址且有相同的名字 

c ) 没有两个有相同的名宇的人住在起 

11- ( Nadir , 122，34,底特律，08:10)， ( Nadir . 199，13,底特律， 08:47), ( Nadir , 322 1 34,底特律， 
09 ; 44) 

13+ ( Nadir , 122, 34，底 特律, 08;10)， ( Nadir , 199，13，底特律， 08:47), ( Nadir , 322，34,底特律， 
09：44), ( Acme ， 221，22,丹佛， 08-17), ( Acme - 222, 22,丹佛， 09 jl 0) 

15. 尸 3 ,以 
17, 


航空公司 

g 的地 

航空公司 

□的地 

Nadir 

底特律 

Acme 

安克雷奇 

Acme 

丹佛 

Acme 

檀呑山 


19. 


供货商 

箏件兮 

项 H 

数 ft 

顔色代码 

£3 

1092 

J 

2 

2 

23 

noi 

3 

1 

i 

I 1 

23 

904.8 

4 

12 

1 2 
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(续） 



21. 这个等式的两边选择 了由满 足 G 和 C 5 两个条件的那呰 n 元组构成的子集。 

23* 这个等式的两边选择了在 K 中，在 S 屮，并且满足条件 C 的那些 n 元组构成的子集。 

25,这个等式的两边选择了在 K 或 S 中， 由？ I 元组的第第“，…，第 C 分量 构成的 m 元绢， 

27. 设只 ={( 〜 b)}K S={{a, d « = 并且 i,=l; P l (RS) = {(a )} ,料是 PJR) — R (S) = 0 。 

29. r)J z 被 Pm 跟随着 

b )<23 t 1), (23， 3), (31， 3)(32, 4) 


7」节 



3 , a )( l , 1). (1，3), (2, 2)，（3* 1)，（3，3) b ) Cl , 2)，（2- 2)，（3, 2> 

c)(U 2), (U 2>， （1, 3)，（2, 1), (2, 3>, (3，1>, <3, 2), (3，3) 

5. J ? 不是反自反的当且仅当在有向 Ifl 中至少存在一个环。 

7, a ) 自反的、对称的、传递的 . 

b ) 反对称的、传递的 


c ) 对称的 

9. a )4950 b 〕9900 c )99 d>lOO c)I 

n . 把每个 o 变成 i 并 tl 把每个 1 变成0。 
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23- {(a^ 6)1 (a* c)i (b* c) f (c T 6)1 
25-(a T c) f (b f a) * (c f d) % (d^ b) 

Z7. {(a* a)* Ca^ 6)# (a, c)* (A* a)* <6t 6 )* (/Jf c)i (ct a) f (t f 6} , (d t d )} 

29 -关系是非对称的，当且仅当有向阁没有环》也没有长度2的封闭 路径。 

31. 练习23:反自反的。练4 24;自反的.反对称的、抟递的 f 练习25:反自反的、反对称的。 

33. 把 I ?的有向图的每条边的方向倒转， 

35. 用数学归纳法证明，基础 步骒： n = l 是平 凡的. 归纳 步骤： 假设对 * 为真，因为记 + 3 =圮。 A 它的矩 
阵是淤，由归纳假设就是 = 

71节 


L a ) UO T 0>， （0, 1), (K 1)， (1, 2)，（2, 

b ){(0, 1 K (0，2)，（0，3)， （1, 0), (1, 



0), {2, 2 >， （ 3, 0), <3, 3>) 

(1， 2), <2， 0)， （2, 1)， (2， 2)， （3* 0)} 



13 . 及的对称闭包是 VM^, 

15 . 仅当是反自反关系时，它就是它自己的闭包， 


17, 

a t a ， 

a f a 


C f J 

6? c* 

b、c 



ht Cf 

r # < 

■ 1 t 、 

c ； 

d t € 


d, 

^ t e t 


e f 

卜 rf, 


ft < 

p t & ♦ 

e 




















19. 

a){(l ， 

1 )， 

(1, 

5), 

(2, 

3)* 

(3, 

1). 

(3, 

2 )， 

(3, 

3 )， 

(3, 

4) r 

(4, 

1), 

U, 

5 )， 

(5, 

3) t 

(5, 

4)} 


b){(l ， 

1 )， 

CK 

2 )， 

a. 

3), 

(1 ， 

4), 

(2, 

1 >， 

(2, 

5 )， 

(3, 

1), 

C3, 

3), 

(3, 

4), 

(3, 

5)t 

(4, 

1). 


(4, 

2), 

(4 t 

3), 

( 4 , 

4), 

(5, 

I>, 

(5, 

3)t 

<5, 

5)} 












C){(1 ， 

1KU 3), (1 ， 4) ，（ 1, 5) ，（ 2* 1 ), 彳 

(2, 

2), 

(2, 

3), 

(2, 

4) * 

(3, 

1), 

(3 - 

2 )， 

C3, 

3) r 


(3, 

4), 

(3, 

5), 

(4, 

1), 

(4, 

3) t 

(4, 

4), 

C4 t 

5), 

(5, 

1 )， 

(S t 

2), 

(5, 3K (5, 4), (5, 5)} 


d){(l, 

1>_ 

a, 

2 )， 

(1, 

3 )， 

<1, 

4}, 

Cl, 

5 )， 

(2, 

1>- 

(2, 

3)- 

(2, 

4 )， 

(2, 

5), 

C3, 

1), 

(3, 

2) f 


(3, 

3), 

(3 t 

4), 

(3* 

5), 

(4, 

1), 

(4, 

2 )， 

(4, 

3) t 

(4 t 

4), 

(4, 

5), 

(5, 

n, 

(5, 

2 )， 

C5, 

3), 


<5. 

4) ^ 

(5 f 

5” 




















e){(U 

1 )， 

<1, 

2 )， 

Cl, 

3 )， 

Clt 

4), 

(1 ， 

5>, 

(2, 

1 )， 

(2, 

2), 

C2, 

3), 

(2, 

4), 

(2, 

5U 

(3 t 

1) ■ 


(3, 

2> t 

(3, 

3), 

<3, 

4>, 

(3, 

5), 

(4, 

1>. 

(4, 

2), 

<4, 

3J, 

(4, 

4) t 

(4, 

5 )， 

(5, 

1), 

(5, 

2), 


(5, 

3) - 

<5, 

4>, 

C5» 

5)} 


















f)(<l, 

I), 

<1> 

2), 

(K 

3), 

(1, 

4), 

(It 

5 )， 

(2, 

1 )， 

(2, 

2)r 

(2, 

3), 

U, 

4 )， 

(2, 

5)t 

(3, 

Dt 


(3, 

2), 

(3, 

3), 

(3, 

4). 

(3, 

5), 

(4, 

1), 

(4._ 

2) ¥ 

(4, 

3) - 

(4 t 

4) • 

“， 

5> t 

(5, 

1), 

(5, 

2) - 


(5, 

3), 

(5, 

4} t 

<5, 

5)} 




















744 


奇教练石题答案 


21. a ) 如果有学生^使得 a 和 e 在同一个班， c 和6也在同一个班 a 

b ) 如果有两个学生 r 和 d ， 使得和 c 在同一个班 * 且 r 和 d 在同一个班， d 和6也在同一 个班， 

c ) 如果存在学生序列，〜，…，& t n^l , 使得且对于每个 i = l ， 2，…， n ， 〜与 
在同一个班， 


23-从 W ) _L = ( [ I R n ) ： = U Ci ^)" 1 = U 命题得证, 

"=i 4-1 



27. 答案与练习2& —样。 

29, aM<K I )， （U 2>， （1， 4), (2， 2). (3. 3>，（4， 1>, (4，2)，（4， 4 H 

b ){( l ， 1)， （1， 2)， （1, 4), (2, ]), (2, 2)， （2, 4), C 3， 3), (4， 1), (4， 2)， （4, 4)) 

c > Ui , 1), Cl , 2)， （1， 4 > t (2 t 1>, (2, 2>, (2, 4>, (3, 3 > t (4，1)， （4， 2)， （4， 4)} 

3 L 算法 h OCn 3 a )i 算法 2, 0( w 3 ) 

33. 初始令 A : — M w V l n 且只对 t = 2 到 n — 1 循环， 

35. a ) 因为 /? 是岜反的，每个包含它的关系也一定是自反的。 

b ){(0, 0 ) T C 0， 1)， （0, 2). (1，1)， （2, 2)} 和 { CO , 0), (0, 1), (1，0)，（1，1)，【2, 2)} 都包含 

都有奇数个元素，但是其中的每一个都不是另一个的子集。 

7 . 5 节 

L a ) 等价关系 b ) 不是 IH 反的，也不是传递的 d 等价关系 

d ) 不是传递的 e ) 不是对称的，也不是传递的 

3. a ) 等价关系 b ) 不是传递的 C ) 不是自反的，不是对称的，也不是传递的 

心等价关系 e ) 不是自反的，也不是传递的 

5 - a ) 因为 / U > = /( J , ( X ， ^) eR . 所以 R 是 Q 反的， U , W & i ? 当且仅当 /〔 r > = /(_ y )， 当且仅当 /(}) = 

/(文）_当 U 仅当 jc )^ R a 因此 A 是对称的，如果（ X ， y)^R RC^t z )^ R f 那么 / U ) = /( j ) 且 

因此 / U )=/( zh 于是 （h z )^ R f 这就证明 R 是传递的， 
b ) 对于/的值域中的6得到的集合/_ ] (Ah 

7* 设 I 是长度至少为3的串，由于1与自己在前3位相同 ， U , 因此 J ? 是自反的。假设 U ，>)6 

R ， 那么 x 与夕在前3位 相同. 因此: y 与工也在前3位相同 * 于是 O ， 工) 如果 （ jt . W 和 （> d 在 
只中，那么; r 和> 在前3位相同， y 和 z 也在前3位相同 ♦ 因此 I 和 z 在前3位 相同， 从而（工， 06 i? a 
于是1?是传递的 . 

9,命题 p 等价亍<?意味着 p 和 g 在它们的真值表中有相同的项。 K 是自反的，因为 f 与 A 的真值表相同， 
兑是对称的，因为 p 与9有相同的真值表，那么 g 与/>也有相同的真值表。如果 P 与 g 在它们的真值表 
中有相同的项并且9与 r 在它们的真值表中有相同的项，那么 f 与 r 在它们的真值表中也有相同的项_ 

因此 i ? 是传递的， 

1 L 3 )由练习5得出 • 其中从 ( R 到 R 的 ） 可微分函数集合到 （ R 到 R 旳）函数集合的函数/是微分 运箅。 

b) 对某个常数 （：形 为 gU > = P+C 的所有函数的集合 s 

13+ a ) 由练习5得出。其中/是从所有 URL 的集合到所有 Web 页集合的函数，/对每个 URL 的賦值是关 

于这个 URL 的 Web 页， 

15,. 不是 

17. 不是 
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19. R 是自反的，因为二进制串&和它 S 己有相同数量的 U i ? 是对称的，因为3和£有相同数 量的〗椎出/ 
和 s 也有相问数量的 U i ? 足传递的，因为如果 s 与 t 有相同数量的 h £与《有相同 数置的 1，那么 s 与 
«也有相同数贵的 h 
21- d 相同年龄的人的集合 
W 具有相同父母的人的集合 
23,所有恰好具有2个1的二进制串的集合 
25, a){i U 是3位二进制串 } 

b){d h 是3位二进制串 } 


c)Ull I r 是3位二进制串 } 
cDblOlO | j 是3位二进制串 } 


27. {&n + h 1 n€ZU 

k € 

{0, 

i , 2 

• 3, 

4, 

5} 














29. a ) 不是 

b ) 是 

( 

:)是 


d ) 不是 














31. ( a ) * ( e )- 

(e) 




















33_ ( b ), < d ) + 

( e ) 




















35. a ){(0, 0), (1, 

1), 

(It 

2), 

(2, 

n 

,(2, 

2)t 

(3, 

3)， 

(3, 

4), 

(3t 

5), 

U , 

3)， 

(4, 

4), 

(4, 

5)t 

(5- 3 ) t 

(5 * 

4)* 

(5, 

5 )J 

















b ){(0, 0) 

,(0, 

1), 

(U 

0)， 

( I ， 

i ) 

“2, 

2)， 

( Z , 

3) ， 

(3- 

2)， 

(3, 

3), 

U, 

4), 

(4 t 

5), 

(5, 

4>, 

(5, 5>} 





















c > U 0, 0) 

* CO , 

1)， 

(0, 

2)， 

( i . 

0) 

，⑴ 

"， 

(1， 

2 ) t 

(2 t 

0)， 

(2 t 

1), 

(2 - 

2}, 

C 3, 

3). 

(3, 

4)， 

(3, 5), 

<4, 

3 > t 

(4i 

4 ) t 

(4* 

S ), 

(5, 

3), 

(5, 

4)， 

(5, 

5)} 









d >{(0， 0) 

, (It 

1)， 

(2, 

2)， 

(3, 

3) 

.(4, 

4), 

(5, 

5)} 












37. [0J^[0J 3 , [l 〕 fi £[11” [2]d [3] e c[ 0 ] 5l [4] f S[l]” [5] S C[2], 

39_ 设 d 是在第个划分中的集合，取 A 中一个特定元素所有16位长且与 I 在后 S 位相同的二进制串 
的集合是在第二个划分中的一个集合。显然， A 中的每个串都在这个集合里 u 

4 TL {(.if r a } t t ( a f c ') f (& f a ) ^ (&t b ) ^ (ij ( c ^ a ) ， 60 f Ct * c ) ， id t tO ， (.d ^ e ) ( e * 

d)r U , 

43, a>Z b ) 如十 + nt ZJ 

45, a ) R 是自反的，因为任何涂色方案通过旋转 3 fi 0 度可以从自身得到由于每个旋转是两个翻转的合成 T 
相反，两个翻转的合成也是一个旋转，由这个事实可以说明只是对称和传递的。 ( C |t 肩于 J ? 当 
旦仅当可以通过翻转的合成由 C 3 得到《如果 （ G , C s ) 属于 i ?, 那么由于翻转合成的逆也是翻转 
的合成（按照相反的次序）， （ C 2 , G ) 也属于于是 R 是对称的。假设 （ C ^ C :) 和 （ C ” C a ) 都属于 
K , 取每种情况下翻转的合成得到的仍是翻转的合成，故<0, C a ) 属于 I ?， R 是传 递的， 
b ) 我们用长度为4的序列表承涂色， r 和 & 分别代表红 和蓝。 我们按照左上方格、右上方格、左下方 
格、右下方格的次序列出表示顏色的字母，等价类是： { rrrr \ , \ b 嚇、 • { rrrb , rrhr ^ rbrr ^ brrr ] ^ 

\bbhr、hhrbi hrbb f rbhb) T {rbbr ， hrrb\ , {rrhh' brbr ， bbrr ， rbrh] 

47* 5 

49 .是 

51』 

53 .首先构成 i ? 的自反闭包 T 然后构成这个自反闭包的对称闭包，最后构成自反闭包的对称闭包的传递 
闭包 t 

55, p<0) = lt = p(2)=^2, p 〔 3) 為 5 ， ^(4) = 15, / ><5) = 52, 於 {6) 备 203 ， ^<7)^ 877, p(3) ^ 

4U0 f p(9)^21 147, )X10) = 115 975 
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7, 6节 


La ) 是 b ) 不是 O 是 d ) 不是 

3. 不是 
5.是 

7, aH((U 0 )， <1* 0 )，（ 1 ， I ), <2, 0), (2 ， 1>， （3, 2)} 

b ) CZ t O c )( P ( Z ), d )( Z + , H 是倍数”) 

9, a ) 例如{0}和丨1> b ) 例如4和 S 

11- a )( l , 1, 2 )<(U 2 t 1) b )(0, 1, 2， 3)<(0, 1, 3, 2> 

cKO, 1, 1, 1 ， 0)<(1, 0, K 0 ， I) 


13+ 0<0001<001<01<010<0101<OU<11 
15. 15 

11 


10 



20 

oi 



d) f M 


0 32 

016 



b) 2 3 5 7 11 13 



19> A), (a, c) f (a, d) ^ C6 t c) ^ (&, d) ^ (a* a) t (bi b) ^ (c f c) ^ {d^ d) 

2h (a* a) * (a t g) ，（ a ， d} ^ {a f e) * {a f f} f (b f b) * (b^ g) ，（ & ， d) ， （ b ， e) ， （ b ，/) ^ Cti t) T 

■ 

<r t Cc, (f, /), ig w d), tg, e), (g t /), ^) t （6 (/，/) 

23, (_0, ( a }), (0 t Ui )，(0+ ic})t (Uh Ut 办}), (Uh U t ({&}, { a , b }}，({ h } $ 

{&, ci), {{c)w 〆}), f ^ f f}) ， h), (at c}) s ({at c} t (a ^ & f c}、 t ({b f c \ t 

{cit b * c }) 

25, 设 （ S , 是有穷偏序集。我们将证明这个偏序集是它的覆盖关系的自反传递闭包.假设 U , 6) 癘于覆 

盖关系的自反传递闭包 5 那么或因此或者存在一个序列 A , …，〜使得 
a 2 <- < a w < b , 在这种情况下由< 的传递性也有反之，假设 a < h 如果那么 U ， W 属于 
覆盖关系的自反传递闭包 D 如果 a <6 并旦不存在 s 使得那么 U * 幻属于覆盖关系并且因此 
厲于它的自反传递闭包 . 否则，设 a ,< 〜气… 是这种形式的最长的序列（由于偏序集是有穷的 

所以存在这样的序列 ） t 那么中间不会有其他元素插人，因此每个对（〜 U " 心） + U .， fc ) 
属于覆盖关系，从而 6) 也厲于它的自反传递闭包. 
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27, a ) 24，45 b >3* S 

e ) l 5 T 45 015 

29. a )( l , 2 } t {U 3 t 4 h {2, 3, 4} 

c ) 不存在 d ) 不存在 


e > 不存在 d ) 不存在 

g )15, 5, 3 h )15 

b ) U} f {2 h ⑷ 

e ){2, 化 {2 t 3, 4} D {2, 4} 


g ){3， 4}， ⑷ h >{3, 4 J 

31, 因为 U . 6〕， < 是自反的，如果 U " a 2 )< ( b , , 6 ? ) 并且 （ m , h 2 )#(*,, 各），那么或者 

或者 A =6 并且在两种情况下都不小于等于(山， a ， 丄 因此 < 是反对称的， 
假设 〈 a 』 ， a 2 ) < (Ai , *2 ) < < t c 2 ) a 那么如果屮 6_ 或 6] 心"我们有 a _ ， 所以 （A ， a 2 X 
(ci , 但是如果 £ii =仏，那么 〜<& 2 ，这也推出 ( h ， a^)-<Cci * c 山 于是 < 是传递 的* 

33, 因为 U T ^)<(^ r) t < 是自反的。如果 U , 0<( u f 仍并且 < H , v^<(,u 0. 那么 且 

从而 因此 < 是反对称的 & 假设 (）， l ) < CiIt X ) f 那么 V f K < W t 

x ， 从而有和纟< 1 ，因此 （h rX ( it r T jc ) a 于是 < 是传递的。 

35. a ) 假设 a 是极大元素并且 j 是最大元索 t 那么 _ r <：^ 因为: r 不小于 从而由练习 32 a ) j 是唯 

一的。 因此1也是 唯一的 41 


b ) 假设 I 是极小元素并且 j / 是最小元素，那么由子 I 不大于从而 1 由练习 32 b ) jr 是唯 


—的。闵此 I 也是唯一的 


37, a }* b ) 不是 c ) 是 

39. 使用数学归纳法„设八 71) 是 ** 格的每个^元子集有最小上界和最大下界' 

基础步驊： P ( l ) 为真，因为的最小上界和最大下界都是 

归纳步骤；假设 PU ) 为真，令 S 是^ +】元素集合。设并且 f = S - Uh 因为夂有 n 个元素， 
由归纳假设有最小上界 j 和最大下界心由于这是一个格，存在元岽==〖此(1, W 和 6 = glbU , fl > fl 如 
果我们可以证明2是 S 的最小上界和6是 S 的最大下界，那么命题得证，为证明$是 S 的最小上界， 
首先注意到如果那么认 _= i 或如 6 S \ 如果切 = x , 因为 e 是 z 和> 的殷小上界，那么有 
如果 W 云由于 j 是 S ' 的 M 小上界. 故 w < y * 且由 F t 有因而为证明 

之是 S 的最小卜界，假设 a 是 S 的一个上界，那么元索《 _定是工和 j 的一个上界 t 但是由于 r=lub 
C^t 从而有类似的论述可以证明&是 S 的最大下界。 

4 L a ) 不允许 b ) 允许 

e ) (私有的，丨猎豹，美洲_〖），（受限制的， { 猎豹，美洲狮丨 ; u (注册的， { 猎豹*美洲 fn> t (私存的， 
{ 猎豹，美洲獅，黑斑羚})，（受限制的，（猎豹，美洲_，黑斑羚丨），（注册的，彳 猎豹,美洲獅 ，黑 
斑羚 }) 

d ) ■(非私有的，彳黑斑羚，美洲 _}), (私有的，{黑斑羚，美洲狮 }), (受限制的，{黑斑羚，美洲獅 D , 
(非私有的，彳黑斑羚 }), (私有的， <锒斑羚 }), (受限制的， { 黑斑羚 n , <非私有的* (美洲狮}>_ 
(私有的， { 美洲 _}), (受限制的， { 美洲狮})，（非私有的， 0), (私有的，0)，（受限制的， 0) 

设 n 是集合 s 的所有划分的集合，如果划分 A 是朽的加细，即如果 Pi 中的每个集合都是朽中某个 
集合的子集 ， m Pi < P Sa 首先我们证明 （ n * <) 是偏序集 b 由于对每个划分 p 有 夂是自 反的， 
现在假设并且 Pt < Fi * 令 re 巧，因为 h <尸?*存在集合 t "^ p 2 使得 r ^ r ； 又因为 
p 2 < p ^ 存在集合 rep : 使得 rer % 从而 m ： r fl 但是因为 p t 是划分*由 r =： r 和了推 
出了，于是 Te P ^ 反之，通过交換 fV 与 h 闻样得出1^的每个子集也在尸1中 & 因此 J \ = P 2 
并且<是反对 称的。 下面假设 并且& 设丁 ep ” 那么存在集合:巧使得丁由 
于 &< p 3 , 存在集合 f 6 p 3 使得 i "£ r ， 从而有 s 此即<是传递的《划分 a 和 
P s 的最大下界是划分 P t P 的子集都是形如乃0丁 2 的非空集合，其中乃6朽且丁 £ 6尸^关于这个 
结论的理由不再赘述。划分尸 3 与 P 2 的最小上界是对应于下述等价关系的划分 B 关系到 

如果对某个非负整数 n 存在序列 ： T = A , 力，心，…， I ,= J , 使得对从1到 H 的每个!，4-自和: T , 在 
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P | 或者在 &的同 一个元 索中， 我们不再详细证明这是一个等价关系，也不再证明它就是两个划分的 
最小上界。 

45. 由练习39,对整个有穷格存在最小上界和最大下界.根据定义，这些元素分别是®大元素和最小元索， 
47. 的子集的最小元索是具有最小的横坐标的对.并且如果存在多个这祥的对，它就是这些对中具 

有最小的纵坐标的对， 

49. 如果 x 是这个偏序集元素的一个递减序列中的整数，那么在这个序列中至多 f I 丨个元素可能跟随着 
X 、 即绝对值为 I I 丨_1 ， S x ! -2, K 0的整数。因此不吋能存在无穷递减序列 a 这不是一个 
全序集，例如5和_3是不可比的。 

51. 为找出两个有理数中哪一个更大，把它们写成具有相同 E 分母的分数并 且比较 它们的分子，为证明这 
个集合是稠密的 * 假设 z <> 是两个有理数，那么它们的平均值，即 （: r + ； y )/2 是一个在它们之间的有 
理数 B 

53. 设 < S , <>是偏序集，只需证明 S 的毎个非空子集包含一个最小元素，当且仅当在 S 中不存在元素的 
无限递减序列… . ^，…（即对所有的 I ，一个元素的无限递减序列显然没有最小元素， 
反之，设 A 是 S 的一个没有最小元素的非空子集 。 由于 A 非空， 选择心 因为〜不是 A 的 &小元 
素，选择且因为 h 不是 A 的最小元索 • 选择且按这种方法继续做下 
去，产生一个 S 中的无限递减序列。 

55, < t < / 

57, C<A<B<D<E<F<G 

59-确定用户涪求<写出功能薷求<设置测试点<开发系统需求<写文档<开发模块八<开发模块£<开 
发模块 C < 模块集成<^测试测试<完成 

补充练习 

L W 反自反的（这里不包含空串）.对称的 

b ) 反自反的，对称的 

c ) 反自反的，反对称的，传递的 

3. 因为 a + 6 =d + &， (( a , h ), ( a , 6)) eR , 因此 R 是自反的。如果 （ U，W ， （ t 、) (£ i ? 那么 a + 二 A + 
c * 因此 c + + L 从而 （ U ， d ), ( a ， 干是 i ? 是对称的，假设 （ U ， ⑴）和 （（o d )， 

/)) 厲干 R , 那么 u + _ g _ *: + /=£/ + % 把这两个等式相加，然后从两边减去得到 u + 

f = b + e 9 从而（（心 6), (6 /)) 属于 A 于是 K 是传 递的。 

5. 假设 U , b )€ R . 因为（办， b ) eR ， 从而有 （ a * 

7-是，是 
9-是•，是 

11. 在投影中具有相同关键字的两个记录在原来的关系中有相同的关键字。 

13. ( Alii ? 广 1 = A " 1 UR -1 = iUH _1 

15. ^ R ={ U . b ), ( a , c )}, 尺的对称闭包的传递闭包是 { U ， “） • （心 M . ( a ， l )，（ A , a )，（6， A )，（/ j ， 
r)，aK < r , 6), ( V ， 「）}, 它与 i ? 的传递闭包的对称闭包是不同的 ， 后者是 Ua , 6)、 （ a , c )， 

(b* a) f ic^ a)} ^ 

b ) 假设 （ a , « 属于 i ? 的传递闭包的对称闭包。必须证明 U , 幻瘸于 K 的对称闭包的传递闭包 # 我们知 
道 （ a , W 和 （h a ) 中至少有一个属于 K 的传递闭包，因此在 K 中存在一条从 a 到&的或从&到 u 的路 
径(■或者两条都有） s 在前面的情况下，在 i ? 的对称闭包中存在 一条从 a 到6的路椏。在后面的情况 
下，我们可以通过把从&到 a 路径中的所有的边改变方向向回走，在的对 称闭包 中构造一条从 a 
到6的路径。丙此 （ a , 6) 鷹于 R 的对称闭包的传递闭包。 

17 * 由于 S 的关于性质尸的闭包是包含/?的具有性质 P 的关系。因此 S 的关于性质 P 的闭包包含 
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了 i ? 关于性质 P 的闭包。 

19. 使用沃舍尔 〔 Warshdl ) 算法的基本思想，不同的只是令等干使用下标不超过 t 的内部顶点从+ 到七 
的最长路径的长度 。 并且如果没有这种路径令一/ 等于一 L 为了从叫- , 的元素找到对于每个 
(it p 对确定是否存在不使用序标大干々的顶 点从％ 到％的路径 和从％ 到％的路径。如果 14 4_11 或 
是- 那么这对路径不存在，因此苴如果这对路径存在，那么存在两种可能。如 

果那么存在任意长的从切到％的路径 • 因此置如果 t 4 4_1 =0 , 置< = 

+ 11 M 初始取 W , = Md , 

2 L 25 

23. 因为禹 flB」 是糸和 B, 的子集，这些子集的集合是每个给定划分的加细。我们必须证明这是一个划 
分。根据 构造. 每个这样的集合是非空的。下而说明这些集合的井就是&假设 ses * 因为^和朽 
是 S 的划分 * 存在集合島和 A 使榑且从而 ieAflBp 因此这些集合的并就是 S D 为 
说明它们是两网不相交的，只要注意到除非 i = 广 j = /，（a n^) n<A nB/X4 ha ) n 
{Aj ft A/ >= 0 S 

25. 子集关系是任何 m 合族上的偏序 • 因为它是自反的，反对称的，传递的，这里的集合族是 
27,找菜谱<买海鲜 <买杂货<洗海贝 <切萎蒜<洗鱼 <蒸饭<切鱼 <洗蔬菜 <切水栗子<配菜 < 烹调弋 
摆放餐具<上莱 

29. a) 具有多个元索的唯一的反链是彳 >, dh 

b) 具有多个允素的反链只有{心 d, k, d 和 W，d, 

c } 具有多个元素的反链只有 {«， W ，（ a，ch {6, di U ， 6, ch W ， W ，/}， >， W，h /L 
31 .设 （ S ， O 是有穷偏序集， JlA 是一条极大链因为 （ A ， O 也是一个況 仔集， 它一定有极小兀素？^ 
假设 m 不是 S 中的极小元素.那么存在 S 中的元素 a 使得但是，这就使得集合丨变成比 
A 更大的链，为此我们需要证明^与 .4 中每一个元素都可比。丙为 m 与；4中每个元素都 Pf 比，并旦 m 
是极小元素，当^7英于 A 且时有由于明且由传递性对于 A 中的每个元素工 
有 q < j \ 

33.令表承 d 是6的后代 。 由练习32,如果不存在 n +1 个人的集合使得其中毎个人都不是其他人的后 
代（一条反链），那么因此这个集合可以被划分成〃条链 s 裉据鸽巣原理.这些链中至少有一 
条链包含至少1个人 《 

35. 我们通过 反证法 证明，如果 S 没有无限递减序列， tiV ^ i(V y ( y <^ P ( y »)^ P (^). 那么对 
所有的为處。如果 PU) 为真不是对所有的 S 成立，设^是一个使得 P( jcO 不为真的 S 的元 
素 & 那么根据已知的提示，一定是尸（》>)不为真，这意味稗存在某个使得 
不为真6再次使用这个提示，我们得到使得尸(^>不为真，并見可以永远这样做下去。 
这与偏序集的良基性相矛盾 。 因此 PU ) 对所有的为真 . 

37. 假设沢 是近似序，因为 K 是 A 反的，如果 c 3€：A ， 那么有 U， a )€ K . 从而有（心幻6尺、因此 
RClR ~ ] , 于是 RfliT 1 是自反的。对任何关系^ RfliT 8 是对称的，因为对任何关系 i?， 如果 U* 
那么有 （& a )€ R ~ ] ; 反之也对*为证明 RfliT 1 足传递的，假设 （a, WGKniT] 并肢（心 
Rf]R 5 H 闽为 R 是传递的*由 （a t 和（各，推出（没_ ^)6 类似地，由 b )^ R 、和 <6, 

c) ^R~' , 就有 （h u)£i ? 和 <c ， b)^R, 因此 （“ a)^R , 从而 U ， c)^R 1 , 干是（口， r) 6 . 

从而证明了 R (1 只一 1 是等价关系 B 

39. a ) ㈥ 为 ^) = glb(.vn 文）和 lub ( jc ，^)^ tub (^, 从而有 jc A > = y A x 和 i V y = V 

h ) 使用定义，是 3 -与 e 的下界，且大子每一个其他的下界。因为』、 J 和=是可互换的， 
(iVAd 是间一 元素。类似地， { jT \! y)N z 凫 X 、 y 与 z 的上界并旦小于每一个其他的上界. H 为 
jy 和 r 是可互换的 * V (: y V 也是同一元素 。 
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C ) 为证明： = 只需证明 z 是 x 与 iVy 的最大下界注意到 I 是 z 的下界，根据定义工 
大于 I , 7也是它的下界 ， 所以 r 是 I 与的下界。但是 Jt 的任何下界必须小于或等于 因此文 
是最大的下界。第二个公式是第一个公式的对偶式_证明省略。 
d ) i 是自己与自己的下界.也是自己与自己的上界，并且也是其中的最大下界，最小上界。 

41. a ) 因为1是大于或等于1的唯一元素，因此它也是1的唯一上界，因而也是； r 和1最小上界的唯一可能 
的值。 

b ) 因为 I 是1和1的下界并且没有其他的下界可能大于 I ,因此 = 

c ) 因为 I 是 I 和0的上界并且没有其他的上界可能小于因此 = A 

d ) 因为 G 是小于或等于0的唯一 元素， 因此它也是0的唯一下羿，因而也是: r 和0最大下界的唯一可能 
的值 * 

43- L - CS , £), 其中 S ={0, {1 } T U }, U ， 2}，{2, 3}, {1, 2， 3}} 

45 ■是 

47. 子集 XGS 的补是它的补集 S _ X , 为证明这一点 • 因为 XU(S — X ) = S 和 XfUS — X )二0,因此 X 
vd ) = l 且 XA ( S - X ) = O a 

第&章 

8 」节 





底特律 


纽瓦克 



波士顿 


华盛顿 


迈阿密 



3-简单图 5. 伪阁 7 -有向图 9. 有向多重阐 

11. a ) 心 a 2 b ) A \ a 2 


<0 





A 


-4 



A 


>1 



A 


々 4 


A 


^5 ^4 


13. 隐士鸫 旅鸫多毛啄木鸟 



鸭鸟 
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1 S , 梅森 笛卡儿 



马# 里可 


t 德巴赫 



n 晶 繼窠队红衣通 


2 L 找出在2月份的电话呼叫阁中有但在1月份的电话呼叫阌中却没有的电话号码，也找出在1月份有但 
在2月份却没有的号码，对于毎个找出的号码.利用呼叫阁中的边，列出每个号码的呼叫号码表或被 
叫号码表， 检査这 些表，以找出在与1月份停机的号码具有类似呼叫模式的2月份的新号码。 

23. 利用 这样的阁模型 * 就是用电子邮件地址作为顶点.从发送地址到接收地址连一条边*对于每个电子 
邮件地址，可以建立其发送地址和接收地址表 s 如果两个电子邮件地址具有几乎相同的模式，鱿可以 
得出结论 s 这些地址可能属于同一个人，而该人最近改变了他或她的电子邮件地址。 

25. 令顶点集合为人的集合，如果两个人结过婚，则把两个顶点用边连 起来。 忽略掉同性婚姻，这个图就 
具有这样的性质，即有两种类型的顶点（男人和女人），毎条边都连接相反类型的顶点。 

27， 



S_ Sy S7 
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29■用顶点表示组里的人们 a 对每对顶点来说，都在图里放置一条有向边。对从表乐 A 的顶点到表示 B 的 
顶点的边来说*若 A 备欢_用+ (加）标记，若 A 不喜欢 B , 则用一（减）标记，若 A 对 B 持中立态 
度/则用0标记 

8 . 2 节 


L v=d* r e=S ； dvgia) — Z, deg{&) — 4 ^ degtr) ― 1 ♦ deg(d)=^0，degf e) = 2 t deg(/) = 3| c 是息挂点 ！ d 

是孤立点。 

3. v— 9j e= 12; d,eg(a)= 5 3# deg(6) — 2^ deg(^— 4 f deg(W) — Oi deg(e) —6, deg(/) = 0 1 ： deg(g-) = 4j 

ri ^ g ( A )- Z ； deg ( i )-3 j 和 / 都是孤立点， 

5, 否，因为顶点的度之和不可能是奇数 . 

7, v=4i ^=7s deg (^>-3t deg— (6) = 1 ， deg' (t：) = 2t degW) = l, deg + (a) = l t deg" (&) = Z f deg + (c) = l t 
deg T (i/) s 3 0 

9* 5 个顶点 -13 条边 )： deg (a) = 6 ^ <a) = 1 T deg 一 (A) = 1 ， deg" (63 = 5* deg _ (c)=2 ， deg"" (r) =5, 

deg (ci)=4 ， deg 1 (d) = 2 7 deg (e*) — 0 P deg^ (^) =0 o 



13 a 具有的合作者 人数； 从来没有合作过的某个人；只有一个合作者的某个人 • 

15,在有向图中 = u 收到的呼叫次数， deg + < v > = v 发出的呼叫 次数； 在无向围中 deg(W = S I ；发 

出或收到的呼叫次数， 

17. ( deg J ( v ) , deg _ ( v )) 是 t / 的胜负记录 。 

19. mm 2 L 非偶围 23,非偶阁 

25* a ) n 个顶点，— 1)/2 条边个顶点，》条边 

c ) h +1 个顶点， 2 ti 条边 d)m + n 个顶点， mn 条边 
e )2™ 个顶点， n 2^ 1 条边 
27, 7 

29. a ) 是 t b ) 否，度之和是奇数 * c ) 否 d > 否，度之和是卸数 B 

f ) 否，度之和是竒数 a 



31，17 


* 



33. 
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!!!■■■ 

mmmm 

HBBHiM 

■■■ 

■■ 

■■ 


35. a ) 对所有 jj >1 
37* 5 39, a 


W 对所有 


c > 对 n =3 


d ) 对所有 n^O 



4 L a ) 带 ri 个顶点而且没有边的 b ) K ^ 和 K n 的不相交并图， 

c ) 带有顶点 N , T …，而且在％与4之间有边（除非_』士 l ( m O d ?0) 的囝。 

d ) 用长度为 n 的位串表示其顶点，若两个顶点所对应的位串相差超过一位 t 则在这两个顶点之间有 
条边的图1 

43 . viv-D/2-e 


45. G 和 G 的并阁包含〃个顶点中每对顶点之间的 一条边 1因此这个井图是 K n 
47.练 W 7 S h O 练习8: a 练习 h 


9 
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49,有向罔 G =( V , £：) 是它自身的逆图当且仅当它满足条件：（ II , 当且杈当 （w u ) et 但这恰好 

是这样的条件；所对应的关系必定是对称的 * " 

P (0, 2) 


PiU2) 


P(2, 2) 

53. 可以这样连接 i ) 与 Pik , 用 :个 hop 连接 P(ir P 与用 1 广 / I 个 hop 连接 
P 、 k ， 』) 与 P ( k , D . 因此连接 F ( i ， 乃与 Pik , 0 所需要的 hop 总数不超过 I i-k \ + | j-l I B 这个 
值小于或等于 m = 2 m T 它是 0( m ) s 

8. 3 节 


51. F(0,0) 汽 0,1) 


-1 

[P(L0) 

f -- - 

Pihl) 

L d 

fc i 

pao) 

k■ - i 

F 1 

W_l) 

% -- i 


顶点 

相邻顶点 

a 


b 

a t d 

r 

£2 m d 

d 

ai b* c 


顶点 

相邻顶点 

a 

6* ft d 

h 

d 

a h 

€ 

d 

d + o 

b, t, d 


_ 0 

L 



I 1 

0 o 
0 0 

1 1 


ri 

1 , 其中顶点都以字母表顺序排列 
1 

0_ 





11. 


d 


b 





2 11 
1 2 1 
1 0 
0 1 
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L 0 0 …1 0 …1 j 

35* 同构 37. 同构 39,闻构 41. 非同构 43. 同构 

45+ G 通过恒等函数与自身同构，所以同构是自反的 a 假设 G 同构于 H , 则存在从 G 到 H 的一一 对应广 
/保持相邻性与非相邻性.所以是从 H 到 G 的一一对应，厂 1 保持相邻性与非相邻性.因此同构是 
对称的 * 若 G 同构于 H 并且 H 同构于 K , 则存在从 G 到 H 和从 H 到 K 的 一一 对应/和5* /和昇保 
持相邻性与非相邻性。所以 g 。 f 是从 G 到 K 的一一对应/, g 。 f 保持相邻性与非相邻性。因此同构是 

传递的 d 
47,全是0 

49. 这样标记顶点，使得顶点集划分中第一个集合的所有顶点都排在前面。由于没有边连接同一划分集内 
的顶点，所有矩阵具有所需形式。 

51, Q 53，只有 n = 5 55* 4个 

57. a ) 同构 b ) 非同抅 c ) 非同构 

59, G = (Vi , ED 同构于 H =( V Z . E z ), 当 fi 仅当存在从 K 到％的函数 / 和从 E , 到 E s 的函数。使得/ 
和足都是 一一 对应，并且对于 E , 中的每条边 g 的端点是 /( v ) 和 /( w ) t 其中 d 和见是 e 的端点， 

61. 同构 63. 间构 

65•若/是从有向图 G 到有向阁 ff 的同构，则/也是从 G 到 H ‘的同构*为了看出这一点*注意 (《, W 是 
C ? 的边，当11仅当（《， W 是 G 的边，当且仅当 （/(«), /( W ) 是 H 的边，当且仅当 （/ U ), /(^))是汗 
的边。 


19, 
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0 111 
10 0 0 
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10 0 2 


0 
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0 2 10 
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27，练习13 
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练习 14: 
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0 
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13； 

■ I 
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1 
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1 

1」 


0 
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1- 


「1 
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1 

1 

0 

0 0 0 0 01 










练习15 


I 0 1 


0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 

0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 

.0 0 0 1 0 0 1 

29 * deg ( u ) — 在 u 处的环数* deg - iv ) 

31. 若 e 不是环则是2,若 e 是环则是 U 

… 1 0 … 0 


33. a ) 
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0 

0 


0 

1 


0 

0 


B B - 4 




A « 


0 
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0 
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i 
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* 
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•■丨 4 


嚙■■賢 
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m 
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1 
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b > 


o 


0 


0 
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0 
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11 
0 
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0 
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琴 

m 

sp 


0 


ro o 


c ) 


0 


1 

0 


B 


0 


0 

0 


f 


其中 B 是 < b ) 的答案 


d) 


0 


* 

普 
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1 
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1 
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0 
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0 0 
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1 o ，： 
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67. 乘积矩阵是 [ a v ]， 其中当时，\是从 h 到％的边数，〜是与 a 关联的边数 a 
69,练习4〗中的阐就是鹿鬼对 & 

8. 4节 

1. a ) 長度为4的通路〖非 M 路 I 非简单通路 b ) 非通路 

c ) 非通路 d ) 长度为5的简单回路 

3,非连逋 5. 非连通 

7 . 具有下列性质的人的极大集；对于其中任怠二人，可以找到从一个人通向另一个人的熟人关系串 d 
9-如果一个人的爱尔特希 数为心 则在合作关系图中存在从该人到爱尔恃希的长为 〃的 路径，根据定义， 
这意味宥该人与爱尔特希在 间一个 分支中 • 如果一 个人与爱尔特希在同一个分支中，则存在从该人到爱 
尔特希的路径， M 短的这种路径的长度就是该人的爱尔特希数。 

11- 电话号码的极大集，对于其中任恣两个不同的号码，可以找出一若之间的有向路径。 

13. 求下列每个图的强连通分支。 

a)- {a* / } t {c * d ^ ^ 办， J ， e ， A }， ^ ./ !■ ^ {g} c), \ a f b f / f A t 

15. a )2 t 07 c )20 d >61 17. a )3 b )0 c )27 d )0 

19. a)l b )0 c )£ d)l e )5 f )3 

21. 由定义 _ R 是自 反的， 假设 v )€ R ， 则存在从 u 到 i 的通路，于是 u ) e R ， 因为存在从 u 到口 
的通路，即从 u 到 u 的通路的倒转。所以只是对称的。假设 （ W . ^)6尺且（^， w )^ R 9 则存在从 u 到 r 
和从 a 到 u ， 的通路，把这两条通路合在一起就给出从《到 w 的通路.因此 U ， 所以 R 是传 
递的 & 

23, c 25- bt I 

27+ 如果一个顶点是悬挂点，显然它不是割点。所以割边的端点是割点就不是悬挂点。_除一条割边，产 
生比原图有更多连通分支的阄，如果割边的端点不是悬挂点，则在删除割边后，该端点所在的连通分 
支就不 H 含有这一个顶点 . 丙此， If 除该顶点及其关联的所有边*包括原来那条割边，就产生比原图 
有更多连通分支的择 U 因此，刘边的端点+是悬挂点就是刻点。 

29,假设连通阁 G 至多有1个顶点不是割点，定义顶点“和 u 之间的距离（记作 JU ， ^))是 G 中《与之间 
最短通路的长度。设 s 和^是 G 中使得0最大的顶点。 s 或 t 之一（或二者都）是割点.所以+失一 
般性 t 假设 s 晃割点 & 在从 G 删除 s 及其关联边所得到的阍中，设 w 属于不含 z 的那个连適分支 u 由于 
从沈到 f 的每条通路都含有 s , 所以 r ) f 这是矛盾 & 

31. a ) 丹佛-芝加舟，波士顿-纽约 

h ) 西雅图-波特兰，波特兰-旧金山，盐湖城-丹佛，纽约-波十顿，波士顿-伯灵顿，波士顿-班戈 
33. —组人合起来能（直接或间接）影响每个人； ( Deborah } 

35, 一条边不能连接不同连通分支内的两个顶点，由于在有 A 个顶点的连通分支内至多有， 2) 条边， 

k 

所以图中至多有 H C (〜 2) 条边 u 

j — I 

37. 假设 G 不连通，则有一个连通分支有4个顶点， G 的边数最多力 C(K 2) + C ( n ~ k , 2> = 
(Hife — l>+(n —— ^十（ 〆 一 rt )/ 夂这个&的二次函数在 k -= n /2 处最小，在或 

4= n—l 处最大 & 因此.若 G 不连通，则边数不超过这个函数在1和《_〗处的值，即 

39* a)l b )2 c )6 d )21 

41. 2 

43. 设通路 Fi 和込分別是 Pi 。， a ， w = y ] ，…， 1 = 〜由 r F 】 和込不含公共进* 
所以迟早会分开。如果在其中^通路结束后才分开，则另一条通路的剩余部分就是从 w 到“的 回路。 
否则.假设 I。 =yn * ASJVi ， …，乂，拒是 A . I 古 : Ml 4沿着通路： Vi ，^+3 * yt 十” …前进，直到 
再次遇到 P , L 的顶点为止，一 旦回到就沿着 Pi 向前或向后（视需要而定），直到回到 x 〃由于 
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9-不能， A 仍然是奇数度的 | 

11. 当顶点表示交叉路 U ， 边表示街道的图有欧拉通路时 & 

13,能一笔画 15. 不能一笔画 

17. 如果有欧拉通路，则沿着该通路前进时，除起点和终点外的每个顶点都有相同的人度和出度，闲为每 
当沿一条边进入一个顶点时，还要沿另一条边离开它。起点必定是出度比人度大 K 因为用一条边离开 
这个顶点，而每当再次访问它时， 要用条 边进人和一条边离开 e 同理，终点必定是人度比出度大 U 
由于不考虑方向的欧拉通路在无向底 m 中产生任意两个顶点之间的通路，所以该阁是弱连通的 。 反之， 
假设罔 满足题设条件 。 如果从出度小的顶点到入度小的顶点之问增加一条边.则该图每个顶点人度与 
出度相等， 由干该 图仍然是弱连通的，根据练习 is , 这个新 ra 有欧拉回路 。 现在删除后加的违，就得 
到欧拉通路。 

19* 均无 

2 L 无欧拉问路 i d T i g 丄6 ， a t % e ■办， f ， A ， 於 

23 - 均无 

25,与算法1的过程基本 相同. 要考虑遵循边的方向* 

27 + a ) ji =2 〖>)尤 无 d ) Jt = 1 , 

29,练习1: I 次 | 练习2〜7: 0次 

3 L a ^ c * d f ti 是哈密顿回路 

33. 不存在哈密顿回路，因为一巨这样的回路到达^就无路可走了。 

35. 不存在哈密顿 回路, 因为阁中每条边都与2度点关联 t 因此必须在该回路上。 

37 . a , b , c , J \ d , e 是哈密顿通路 

39 -a , r 是哈密顿通路 

4 L 不存在哈密顿通路 n 有八个2度点，其中只有两个是通路的端点，对另外六点中的每个点，两条关联 
边必定在通路上。不难 看出， 如果有哈密顿通路，则恰好有一个角落里的顶点是端点，但这是不可 
能的 $ 

43* a t h , /» ii dt e 是哈密顿通路。 

45* m = n ^2 


^- y ¥ ， 这样形成的问路必定是简单的_因为诸 A 之间的边没有重复，而且这些边也不同于所用到的 
诸 y 之间的边。 

45. 阁是连通的当且仪当 A + Y +/+“ + + f _ 1 的对角线外元素都是正的，其中 A 是 G 的邻接矩阵。 

47 - 如果阁是偶图*不昉设顶点分成 A 和 B 两部分，则每条通路上的顶点必定交替属于 A 和因此，从 
比方说 A 出发的通路在奇数歩后停在 fi , 在偶数步后停在 A 。 由于 回路总是停在出发的同一个顶点上* 
所以长度必为偶数 u 反之，假设所有冋路 K 度都是偶数，要证图是偶可以假设團是连通的 * 因为 
若不连通，则每次伎考虑 一个连 通分支 即可. 设 t 是圈的一个顶点,设 A 是有从 u 出发奇数长度通路 
的所有顶点的集合，设 S 是有从 v 出发偶数校度通路的所有顶点的集合*由于这个分支是连通的，所 
以每个顶点 都厲于 A 或 i ?。 没有顶点同时属于 A 和因为那样一来，从 u 到那个顶点的奇长度通路, 
加上从那个顶点到 d 的偶长度通路，就产生一个竒回路，与假设矛盾^因此，顶点集合划分成两部分 . 
为了证明每条边的端点都在不同部分中，假设 xy 是一条边*其中则从 1 到 2 的奇长度通路加 
上就产生从^到 j 的偶长度通路 • 所以(若 16B ， 也类似可证 J 

8. 5节 

L 均无 

3 . 无欧拉⑻路各 e ， c ， e * 办， a ， “ d 
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奇数练习题答案 


47* a ) 不能； 不能 i 无 b ) 不能 | 不能；有 能 t 能；有 <1)能1能；有 

49. 对于 n = l , 结果是平凡的，编码是0, U 假设存在 a 阶格雷码，设 A , c 2 , …* q 是这样的编码 ， Jt = 
2% 则 Oq ， Oq ， ."， 0 {: k t lc ! ， lc 2 t 是 71 + 1 阶格雷码 a 

5 L procedure F ^ r ^ CG - CV , £). 连通多重闬，所有顶点度为偶数，•_、 vj ) 

V 1 ^Vi 

circuit T =v 

hT 1 = G 
while ff 有边 
begin 

^ =若 H 中存在端点为 i 且不是 H 中割边的边，则是第一条这样的边（按照 V 的排序 ） s 否则就是 
H 中端点为 t 的第一条边 

的另一个端点 

circuit 1 = circuit 加人边 i ? 和顶点 w 

v t = w 

H ^ W _ e 

end { circuit 是欧拉回路 } 

53. 若 G 有欧拉回路，则该回路也是欧拉通路，若无欧拉回路，则在两个奇数度顶点之 间加一 条边，应用 
算法求出欧拉回路.然后删除新加的边 。 

55. 假设 G ==( V , E ) 是满足的偶图 * 其中没有边是连接 V \ 里的顶点与％里的顶点的 6 假设 G 
有哈密顿回路。这样的回路必然是形如 a ,， %, 6 ; ，其中对 i = l * 2 ，… ，是 
来说，有 Aev , 和因为哈密顿冋路访问每个顶点恰好一次,除了回路开始和结束的〜 之外， 
所以囹中的顶点数等于21它是偶数 # 因此，带奇数个顶点的偶图不可能有哈密顿回路 . 



9 10 U 12 


马的巡回路线可以通过 T 列移动来构成 s 3, 10，1，7，9，2 ， H 5, 3 t 12_ 6 t 4 。 
SL 把 4 X 4 棋盘的格子表示如下 s 


从角上的四个格子里只有两种移动。若包含110, 1-7， 16-10 和1^7的所有边*则过早地完成了回路， 
所以必须去掉这些边中的至少一^条。不失一般性，假设通路开始于1，10, 10-16 和16-7,现在从格子3仅 
有的移动是到格子 5* 10和12，而格子10已经有了两条关联的边^因此 3-5 和 3- i 2 必须是在哈密顿回路 
里 & 冏理,边 S -2 和 S -15 必须是在回路里4现在从格子9仅有的移动是到格子 2 t 7和 15 C 假如有从格子 
9到格子2和15的边，则过早地完成了回路。因此边9,7必须是在回路里，让格子7关联的边达到饱和 . 
但是现在格子 H 被迫连接到格子5和12,过皁地完成了回路 （5- U ， l 2-3-5> ft 这个矛盾证明在4 X 4 棋盘上 
没有马的巡回路线。 





奇数练习题答案 
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63. 因为在 mXn 棋盘上有个格子 T 所以若 m 和 n 都是奇数，则有奇数个格子，因为根据练习对应 

的图是偶图，所以根据练习55,它没有哈密顿回路，因此没有可重入的马的巡固路线 & 

65. a ) 如果 G 没有哈密顿0 路，则 不断地尽羅把 G 没有的边逐条加人条件是产生的图不含哈密顿回路 
不可能 直 这样做下去 ， 因为 _ ■旦把 G 没有的所有边都加人了，就形成了完全图，就有了哈密顿回 
路 . 到这个过程停止时*就得到了具有所箝要性质的图 H (# 定是非完全的）， 

b ) 再给 H 加人一 条边. 这样就产生了经过所加人的边的哈密顿回路，从这个回路上去掉加人的边所形 
成的通賂，就是 H 中的哈密顿通路. 

c ) 显然^ 与％在 H 中不相邻， a 为 H 没有哈密顿回路，因此 q 与％在 G 中不相邻》但是假设了在 
G 中不相邻顶点的度之和至少为^这个不等式可以改写成 ^一 degChXdegC %)。 但 n — deg ( iO 正 
是不与％相邻的顶点数， 

d ) 由于在哈密顿通路上％没有后续顶点，所以'不属于5. 与 v , 相邻的 ( kg (叫） 个顶点中每个顶点都 
引出一个 S 元素，所以 S 包含 deg ( u _> 个顶点 。 

e > 根据 （ c ) 部分，至多有心 @ (4)一1个与％不同且不与^相邻的顶点，根据 （ d ) 部分， S 中有 d e g (%> 
个顶点，这些顶点都不是％,因此至少有一个 S 中的顶点与 V ,相邻 6 根据定义， 如果％ 是这个顶 
点，则 H 包含边和 T 4 +3 ，其中1 1 e 

D 现在… * V ，-” V ” v k + 1 * q 是 H 中的哈密顿回路，与 H 的构造矛盾 a El 

此 G 原来没有哈密顿回路的假设是错误的，反证法完成了 a 


8-6 节 


L a ) 顶点是车站，边连接相邻车站，权是相邻车站之间旅行所需要的时间. 

b) 与 U) 基本相同，不同之处在于，权是相邻车站之间的距离。 

c ) 与基木相同，不同之处在于，权是车站之间的票价 d 


3, 16 


5 - 练习2 : ^ 

zj 练习 3: a 

:， C t d ， € t g t I i - 

练习 41 a* 办， ft ft ， it m，j 

7 - a)a 1 c ^ d 

b)ai f 

( i , f 

4) 6 s g+ z 

9. a) 直飞 

b ) 经纽约 

d 经亚特兰大和芝加哥 d ) 经纽约 

11， a ) 经芝加哥 

b) 经芝加哥 

c) 经洛杉矶 

d > 经芝加哥 

13, a) 经芝加哥 

b ) 经芝加哥 

0>经洛杉矶 

d ) 经芝加哥。 


15. 当把 z 加人集合。时*算法不停止 a 

17* a ) 经木桥，经木桥和康登 b ) 经木桥*经木桥和康登 

19- 例如 T 观光路线，清扫街道 


2 L 




b 

€ 

d 

e 

z 

a 

4 

3 

z 

8 

10 

13 

b 

3 

2 

1 

5 

7 

10 

c 

t 

1 

2 

6 

a 

w 

df 

fl 

5 

6 

i 

i 

5 

f 

10 

7 

e 

2 

4 

3 

% 

13 

10 

n 

5 

3 

6 


23.0(^) 

25. (或者从某个点开始，以相同或相反顺序遍历这些顶点的相同回路） 

27. 旧金山-丹佛-底特律-纽约-洛杉矶-旧金山（或者从某个点开始，以相同或相反顺序遍 历这® 顶点的相 
同回路） 
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奇数絲习 M 答案 


29 . 考虑这个图： 

& 

回路 chaw 访问每个顶点至少一次（访问顶点 a 两次），总权为6,每个哈密顿回路有总权103, 

8, 7节 

b 

1.能 3. 5. +# uj 平面的 7. 可平面的 

C 

b 

9. 非可平面的 

11- 由连接％,叫，％的边组成的 K 5 子图，其平面表示形成-个三角形 a 顶点％要么在三角形之内，要 
么在三角形之外 + 下面只考虑％在三角形内的情形，另一种情形是类似的。画出从％, %，％ 到％ 
的边，就_共形成4个区域。无论％ 在哪个 区域中，都只 能让％ 与其余顶点中的 3 个顶点相连，而不 
能与所有4个顶点相连, 

13 - 8 

15. 由于没有环和多重边，也没有长度为3的回路，而且无界区域的次数至少为4,所以每个区域的次数至 
少为4,因此， 2 e >4 r > 或 i < e /2 e 但是— 1+2, 所以有 e — u 十 2< e /2, 这蕴含着 e <2 tr -4 tt 
17. 与推论2中 -样， 有 2 e >5 r 和 r = — r +2, 因此 m +2<2，/5, 这蕴含着 e <(5/3) u —(10/3), 

19. 只有 a ) 栉 e ) ZL 不同胚于 23. 可乎面的 25* 非可乎面的 

27, a) 1 b)3 c)9 d>2 e)4 016 

29. 按照提示来画交叉数是第一象隖中数目的 4 倍。在: r 轴上原点右边的顶点是 （U Oh (2, 0), …. 
( m / 2 , 0) t 在’轴上原点上边的顶点是 （Oi (0 t 2 )，… f (0， fl /2)^ 选择任意两个不同的数和 

h , 以及两个不同的数 r 和^ 就得出所有的交叉，在图中连接 （ a , 0) 和 

(0 t .0 的边与连接（6, 0) 和（0， r ) 的边之间，恰好产 生一处 交叉，因此，在第一象限中的交叉数是 

c(y, 2 ) - c(y, z ^ = (^/ 2 )(m/ 2 -l> • (n/2)(n/2-n^ 因此. 总交叉数是 4 • 卿 (坩一 2)(n 一 2)/ 
64 = mn{m — 2)(rt~23/I6 0 

3 h a)Z b)2 OZ d )2 e )2 02 

33,对于公式是正确的 & 若 d >4. 根据练习 32, 心的厚度至少是 €( n t 2)/(3^- 6> - 

的上取整 。 山于 G + i +^)/ s 永远不是整数，它就等于加1后下取整，即等 

于 + 丄 

35. 这个结果来自练习34，因为尺_有坊&条边和 m + n 个顶点 t 并且由于是偶图而没有三角形， 

37. 







奇教絲 g 题答案 
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8. 8节 


9-2 11*3 


Mathl 95 f CS 101；时间段 

13, 5 

n , 练习 5; 3* 练习 6: 6* 练习7: 3. 练习 8 S 4,练习9: 3，练习10: 6，练习11: 4 

23- 5 

25,具有一种颜色的顶点集是一部分，具有另一种颜色的顶点集是另一部分 。 由于没有边连接相同颜色的 

顶点，所以在同一部分的顶点之间没有边* 

27. 颜色 1! e ， f , d ; 颜色 2 3 c * a f g ; 颜色 h ， b，i 

29, 给 C $# 色 31. ^)6 b )7 c )9 d)ll 

33, 用顔色表示频率,用顶点表示地段*如果两个顶点表示的地段互相干涉，则用边连接这两个顶点。于 
是6重着色恰好就是避免了干涉的频举分配 * 

35. 对圈的顶点数进行归纳 & 具有5个或少于5个顶点的图可用 S 色或少于5色来着色，因为每个顶点可用 
不同的颜色 。 这就完成了基础情形《假设所有 * 个顶点的囝都珂5着色，考虑4 + 1个顶点的囹 G P 根据 
& 7节椎论 L (? 至少有一个度不超过5的顶点 w 刪除 u 得到闬由于 G f 只有 A 个顶点，由归纳假 
设可对&做5着色 B 如果与 u 相邻的顶点没有甩完5种顏色，则把1的邻点所没有用的颜 色给〜 就给 
G 做了 5着色 . 麻烦出现在若^有5个邻点，并且每个点用了 G ' 的5着色中的一种不同颜色，假设以 
逆时针顺序考虑^的邻点是 h h <表示与 w 关联的边的曲线的逆时针顺序决定丁这个顶点 

顺序假设这些邻点的颜色分別是：天蓝 （ azure )* 蓝 ( blue ) _黄绿 （chart reuse >，洋红 （magenta )，紫 
Cpurple ). 考虑天蓝〜黄绿子囝<即 G 中葙天蓝或黄绿色的顶点以及这些顶点之间的 边〉。 如果 a 和 r 在 
这个子图的不同连同分支中 s 则在含有 a 的分支中可以交换这两种颜色（让天蓝色顶点改成黄绿色，让 
黄绿色顶点改成天蓝色〕，而 以仍然 是适当着色的6这祥鱿让“成为黄绿色，干是现在可给^着天蓝 
色， G 就适当着色了 a 如果和 r 在同一个连通分支中，则有一条路径连接 a 和 h 其上的顶点交替着 
天蓝和黄绿色 & 这条路径连同边和 w 敦捃平恧划分成两个区域+其中一个区域 含有心 另外一个区 
域含有如果现在给&所在区域中的所有顶点交换蓝色和洋红色，则仍然得到的恰当着色，但是 
现在蓝色可给 t 着色了《在这种情况下，也找到了 G 的恰当着色。这样就完成了归纳步骤*于是定理 
得证 



D 


13. 没有边的罔 15_3( 若? t 为偶数 ） t 4(若^为奇数） 

17* 时间段 Math 115, Math 18 S ? 时间段2: Math 1 16 s CS 473^ 时间段 3: 
4； CS 102 i 时间段 5: CS 273 


补充练习 


1. 2500 3 ■同构 5* 同构 

m _ 

7 . U n ( 个顶点， ^ n i n i 条边 

i =■ 1 


9. a ) h 




b ) 



lh 完全子图含有下列顶点集合 s {I 6 /W U ， ff }，{ u ， d ， g }， U，g {6, €，发} 

13, 完全子图含有下列顶点集合 : {fit C# rfi ji A)* (fit jt A}? ff gt i}* {at bf ip /}> {6t 

e * i \^ { b f t t ig * k * t }* i 9 j } 

15. k , ⑴是最小支配集 
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奇数练巧题答案 



19. a)l b )2 c }3 

2 L G 中从 《 到 u 的路径导出同构围 ff 中从 /( d 到 /( d 的路径 u 

b ) 假设/是从 G 到 ff 的同构 映射， 若…，％， 外是 G 中的哈密顿回路， Wlf ( v Q }, /< t ^， …， 
/(%), /(%)必为 H 中的哈密顿冋路，因为它还是间路并旦对干/(^)#/(^>, 

c ) 假设/是从 G 到 H 的同构映射 . 若％ t %％， 外是 G 中的欧拉回路.则/(%)，/(%)，〜， 
/('), /(%)必为 H 中的欧拉回路，因为它还是过每条边恰好-次的0路 。 

d ) 两个同构图必有相同的交叉数，因为它们可用完全相同的方式画在平面 hj 

d 假设/是从 G 到 H 的同构映射，國 w 在 G 中是孤立点当且仅当 /( W 在 H 中是孤立点 s H 此这两个 
罔必有相同的孤立点数^ 

f ) 假设/是从 G 到 ff 的同构映射.若 G 是偶阁，则 G 的顶点集可划分成 V ,和使得没有边连接一 
个 Vi 中的顶点和一个 K 中的顶点。于是 H 的顶点集可划分成 /( VJ 和 /( V 2 > t 使得没有进连接一 
个 /() 中的顶点和一个 /( V 2 ) 中的顶点 g 

23, 3种 

25. d 自逆 b ) 非自逆 

27. 不可定向 29,可定向 

31. 如果 e 是端点为 II 和^的割边，那么若£的方向是从 w 到 w 则在该有向图中没有从 r 到《的路径，否 

则^就不是 荆边。 若 f 的方向是从^到心则可做类似的推理 9 

33^ n _ 1 

35. 让顶点表示鸡，阁中有边（心 V )当且仅当鸡 u 比鸡 u 占优努 a 

37. a >4 b >2 ^3 d )4 c )4 f )2 

39, a ) 假设 G =( V , £) t 设 a , h ^ V 9 要证明 《 和6在 G 中距离至多为 2 E 若 U , h \^ E , 则此距离为 1, 
所以假设 U , h )^ E . 由于 G 的直径大于 3* 所以存在顶点 w 和^使得《和！^之间在 G 中的距离大 
4 3. ^或^二者之一或全部都不属于集合{仏 W 。 假设 w 与 a , 6不同， 则“， d 或{6， u } 之一飄千 
E f 否则 a , ti . 6就是 G 中长度为2的路径 . 所以.不失一 般性. 假设 U , u )€： E 9 因此1不是 a 或 
b ， 而根据同样的推理*要么 ^ eE t 要么 {&, v )^ E . 无论哪种情形，都给出 G 中从 u 到扶度 
小于等于3的 路径， 这是矛盾^ 

b > 假设 G =( V . £)，设 a ， 要证明 a 和6在 G 屮距离不超过3,若 U ， h }^ E , 则得出所要结果， 
所以假设 { a , W 6 E S 甴干 G 的直径大于等亍3,所以存在顶点 w 和 w 使得 w 和 u 之间在 G 中的距 
离大干等于 h «或1；二者之一或全部都不属于集合假设 w 与心 A 不同 D 要么 U , u } et \ 
要么 u )^ E ； 否则 a , u , 6就是0中长度为2的路径所以，不失--般性 t 假设 ia , 仏因 
此^与^和6都不同 g 若 U ， W 6 E ， 则 心 a ， v 是 G 中长度为2的路径，所以 v ) ^ 因此 
{ b , (否则 G 中冇校度为2的路径 a , ^ b )。 因此 U ， h \^ E , 否则 i S p 是 G 中长度为 2 的 











奇数练习题答案 


763 


路径 * 因此， a , ^ &是 G 中长度为3的路径，即为所求。 

41, dt b ， sfi z 43, a ， c ， b ， d ， i* t z 

45. 若 G 是可平面的，则由于 — 6, C ； 至多有 27 条边。 〈若 G 不连通， G 的边还要少 J 同理, G 至多 
有27条边。但是 G 和 G 的并闬是 Ku 、 K ,, 有55条边，而 55>27 + 27 fl 
47. 假设 G 用 A 色着色并且独立数为“由于每个颜色类都是独立集，所以每个颜色类有不超过；个元素， 
因此至多有 H 个顶点 . 

49. a > 根据5+2节定理2,恰好 选中所 条边的概率是 C (〜 m ) p ^( l - py- m a 

b ) 根据 5. 3节定理2,期望值是吵 0 

c ) 为了生成一个带标记图 G , 当把这个过程应用到顶点对上时，当那对顶点之间有 G 边时，所选择的 
随机数工必定小于等于1/2;当那里无 G 边时， x 大于1/1因此，做正确选择的概率对每条边来说 
是1/2,对所有边来说是因此所有带标记的图是等概率的 . 

5 TL 假设 P 是单调增的，如果从简单图中删除边时 t 不保持不具有性质 J 3 这个性质，就有一个简单图 G 不 
具有性质有另外一个简单图 C 具有性质夕与 G 有相同顶点但是比 G 少一些边，但是性质尸是 
单_增的，由于以具有性质 P , 所以给添加边得到的 G 也具有性质这是矛盾，逆命题的证明是 
类似的 B 

第9章 

9_ 1节 

1. Ca)t ( C >> Ce ) 

3. 3 i)u h ) a r b，Cf d * /， fu j ， q * t c ) e t 尺， i f k f /， m , n , p * r , 5 * u 

d ) g，r f ) p g ) f ， b * a h)^ T j \ t f m f n 

5* 否 

7-0 层 ： w ] 层 ： 6 , （，A 2 M ： e 到按芋母顺序）； 3 层:/到 n 4 M ， s ， 卜， 5 层； 《 

9，包>整棵树 b ) r , g f h * o , p 和 4 条边 rg，d Ao ，/]/> <:)兑有 e 

1 L a)l b )2 13* a )3 b )9 

^ “仅当”部分就是定理 2 和树的定义，假设 G 是连通简单圏，有^个顶点和 ? i 一 1条边。如果 G 不是树, 
由练习14, G 包含这样一条边，删除这条边产生一个图 C 仍连通 a 如果（/不是树，朗除一条边产 
生连通图重复这个过程直到得出树为止。这至多需要 n — 1步，因为只有 /I 一 1 条边。 由定理2.得 
出的图有条边，因为它有《个顶点。于是并没有删除边，所以 G 本身就是树 . 

17. 9999 19. 2000 2 L 999 23. 1 000 000芙元 

25. 由定理4不存在这样的树，因为 m = 2 或 m = 84 是不町能的。 

27. 高度为4的完全二叉树 髙度为3的完全3元树 



29. a ) 根据定理3，有 + l 因为 I ■十 / = 所以有卜 — 所以 Z = 〖 1) 一 + 

有？ 1 ==加一 1 和 i + J = rt ，因此 n = m ( 7 i — I ) + 1 对 ri 求解就给出 n =(抓/一 1) (km — l) fl 从 

31- n ™ t 33, a )] b )3 c )5 

35 - a ) 父目录 

fc ) 子目录或包含的文件 

6在相同父 g 录里的子日录或包含的文件 

d ) 在路径名称里的所有目录 
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d 在该 H 录或该 H 录的子目录里的所有子目彔和包含的文件，依此类推 
D 到这个目录或文件的路径的长度 
g ) 系统的深度，郎虽长路径的长度 

37,设^=2 4 ，其中 A 是正整数。若* = 1，则没有什么要证明的，因为可以用个处理器在 log 2 = l 
步里把两个数 相加， 假定可以在 lop 步里用个处理器的树形连接网络对 n = P 个数求和，设 a , 

是希银求和的& = 2& ] 个数。 — 1个处理器的树形连接网络包括 i 个处琿器的树形连 
接网络，以及对每个树叶作为儿子的两个新处理器，在一步之内，吋以用这个较大的网络的树叶来求 
出&十力，结果得出 n 个数，根据归纳假设，可以用网络的其余部分在 
logn 步内求它们的和。因为 使用了 log ? t + 1步而 ii log (2 r 0 = log 2 + k > g ? j = 1 + logn ， 所以这样就完成了 
证明。 

39. 只有（： 4】， c 和 A 

43,假设树 T 有至少两个中心。设 w 和^是不同的中心，都有离心度 e , «和€不相邻。因为 T 是连通的， 
所以有从^到^的简单通路设 e 是这个通路上的任意顶点因为 r 的离心度至少为^所以存在顶 
点加 使得从 e 到 m 的唯一简单通路长度至少为 b M 然这条铁路不能间时包含《和^否则将有一条简 
单回路1事实上 t —旦这条从 c 到加的通路可能沿着 P 的一部分向 w 或 u 前进，它就离 开尸弁 旦不返 
回 F . 不失一 般性， 假定这条通路不沿着户向《前进.干是从 u 到£到比的通路是简单的，而旦长度 
不超过 G 矛盾。因此 k 和^是相邻的，现在因为任何两个中心都是相邻的，所以假如有多于两个的中 
心，那么丁就包含简筚回路1( 3 怍为子阁,这是矛盾。 

45 . ^2 Ty T 4 

•. a 々 

47. 命题称有《个顶点的“每个"树都有长度为的路径 D 而证 明只示出存在某个 n 个顶点的树有投度为 
n _ 1的路径 《 


A 



9- 2节 



7-至少需要 「 bg 3 4 l =2 次称重，因为只有四种结果 （因 为不要求确定硬币是较轻还是较重 h 节实上，两次 
称重是足够的。首先称重硬币1和硬币夂若它们平衡，则称重硬币1和硬币夂若硬币1与硬币3重置 
相同，则硬币4是伪币，若它们重置不相间，则硬币3是伪市，若硬币1与硬币2重 S 不相同.则再称 
重硬币1和硬 m 3。若它们平衡，则硬 m 2是伪币；若它们不平衡，则硬 nsi 是伪币 
9,至少需要 [TogJ 朴 -3 次称重 a 事实上，三次称重是足够的.首先把硬币1, 2和3放在天平的左边，而把 
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硬币5和6放在天平的右边，若相等，则应用例2到硬币1，2，7，8, 9，10, il 和12上。若不相 
等，则应用例2到硬币1，2, 3, 4, 5, 6, 7和8上， 

1 L 最少比较&次。称这些元素为 t h ^ A 先比较《和 6* 冉比较 r 和不失一般性，假设和 
€< d ^ 再比较^和^其中较小的那个就是跤小元素。仍不失一般性，假设 a <^ 最后让6与 t 和 d 比 
较，就完全确定它们的顺序。 

13,前两步如课本所叙。在确定了 22是第二大元素之后、在树中用一①代替树叶 22* 并沿着22上升到树 
根所经过的路径从树叶开始重新计算胜者 。 于是看到17是第三大元素 t 所以重复上述过程：在树中用 
一 ^代替树叶17并重新 汁算。 于是看到 H 是第四大元京，所以重复上述过程；在树中用一 m 代替树 
叶14并重新计箅，于是看到 II 是第五大元索_所以重复 h 述过程 E 在树中用 一如代 替树叶11 并東新 
计算 & 就这样继续这个过程。确定9是第六大元素 * S 是第七大 元素， 3是第八大元素.除了倒数第2 
步以外，所有其余步骤所产生的树如下罔所示。 



15. 顶点的 值是吕 前在那里的表元索，顶 A 的标记是导致那个值的树叶的名称（即位罝) 
procedure tottma ment sort ( a L ， p ■ T ) 
i 1 ~ T log ?? 1 
建立髙度为 A 的二叉树 
for i * ~ 1 to 

令第 i 个树叶的值是令第 i 个树叶的标记为其自身 
for I J ~ ?r -M to 2* 

令第£个树叶的值是一 oo t 令第 〖个树 叶的标记为其自身 

fur f * I dc?wnto 0 
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for 第 i 层上每个顶点^ 

令 U 的值是子女中的较大值.令 W 的标记为有较大值的那个子女的标记 
For i 1 — 1 to n 

begin 

G ;= 根的值 
令 v 是根的标记 
令 U 的值是一 CO 
while 根的插记仍是^ 

begin 

v 1 ^ parentiv) 

令^的值是子女中的较大值，令 v 的标记为有较大值的那个子女 的标记 

end 

« nd { c ! * 是非降序排列的表 } 

17- 1，其中 n = 19， a > 是 b ) 否 e ) 是 心是 

2L 000，6 00K i ： OK k ： 1100, o ； HQ], p ： 11110, u ： 11111 

23 ^ l lh b： 101 j c； lOOi 01： e : 00^ 2.25 位（注意：这个编码取决于如何打破平局，但平均位数总 
是一样 的。） 

25,总共有四种可能的答案。这里给出一种，通过在这一种中交换£与^和（或）交换《与比采得到另外 

I ■ IF . t . 

二种 



c V 


27, A t 000 U B ? 101001 ； C ? 11001; D ; 00000 ； E s 100v F ; 001100^ Gs 001101； H ； 0101; 1; 0100 ； 
J 3 110100101； K t 1101000； L - 0000 U M ; 1010 U N ： 0110| O ； 0010； P ： 101000； Q e 

110]001000 1 R ： 1011 ； S- 0111 ； T, lilf u ： 00111 ; v; 110101 ； w ： nooo; x: 1101001U Yr 
non ； z s noiooioyi, 

29. A ： 2| E e If N ; OlOf R ； 011? T ; 02 s Z ； 00, 3L 

33. 由于这棟树比较大，所以在有些地方标明了 "看 课本' 参看图 9_24 f 以方框或圆圈顶点为根的子树与 
囝中的对应子树完全一样。先手获胜. 





min 




min 
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m ： 当毎堆有 n =2 块石子时，若选手一从一堆取走两块石子，则选手二从剩 
, 若选手一从一堆取走一块石子，则选手二从另一堆取两块石子而获胜 。 归 
即对于所有 如果游戏 从两堆 各有 j 块的石子开始，则选手二获胜， 
其中考虑两堆各有 t + 1 块石子的游戏，若选手一从一堆取走所有石子，则选手二从剩下那堆取 
走除了一块外的所有石子而获胜。 否则 选于一 在一堆中留下 j 块石子，其中 而 在另一堆留下 
1块石子 s 选手二从较大的一堆取走同样多石子，也给这堆留下 j 块石子.此时的游戏包含各有 i 块 

的两堆石子 4 根据归纳假设，在自前游戏中选手二(也是实际游戏中的选 手二） 获胜，强归纳法完成了. 
41.7; 49 

43. 树的值是 U 注意： 第二和第三棵树是第一棵树树根两个子女的子树，其子树由于篇幅限制而没有显 
示。应当认为把它们嫁接到第一樞图中 a 
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9, 3节 
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0< 1 < 1.1 < 1.2<2<3 
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d ) 这种局面不可能发生在游戏中；这个图是不可能的 & 
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35, a ) $ I b ) $ 3 

37, 参 看下图 0 a)G 
a) » 

O X X 

X 互互 
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b )0 
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39. 用强归纳法证明。基础歩 
下那堆取块石子而获胜 
纳步骤：假设归纳假设* 
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3* 


0 



5 ■否 


7 ■■ tit ^ t c /， c 

9. a t b t f, k ， m-t /， g ， Ht r\ 5 ， c* d ， ft ， o t if j. pt q 

1 L t hi i i p t 爪 ， j i 37 9 y ^ 江 ， f t Ci g ^ k，k T p I l 

13, dy f，gi e. b f c f a 

15* I， m f 疗 ， f ， r, s * nf g ， h t c t o ， h ， i ， p ， q，j ， d ， a 

17. a) 



x * ^ y + v 

八 /\ 



x > 



x 


b) + + x * J[ ： .y/^y^ + 工 / + 餐 c) x^y ^ + jry/ + ，尤工 y * jr+y/-¥ 

d)((jc+ (j ^ ) f ix+ C((r * j /) 十 1 )/ 3 ?)) 



h )- f \ AB \ JA-BA 


c ) ASnABA - U - 


d )(( Af \8)-( A { J ( B - A ))) 


21, 14 23, a)l 


b)l 


c>4 


d)2205 



27 -用数学归纳法。对~个元素的表来说结果是平凡的。假定对”个元素的表來说结果为真.对于归纳步 
釀，从后面幵始，找出表后面的顶点序列，从最后一个树叶开始1到根结束，每个顶点都是它后面那 
个顶点的最后一个儿子。删除这个树叶并且应用归纳假设 • 

29,在每种情形里分别为 c , 山6，/，心 A，G ‘ 

3 L 用数学归纳法证明 。 设 S ( X ) 和 O ( X ) 分別表示合式公式 X 里的符号数和运算数 a 对长度为1的合式公 
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式来说命题为真，因为它们都有1个符号和0个运算，假定对 K 度小于《的合式公式来说命题为真, 
长度为 n 的合式公式必然形如其中*是运算而 X 和 F 都是长度小于 n 的合式公式，于是粮据归 
纳假设 s ( * scx ) + S ( y )-(0< x ) + i ) + co ( y ) + i > = 0( X ) + 0( y > + 2, 因为 o ( * xr)，i + 

0( X ) + 0< V) t 所以 SC * XY ) = 0( * XV ) + U 

33+ 例如 jyf o +'工。 t 工 3 ^++ 3 ^++， jry ^ t.y o o xy ooi o + , xzXz ^ H - * f vvyy ooo 1 3 ^+ 3 ^+。 
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17. a ) 长度为 6 的路径 


b ) 长度为 5 的路径 
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c ) 长度为5的路径 d ) 与访问顶点的选择順序有关；可能是长度为7的路径 

19. 采用宽度优先搜索，初始顶点是中心顶点，处理该顶点时把 n 个轮辐顶点加人树中，因此产生的树是 

采用深度优先搜索，从轮图的中心顶点开始，并访问一个相邻顶点（边缘上顶点中的一个 h 从这 
个顶点转移到边缘上一个相邻顶点，继续这样绕_下去，直到已经到达了每个顶点。因此产生的生成 


树是长度为〃的路径。 

2 L 采用宽度优先捜索，第一步从一个 m 度顶点辐射到所有《度顶点，下一步处理一个《度顶点*加人从 
这个顶点到所有剩余讯度顶点的边 ■ 结果是一个和—个 Km ， 中心用一边相连。采用深度优 
先搜索 • 从一边到另一边来回移动，直到不能前进为止。如杲或 m = n _ l ， 则得到长度为 m + n — 1 
的路径《否则，该路径停在较大集合中的已经访问了一些顶点处，再返回到该路径上到顶点 v 的一个 

链接，然后 • 继续访问从顶点 t 出发的集合中的剩余顶点 g 
23. —组可能不再继续下去的航班是：波士顿一纽约，底特律一波士顿 * 波士 顿一华 盛顿， 纽约一华盛顿， 
纽 约—芝 加哥，亚特兰大一华盛顿，亚特兰大一达拉斯，亚特 兰大洛 杉矶，亚特兰大一圣路易斯， 
圣路易斯一达拉斯，圣路易斯一底特律，圣路易斯 一丹佛 ，达拉斯一圣迭哥，达拉斯一洛杉肌，达拉 
斯一 ' in 金山，圣迭哥 一 洛杉肌，格杉肌 in 念山 * iu 企山四雅困 * 

25,树 

27. 通过对通路的长度进行归纳来证明；若通路长度为0, 则 结果是平凡的 . 若长度为 U 则《是与^相邻 
的，所以《是在宽度优先生成树的1层上。假定对拴度为/的通路来说结果为真 g 若通路长度为 
则设 i / 是从^到 u 的最短通路上倒数第-个顶点 t 根据归纳假设，^是在宽度优先生成树的丨屋上•假 
如 H 娃在不超过/的层上，那么 a 然从1到《的最短通路的长度也不超过丨。所以在添加〖层的顶点之 
后 t 仍然没有添加 w 到宽度优先生成树上_因为 “是与 相邻的，所以将把它添加在/十 〖层卜 .（ 尽管连 


接 |/和 《的边不必添加) 


29_ a ) 无解 b ) 




3 L 从某个顶点开始并且沿着一条通路疝进，杉糧:不 ® 复经过顶点，在所有顶点都已经访问过之后■允许 
返回到出发点。当不可能沿着一条通路继续下去时，就_溯并且尝试当前通路的另外一种扩充& 

33. 取 G 的连通分支的生成树的并阁 ♦ 它们都是不相交的，所以结果是一个森林9 

35 - in — uH"c 

37. 在每个分支上使用深度优先搜索。 

39+如果:在深度优先搜索过程中处理顶点 w 时. 没有沿着边前进，则只能是这样的情形‘就是已经访问 
过顶点^了 □ 有两种 情形。 如果是在开姶处理《之后访问的〜则由于还没有结束处理《，所以 I 一定 
出现在以 m 为根的子树中（因此一定是《的后代）。另一方面，如果是在开始处理“之前已经开始处理 P 
了，那么为什么在那时没有沿冓这条边前进呢?所以一定是还没有结束处理换句话说，还在构造以 

U 为根的子树，所以 M 是 P 的后代，内此 t 是 W 的祖先❼ 

41+如果正在处埋的阍本身是棵树，则这两个过程肯定产生相同的生成树，因为在这种情形卜' 只有一棵 
生成树（粮 个阐夂而11 这也是发生这神情况的唯一情形 g 如果原网有任何其他的边.则根据练习39, 
这些边一定是后退边，闪此把个顶点连到祖先或后代.而根据练习40,这些边一定连接同层 t 或相 
差一层上的®点。显然这两种 m 〖能性是互斥的，因此如果两棵生成树注定是相 同的， 则除了树 h 的边 


a 









奇数练习题答案 
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之外没有其他的边了. 

43, 由于在这个过程中不沿肴生成树以外的边前进，所以可以忽略这 些边。 因此可以假设这个用起初扈一 
棵根树.基硇情形是平凡的（只有一个顶点），所以假设归纳假设，即应用在 IT 个顶点的树上的宽度优 
先捜索按照顶点在树上的层次来访问这些顶点6考虑有 n + ] 个顶点的树在这个树的宽度优先搜索 
中，最后一个访问的顶点是 最后一 个加入等待处理顶点表的那个顶点，当正在处理这个顶点的父母（比 
如说 《) 时加人这个顶点，必须证明 v 是在树的最低（最底，即层数 最大） 的层上 & 假如不是这样*比如 
说顶点^是在更低层上，上的父母是则 w 是在比 u 更低的层上> 显然 v —定是 树叶，因为在肴见 p 
之前不应该看见0的任何子女 u 考虑从 T 刪除^后得到的树根据归纳假设，： T 中的顶点一定是按 
照其在 广 中的层次来处理的（这个层次与其在丁中的层次相同， ： T 中少了 1/ 对 算法其余部分没有影 
响）。因此一定在叫之前处理过 u 了，因此 u 应当在文之舫加人等待表， 矛盾* 因此^是在树的最底 
层 t 证毕， 

45-这样修改算法2 给 出的伪代码：在算法 开头把 m 初始 化为 0,在从 L 删除 ^ 的语句后增加语句 


m + l ” 和“把 m 陚给顶点 v ' 

47.如果在深度优先捜索过程中处理有向边的起点 w 时，没有沿着边前进，则只能是这祥的情形， 
就是已经访问过顶点^了，有三种悄形。如果是在开始处理《之后访问的 V ，则由于还没有结束处理心 
所以^ 一定出现在以“为根的+树中（因此一定是 w 的后代），所以有一条前进边，否则，在开始处理“ 
之前一定已经开始处理 u 了，如果还没宥结束处理 W 即还在构造以 v 为根的了树），则《是^的后代， 
因此 I 是《的袓先（有一条后退边>，最后，如果已经结束了处理^则椴据定义，就有了一条交叉边* 

49* 设1’是在罔 9-41 里构造的生成树，而7\, T 2 ， r 3 和了 4 是在图 9-42 里的生成树用出： T ， D 表示 
疒与广之间的距离。则 d ( T , Ti ) = 6, d ( T , = d ( T \ T a )-4, d ( T ， 丁 .）= 2. d ( T ” T z ) = 
4, d ( T , , T 3 >-4, d { T , , T,X d ( T 2 , 1\) = A , d ( T 2 , 了 4 > = 2， d ( T 2i 7 V ) = 4。 

5 L 假定 ^ = d 是像规定的那样。则 / VU {~} 包含一个包含 A 的简单回路图丁 ，一 包含两个连 
通分支；^的端点是在两个不同的分支从“开姶按照与^相反的方向前进，直到你来到 d 所在的 
分支里笫一个顶点为止 0 刚刚经过的边是显然 TUJh } — 是树，因为 A 是在(：上。另外乃一 


UdUUd 也是树，因为^ t 新连接这两个分支， 

53.练习 18 s 练习 19 s 练习20; 



练习 2 U 练习 22* 练习23: 



55* 首先构造这个有向图里的欧拉回路 & 然后从这个回路刪除通向从前访间过的 fJ 点的每条边 & 

57+根据练习56，一个有向图包含回路当且仅当存在后退边 d 可以如下检测出后 退边. 给每个顶点 加标记 
指示其状态:未见到(初始情形），已见到(进人 T ) 伹未完成（即 visiKd 未终止）,完成 C 即 visiKd 已终 
止>。给算法1加人几行代码就能完成这个 id 录工作*于是为了确定一个有向阐是否具有间路，只需要 
在査看边⑽时检査^是否“已见到' 只要这样的亊悄一发生1就知 ifl 有回路；否则，就没有回路6 


9, 5节 

1, Deep Springs Ck^is, (JasIs Dycr, Oasis-SiIverspeak, Silvcrspeak-Goldfield t IJda-Goid Point, Gold Point- 


772 


奇教娣习题答案 


Beatty t Lida-Goictfieid t Gold f iel cl- T o no pa h ^ Tonopali-Manhattan f Tone pah'Warm Springs 
3 - {e-i h) f {A* i} ^ {b t c} ^ {b y d} * {a* dK {g^ ft} 



17,首先求 n 阶图 G 的最小生成树 r g 然后对到 n —: N 只从 G 中删除 r 的第；条边，并求剩余阁的最 
小生成树 & 从这个树中挑选长度最短的一个 。 

19. 如果所有边的大小都不同 * 在普林算法的正确性证明中*当把边 4 +1 加人: T 弁刪除边^时就得出矛盾, 

而不是可能产生另_个生成树。 

21, abed 



k I 


23 . 与克鲁斯卡尔算法基本相同，不同的是，-开始指定的这组边*并且迭代是从£= 1 到 n _ l — ^ ^ 
是指定的这组边数 * 



27. 根据练习24,索林算法每个阶段都产生森林。因此在选择^|一1条边后就产生树.还需证明这个树是最 
小生成树。设丁是与索林树 S 具有最多公共边的最小生 成树， 如果则存在在算法 
的某个阶段 e 被加人，而在那个阶段之前， s 中所有的边也都在 r 中。包含唯一的简中网路《 
在这个回路 t 找这样的边/ € s ™ t 和 / e : r _ s , 当把这个阶段的各个树看作 " 超顶点”时，/和/是 
“相邻的' 则根据这个算法， 于是把 T 换成就产生出比丁更接近 S 的最 
小生成树。 




奇教絲习题答案 
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29* 这 r 个树每 一个都 用一条新边至少连到 一个其 他的树上。因此结果中至多有 r /2 个树（每个新树包含两 
个以上老树 K 为了这样做，需要加人 r 一 （ r /2) = r /2 条边 & 因为加入边的数目是整数*所以至少是 

Ml 

3 L 如果 i 会 k ) gn , 则故 「 n /2^1 = U 所以根据练习30,这个算法至多在 〖 cgn 次迭代后终止 ， 

朴充练习 

l 假设 r 是树，昆然 t 没有简单回路 ^ 如果加人边 e 连接两个不相邻顶点《和^，显然 形成一 个简单回路， 
因为把 e 加人了 导致了罔有太多的边而不再 是树， 形成的唯一简单回路包含边 e 和 T 中从 u 到^的唯一 
路径/\假设 T 满足给定条件 . 只需证明丁连通 * 因为图中没有简申回路$设《和1在不同连通分支 
里，加人边 M 就不满足题 H 中的条件， 

3 - 假设树丁有打个顶点，度分别为…，尤，因为2^= 2 ^ 则有 2 U _ 1 ^ 

T — 1 I ■= 1 

n _ 

因为每个所以(式 — 丨>.即 n — 2二^ (沁一 于是和中至多有 《 — 2顼可以 

/ 气 L j 3 L 

大于等于 U 故其中至少两项为 L 所以至少对两个 i 值有 < 

5. 2 n — 2 

?. T 没有回路，故不可能有子图间胚于 Ku 或 

9,分别给每个连通分支着色 & 对毎个连通分支，首先确定树根，然后把所有偶数层顶点染成 红色. 把所有 
奇数层顶点染成蓝色。 

11. 上界 f 下界 t 2 [ k / 2 f ^\ 

13. Ay ^2 好 3 邊 4 

ffP " 

15, 巾于 B i + 1 由两个艮构成，其中一个下移一层 _ 故 A 每加1 高 度亦加 h 由于氏 高度为 0 t 经归纳得街 
B * 高度为 ♦. 

IX 由于艮 + 1 的裉是执的根外加一个子女（即另一个札的根 K 故*每加1根的度亦加 U 由于氏的根的 
度为0,经归纳得出 B , 的根的度为虼 



el 用数学归纳法，对 a = o 结果为平凡的 ^ 假设结果对 t 一 1成立。：是丁的母树，根据归纳法， r 的 
子树可从 r 。， …，按所述方式得到。 r A ^ 与 Gy 的最终相连是按照树的定义中的描述。 

23. procedure leveii T ；带根 r 的有序根树> 
queue 1 =只含裉 r 的序列 
while queue 至少还含有一项 
begin 

= 队列中 的第一 个顶点 
列出^ 

从队列中删除 v 并把 I 的子女加人队尾 
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end 


25,这样构 造树， 对地址插人树根 b 对每个带标 idiU 是正整数）的顶点，插人子树，这个子树是从每个 
带标记 jCi 是正整数）的顶点的子树构造出来的。 


27. a ) 是 b ) 否 c ) 是 


29. 得到的 图没有 边是在超过一个的所述类塑 的简攀 0路上.所以是仙人掌图 * 



37, 6 

3Ka ) 0 表示 00 , 11 表示 01 , 100 表示 10 , 101 表示 11 ( 具体编码与如何消除平局有关，但所有编码都是 
等价的）；对长度为 u 的串平均长度是 0 * 645 t ( b > 0 表示 000 , 100 表汞 00 】， 101 表示 010 , 110 表示 
loo , moo 表示 on ， iiioi 表示 io ]， mio 表示 no , urn 表示 m ( 具体编码与如何消徐平局有 

关，但所有编码都是等价的）；对长度为《的串平均长度是 0 ^ 32 ^ 1 。 

4 L 设从 G 刪除顶点 t ■和 d 关联的所有边后得到 叫以这 样得到 G 的最小生 成树： 取 I 关联的最小边 
和(^的_个最小生成树 9 

43,假设边 f 是顶点 u 关联的最小边，假设： T 是不含 —的最 小生成树*把 e 加入 T , 从因此形成的简单回路 
中 刪除与 关联的另一条边，将得到严格更小的一个生成树 < 闵为删除的边比 e 大这是矛盾*所以 T 
必含 

第10章 

10. 1节 
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21 - 0*0 — 0*1 — 0 ； 1 * 1 = 1 * 0 = 0 
23. 


JC 


:®y 

JT+y 


C JTj) 

(x+ ： y)( 



X y +x y 

I 

■ 



■ 

■■ 


■ 

■ 

0 

i ! 





■■ 




1 

0 



H 

H 

HI 


n 


1 

0 

Hi 


WM 

■ 



■ 

■ 

0 


25. a ) 对,用真值表可证， b ) 错，如取^ = 1, r - I . C ) 错，如取 i = l , )=1， ^=0. 

27,根据德摩 根律， 对一个表达式的求补 T 除了变元取补外，其余如同求此表达式的对偶 • 

29, 16 

3L 由控制律、分配律和同一律， ^Vx=(j ： Vx)A l = (jcVj)A(xV^)^^VUA^) = j：VO = j fl 类似地， 工 hx= 
( jlAjc)V 0 = XxA ^) V (xA A (xV j ：)= xA l — x a 
33, 由同一律和交换律， 0V 1 = 1 且 0A1 = 0, 从而类似地，由于 1 V0=1 且 1 A0 = 0 , 从而了 = 

35,首先注意 I A 0 = 0且 jrV 1 = 1对任意 i 成立，这很容易证明。为证明第一个等式，只要证明 

V(i A $) = l 且 QVj ) A d A 1. 由结合律、交换律、分配律、控制律和同一律知： C^V j ) 

V Ayy^yV (-rV (i A ; )) — yV (<x V x ) A (xV y — yV (1 A V y )) — yV (工 V j ) = (> V ^ ) 

V 1 V : t = 1 ， 且 （: r \/ y ) A (.jc A jy ) = y A fx A (工 V ^ y )) = ^ A ((i A x ) V Cx A y ^) = y A (0 V Ay )) — 

^ ACJA ^)-^ A ^ A ^) = ^AO = 0. 类似可证第二个等式 * 

37. 由假设、练习31和分配律可得； ^- xV 0=^ V <^ V ^)-( xV ^) = 类似有3^0。为证明 

第二个等式，注意 j ：= j ： A 1 = j ： A ( jtA j ) = (^r A I ) A ： y=xA 类似地， 

39. 用第 7 章补充练习 39 和 41 以及有 补分配 格的定义来建立定义中的五对定律 u 

10. 2节 

1. ^)jcyz b ) j j s c)jcyz d)iyar 

3* a)>rjz+j：_y 孓十工 十 + [: y z + z ^xyz 

c)xy^~\~jcy z + x y :+工 y ^ d)x y z^r x y z 

5^ vtjxy z + uux y z— w x yz^r^'xyz^ivx y z ^ i + iyj ： y z -¥wx y z 

7, a) J ~\~y+z t>)x+j+r c)x+j^ +£ 

9 vJ y t +h + … x = 0 当且仅当 M =0 对1=1， 2» …， H 都成立， 本題 成立当且仪当 i 若叉一4，则 4 = th 

若乂 = ；T _ T 则右=1 c 

11， a ) x+jy + s 

b^ix-^ry+ z)(x + y+ z )(j ： +y+z)(^ +y+tKx +y+ z ) 

c ) ( jc - hj+^x J ：^ fc v 4 - s;)(jr + j + z >( xH-y + ^) 

d ) (jr 十 y + zH ^ + j+i + + 

13* a ) jc .3? + z 

-— 

ix —:)) 

c ) (: c + y ) 

d) (je + (x+ y z )) 
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X 

D 

B 

X ^ X 

> i ^ I 

(j: Jf j:) i (,y i y) 

j ： 

1 

i 

i 

0 

0 

1 

I 

I 

0 

0 

0 

1 

D 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

I 

0 

0 


\ a) (((j: | j) j O I y)) 丨 (I _r) I I jy))) 丨 I 
b)(((^ I x) \ (s ： I 3：)) I >) f C((jt I x> I I z)) \ y) 
c>x d)(-r I (j I y)) \ 

> .用十和•不能表示因为当输人为1时，无法取得值0。 

3, 3节 

(j： + v) V 3- (xv) + ( 龙十 JT) 5. (x+ V+ z) + (jr + ^ + + ( 
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和 = j ㊉ y 


进位=吁 



10-4 节 

1, a) 


^ 歹 



3, a) _ 

^ > 



b ) x ^ 和 jy 





b) _ __ _ €> _ —— 

yz y z y z y z y ^ y ^ 




9. 隐含数 s jcyz ^ Jryx . j x y ^ f jc y z ^ xy * x z 9 y z ^ 素隐含数： xjy t jc z t 一 _ 

y ^ ? 本原素隐含数 s zy ，x z t y ^ ^ - p —— r -^- 

11. 右边的 3 立方体对应整个图的顶表面铪出的 3 立方体表示 n 背面给出 ^ 1 ； 1 _； 

的 3 立方体表示: y f 左边和右边两个 3 立方体的右面给出的 3 立方体表示 X \ 

在每种情形下，相对的三面表示互补的文字 。 表示的 2 立方体是右边的 L 」 ■■— 
3 立方体的右面 t 表尕的 2 立方体是后边的 3 立方体的 底面； 表示的 2 立方体是左前面。 


iia» 
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y ^ 


■■■■ 

■■ 

■■■■ 

■mil 


Xj J 4XH J ： 3X4X5 




■ 


J7J X 4 X 


T3XP5 


JitAJ ： & 


[[■ 


■■■ 


■■ 
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k 


■ 





t 忒 as xjr+x 5 


_ 

n 

■HH 



J：5 T 4^1 JT^CiX^ 





^ ax 4^3 JjT^i 工 


B 



b )6 


19. 行 1 和行 4 应该是相邻的要考虑 相邻性 的列的 对是： 列1和4，1和 

i 和15，7和10，？和1七8和13, 













L = y ~ O f 


L \ 


补充练习 


33 .对 Ti 应用归纳法 D 若17=1，_考察一端标记0和另一端标记1的线段6 只可 能取的值也是1，且若文 
字是则我们所得的子立方体是由标记1的端点组成的0维子立方体，同时若文字是则所得的 
子立方体是由标记0的端点组成的0维子立方体 & 现假设命題对 n 为真；我们必须证明它对于 《+] 为 
真。若文宇 ] (或者它的补）不是积的组成部分，则由归纳假设，当积在 n 个变最的取值中被观察到 
时，它对应于 n 维立方体的一个— A ) 维子立方体，并且这个子立方体同线段[0， 1] 的笛卡儿积给出 
维数髙于我们所给 0+1) 维立方体的一个子立方体，即如所要求的那样具有 Cn 十 1) 一 々维,另-方面， 
若文字 ^ + 1 (或者它的补）是积的组成部分，則剩余个文字的积对应于《维立方体中的一个 n — 
06 — l ) = ( n + l > — A 维子立方体，并且在最后变 量中的 1端或者0端的片段是要求的子立方体 


31^ x z +x 定 


23, b^y c)a B z + j ： r+y ^ z 

25« b~)uktz-\-tjux y y s + ii/jt y z b)x y i + uj v ^ + wxjy z -bwx yz~\~v^x y z 

c) y irH - y y s ： yz^~ jc wx Z 

27* vHf - z) 




d / jc 一 1 y 一 yj f " - w ; — u t y v w 

0 1 i w 1 * Z-~ 1 ^ 


V ? y 一 It - V > JL - JL f 




C ) 无值 


3, a ) 是 


b ) 不是 


c ) 不是 


d ) 是 5.2 


7, a ) 若 Fh ，…， x ,) — 1 * 由控制律得 ；（F + GXAt x ，）= F (工 lt …， jV ) + G (： Ei + …， x B )= 

故 F < F + G , 

b ) 若 （ FG )(： r . ， --. ， x m ) = l t 则 F ( x ]， …， a )* GCx ，，11 故 F (工 "…- : r -) = l 。 由 JH 
FG < F , 

9 -因为 FU " …， i _) = l 魏含 F < i 】. …， xj - l , 故<是自反的《设 F < GiG < F , 则 FUr … ，扃） 


K 由此得 
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奇教练石趨答案 




r w z y X z yH zty 

9. 

2 






奇教銻习题答案 
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当且仅当 Gh •') = l t 这蕴含故€是反对称的。 则由 F (: r ,， …， jtJ -1 
可得 G < a , …，〜）=1，此蕴含 xj = l , 从而 F < H , 故< 是传递的* 

11, a)j ： = l , y = 0, z=0 b)jc= 1 , )=0 ， s：~0 c)j: = I f y=0y z=0 

13. 


Jt 

y 

工 &y 



1 

l 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

i 

0 

] 

0 

0 

0 

1 

0 

j 1 


IS - 是 • 如真值表所示 a 


17. a)6 
19- 

y - 



b)5 

ii 

- —-► 进位 


c)5 


d>6 


21 * -j - 1 

23* 设它具有权 a 和 6, 则存在实数 r 使得对 n，0) 和（0，I)， 有工 a + yi ^ T ; 但对（0, 0) 和 （U 1)，有 
jca + yh < T , 从而 A> T t 0<丁，且 a + 6<7\ 这样 a 和6都是正的，这蕴含 a + 6> a > T ， 

矛盾. 

第11章 


11 , 1 节 

I. a ) 句子=>名词短语不及物动词短语^冠词形容词名词不及物动词短语今冠词形容词名闶 

不及物动词=^.，（3 happy hare runs B 

b ) 句子=>名词短语不及物动词短语=> 冠词形容词名词不及物动词短语=> 冠词形容词名词 
不及物动词副词_“（4步后 >“.=>£ 心 sleepy tortoise rum quickly ^ 

c ) 句子 ^ 名词短语及物动词短语名词短语 A 冠词名词及物动词短语名词短语冠词名词及物 
动词名词短语=>冠词名词及物动词冠词名词=>〜(4步后)…心 passes the har “ 

d ) 句子#名词短语及物动同短语名词短语=> 冠词形容词名词及物动词短语名词短语^冠 
词形容词名词及物动同名词短语鋒冠词形容词名词及物动词冠词形容词名 

词 =>，*，（6 ^ e sleepy hare pa 说 s the happy tortoise * 

3 -使得末尾是名词（如 tortoi 贫）只有一个方法，就是将一个名词短语放在末尾，这只能用如下产生式实现 5 
句子—名词短语及物动同短语名词 短语。 而及物动词短语—及物动词但这个句子不含 

passes 9 

5, S=>OS1=>OOSU=>OOOS11 1=^000111, 

7. a)S=>OS=>OOS=^OOSl=>OOSlI^OOSlll^OOSnil^>OOHll e 

b)S^os^oos=>ooiA=>ooiiA^ooinA=>ooiiii, 

9_ S ^ OSAB ^> OOSABAB ^ OOABAB => OOAABB ^ OOlAHB ^> OOnBB ^ O ( m 2 B ^> OOin 2, 

II. ajS—OOSt S-^U 

_ 

b ) S — I 0 A , A _00 A , A — A , 

c ) S ^ AAS , S ^ BBS , AS — UA , EA ^ AB , S — A , A -^0, 

d) S-^OOOOOOOOOOA, A—0A, A—JU 
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奇教缘习越答案 


e ) S -^ AS , S — AfiS , S ^ A , AB ^ BA , RA ^ AB , 焱 - K ), B -* l , 

DS^ABS, S—A t AB^SA, BA-^AB, A ， 0, B—l a 

s )S^ABS f S S^U, T—AT t T -A, U^BU f U^D t AB^BA, BA-^AB, A#0, 
13, a )2 型，非 3 型 b )3 型 ，非 2 型 c )0 型，非 1 型 

d )2 型，非3型 e >2 型 f )0 型，非1型 

g >3 型 h >0 型，非1型 i )2 型，非3型 

02型，非3型 

15-设& 和& 分别为 G , 和仏的初始符， S 是一个新初姶符。 

a ) 增加 S 和产生式 S — S , 及 S 一 Sh 

b ) 增加 S 和产生式 S — 
c > 增加 S 和产生式 S — A 及 S - S . S , 

17, a ) 句子 b ) 

/\ , 

名词短语 不及物动词短语 劣词短 i 吾 


冠同形容词 名词 不及物动词 un 形容词 


the happy hare raws the sleepy 




c ) 句子 



名 词短语 及物动 调 短语 名词短语 



冠词 名调 及物动间 mm 名词 


tlie tortoise passes ihe hare 

d ) 句子 



名词短语 及物动词短语 名词短语 



冠诃 形容词名词 及物动词 冠词 形容词 名词 


the sleepy hare passes ihe happy tortoise 

19* a ) 是 t >) 不是 c ) 是 d ) 不是 


奇教练习趨答案 
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21 . 带符号整数 








0 数字 


23+ <符号> <整数:> 

S — {符号 H 整数〉. <正 整数〉 

《符 号〉 一 + 

<符号） 一一 
〈整数>_ 〈数字 ■> 

〈整数 > — < 整数 K 数字〉 

(数字“ 2, 3，4，5，6, 7， a ， 9，0 

<正整数） ，（整 数 K 非0数字） 

(正整数 > — <非0数字><整数> 

<正整数整数 H 非0数字 K 整数> 

〈正 整数 > — 〈非 0 数宇〉 

〈非 0数字>一：!-， i = l ， 2，3, 4, 5， 6* 7* 9 

bM 带符号十迸 制数〉 符号>(整数> 丨 〈符号 >( 整数 >. (正整数> 

(符号〉 -* = + I — 

<轚数〉数字> I (整数 H 数宇> 

《数宇} -=0 I 1 U I 3 M [ I 6 I 7 1 8 I 9 
<非0 数宇 > ^ = 1 I 2 I 3 I 4 t 5 I 6 I 7 I 8 I 9 

<正 整数〉 〈整数 >< 非 0 数宇 > I < 非 o 数宇 M 整数 > i <整数 ><非0数字 K 幣数> I <非0数字> 


c) 带汀号十进制数 




- ，数 数字 非0数字 

i 

数字 】 4 
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奇数姑 5 龙答案 


25, a) {identifier) s 1 == Ucletter) | { identifier} < kletter) 

< Icletter) s 1 —41 J 6 I c i . ., I ^ 

h'yi identifier) 5 5 — < UUtter) < < tcUner) \ {Icietter) ilcUtter) {LcUuer) UcUtUr) \ 

ilcletter) ( Icietter) {Icietter) (, icietter、i Icietter) \ 

{ icietter) (Icietter) {Icietter) ilcletter) {Uletter} < Icietter) 

{Icietter) ** ~a I & 丨 c I " . 1 z 

c) (identifier) ; ; — (uck£ier) | {uc letter} {letter) \ { ucleUer) (leiter) < Utter} | 

< ucUtier) < letter) < letter} ( letter} [ < ucletter) {tetter) < letter) (Utter) < letter) 1 
{ucletter) {letter) {letter) (letter) < letter) {letter} 

{letter} ; s = < IrUtler) I ( ucletter) 

{Icietter 、 JE =ii|6|tj^* 

(udetur) h 二 A 1 B 1 f ： I … 2 

{identifier} = ( Icietter) idigitorus) {alphanumeric) {alphatiufnerii；} {alphanumeric) ! 

(Uletter) idigitorus) {alphanumeric) (alphanumeric) (alpkunumeric}(alphanurneric} 
{digiiorm) 1 : — (digit) \ _ 
ialphan^tneric) ^ 1 — ( letter) I {digit) 

{letter) * {tcUtter) I ( ucletter} 

iIcietter) - : —a | 6 | c S . , - | ^ 

{ucieUer} --=A | B | C | | Z ' 

(digit) ”=0 U U II 9 

27. {identifier} i 1 (letterorus) \ < identifier} {symbol) 

< tefterorus) ; ; < letter) I 

< symbol) 1 ^ — (Utterorus) \ (digit) ■ 

(letier) * i ~ (Uiett^r) \ {uciener) 

< Iclttter) t i = a \ b \ l- I * T * I ir 

(u^lmer) 一 A 丨 B 丨 C 丨 "■ I Z 
(digit) I 1 I 2 1 … f 9 

29, numeral 1 * =sign F i nonzerodigit digit ^ decimal^ Ugn^l Odecimal7 
sign 1 s = 4 - I — 
nonzerodigit 11 — I | 2 | . [ 9 

digit ! E ~0 I nonzerodigit 
decimal : : = + digit # 

3 K identifier 1 1 — letterorus symbol * 


letterorus 

s t = Un^r I 


symbol : s 

— Utierorus \ digit 

letter ^ * = 

-icietter \ ucietter 

icietter 1 1 

=a 1 b1 c | … 

z 

ucletter f i 

々 A 1 B\Cl ... 

■ ! 

digit 1 ; ~ 

:0 f 1 1 2 1 … i 9 

33 - ^(expression) 



{term 、 、 term) ( addOperator} 

( factor) (factor) { / actor) ( mulOperai&r} < addOperator) 

< zd^niifier} (identifier) < identi fier) (mulOperator} (addOperalor) 





奇数练习题答案 
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abc ^ + 

b ) 不可生成 

c) ( ^ pressiony 

< term > 

{factor) < factor) (ntulOperator) 
i expression) < factor) (mulOperator) 

< term)( termHaddOperator) (factor) {mulOperator) 

< factor) (factor) iadciOperator) if actor) {mulOperator} 

(identi fier) < identi fier} (addOperator) (identifier) {mulOperator) 
jc y — z* r 

d) {expression) 

(term} 

< factor) (. factor) (mulOperator) 

< factor) {expression) (mulOperator) 

{factor) {term} (mulOperator) 

(factor} (factor) (factor) (mulOperator} (mulOperator) 

(factor) { f actor) {ej ： pression) (mulOperator) (tnulOperator) 

( factor) {factor) ( term ) ( term ) {addOperator) (mulOperator) { mulOperator) 

(factor) {factor) ( factor} (factor} (addOperaror) (mulOperator) (mutOperator) 

< identi fier) (identi f i>r> ( identifier} ( identifier) (addOperator) {m ulOperaior) {mulOperator) 
~u* jo y z — ^ / 

t) (€jc pression} 

(ter?n) 

{f actor) (factor) {mulOperator) 
i factor) (expression ) (mulOperator) 

{ f actor) {term) ( term ) ( addOperator) < mulOperator) 

{factor) < factor) (factor) (addOperator) (mulOperator} 

{identifier) {identi fier) ( identifier) {addOperator} < mulOperator} 
a d e — * 

35. a ) 不可生成 

h) (ej ： predion) 

((addOperator) {term) 

{factor) (mulOperator) ( factor) (addOperator) ( factor) (mulOperator) (factor) 

{identifier) {mulOperatot) {identifier) {addOperator) {identifier) < m ulOperator) (identifier) 
a/b~\~c/d 

c) { expression) 

{term) 

{ factor) < mtilOperntor) ( factor) 

{factor)imulOptrator) ({expression)) 

{ factor) i mulOperator} {{term) {addOperator) {term)} 

< factor} ^ mulOperator} ( (factor) i add0perat ： or} {factor )) 

< identi fier) imulOpemior) (< identifier) (addOperator) iidenti fier 、、 
m * (rr + 户） 

d ) 不可生成 
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奇教拣习趨答案 


e) (expression) 

(term) 

< f actor) < m u/Operator) (/actor} 

<< expression)} (mulOperator) (< expressiOTj)) 

( (^erm) ( addOperator) {term} 、 {mulOperalor) ( < term) iaddOperator) < term) } 

( {factor) iaddOperator} {factor )) (mulOperator) ( (factor) iaddOperator) ( factor )) 

( {identifier) iaddOperator) {iderifi j'ier )) {tnuK operator) ({identi fier) < addOperator) < identi fier )) 
(m+n) ^ (p — q) 


11.2 节 



3 , a)iioo b)ooi ioiio c)iimniin 

25,0 25 h O 25,5 25 s 10 25, 15 25.20 



管=可乐 
统 =无醉啤酒 
#=婪计啤酒 






^=有 效标识 
^ 无效标识 
口=有效口令 
无效□令 


K 输入用户际识 
k “输入口令■， 

M 提示 
4=任意输入 


10_ 25丨，打开 
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奇数緣习 M 答案 



1 U 节 

1 . a){ 000 , 001 ， UOO, lion b>{ 000 , 0011 , 010 , 0111 } cMOO, Oil, 110 . nn} 
d>{000000 t 000001 ， 000100, OOOIOU OlOOOOp OlOOOl, 010100, 010101} 

3. A ={ I , 101}, B ={0 f II , 000} ； A ={ lO t 111 T 1010， 10 ⑽，10111 ， IOIOOOK B〜uh 

A = u , 10}、111, 1000 K 或者 A = U )，(10, nit 1010, 1000, 10111， 101000}, 

5. a ) 由零个或多个连续的二进制数对10构成的串， 

1>>下列由1组成的串集合；串中1的个数能被3整除*包括 空串. 

C ) 下列串的集合，以0开始，且毎对1之间至少有一个0。 
d > 下列串的笫合：以1开始和_尾，且每对0之间至少有两个 U 
7. —个串在中当且仅当它是 A 中任意多个串的 连接， 丙为 A 的每个串都在中，故 A # 的每个串也是 
B 中串的连接.从而 


9* 石）是 

b> 是 

c) 是 

d) 不是 

e) 是 

0 是 

1L a> 不是 

b) 是 

C) 不是 

d) 不是 

e) 不是 

f) 不是 


13, 10, n}(0 ， 1 }， 15. {0 m l H [ m>0 n^l) 17. (0, 01* 11} 

19, (A, 0>U{0"r ! rt>n 2L {HT 1 n>0}UU0M0^ | m>0} 





奇嶔絲习题答案 
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25. 增加非终结状态&和下列到&的 转移: 从^出发且输人0上，从出发且在输人1上、从^出发且 
在输人0或1上。 




29.设 M 是一个 有限状态自动机，其接受的集合是含有相同0和1个数的二进制数串组成的集合 。 且设 M 
有 n 个状态.考虑串 tr hl r + 1 fl 由鸽巢原理知；当 M 处理这个串时，它在读前面 n + l 个0的过程中必 
定不止 _ 次遇到某个同样的状态。设 S 是一个它至少遇到两次的状态，则存在一个正整数 A 使得： 输人 
中的*个0将 M 从状态$带回到自身故 M 在读 o " + s + * r Tl 之后的结束状态与读 o #+i r +1 之后的结束 
状态完全相同。因此，由 M 接受 o " + l r +1 知它也接受 tr + i wr +1 , 矛盾 

",4节 

1* a ) 任意多个 U 后面跟个 CL 

b ) 任意多个1,后酣跟一个或一个以上的 
eHll 或 Oil 

心任意多个1组成的串，或任意多00组成的串，或者一列这样的串。 

e ) a , 或者是以1结尾且在每个1之前至少有一个或多个0构成的串 # 

f ) 长度至少为3且以00结束的串。 

3, a) ⑽ ■ J b)(OUl)(OUlKnUD # 0<M»0* c)(T i* [) 1 ^ 0 B d)ll(lll) - (00) - 
5. 用归纳法 矹明 3 若 4 的 正则衷 达式是 A 或结论尨然 成立。 否则，设 A 的正则表达式是 BC •则 
A = BC , 其中 B 是 B 生成的集合 * C 是 C 生成的集合。由归纳假设，存在正则表达式 B ' 和 C 分别生成 
集 合捫和 因为故 C ' B f | 的正则表达式，若汲的正则表达式是 BUC , 则 

是為 1 f 的正则表达式，因为 （ BUC) fl = <BM LKC "), 最后 ， 若 A 的止则表达式是易见 * 

的正则表达式是 （ B # r 。 

7, a) 0 
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奇数练习题答案 




9* S^OA , S ， 0 ， A^OB, A^IB, R^OB, B^lB b 

11. S^OC , S—1A, S-M, A-^OC, A— 1 ， B_OB ， B^lB r B^O, 1, C-*OC, C^IB, 

c-^n 

13. 这是因为：此自动机中导致终结状态的输人对应于文法中唯一的产生式 d 

15. 因为 J 是有限的，故必要性显然成立 • 对于充分性，设状态为\… ，欠， 其中 = 因 

为 rt >| S |* 由鸽巢原理知，某个状态必定要重复•设 y 是工中引起循环的部分，即 ^ = m 3 tln 其中 ： y 
将某个 巧送到 则对任意 A , u / v ^ L (^ a 从而 L ( Af ) 是无限的。 

17. 设 irt > o } 是正则的，则有一个有限状态机器识别它，令 s 为此机#的状 态集。 设 

其中 i S ； n 则由栗引理， z = 0 2a F — utrw ^ 且彳 F | n ^ O } , 显然 * u 不能既包含 

0 又包含 l , 因为这祥使得 V 包含10。因此 X /全部都是0或全部都是1，这样包含了太多的0或太 

多的1,因而它不在1中 # 此矛盾表明 L 不是正则供 K 
19-假设…，11上的回文集是正则的，则有一个有限状态机器识别它.令 S 为此机器的状态集。设£=0^10%其 
中^> S | D 由泵引理可找到^ v 和 w 使 mAt . eL 对所有非负整数 i 成立 * 其中，如) >1* HuvX 1 S | , 
且怎 =0 ，10^=»^^从而^必定是由0构成的串（因为 I 叫> USI )• 故 wt / tt 丨不是回文，因此问文集不是正 

则的。 


奇数练巧题答案 
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11+5节 

1+ a ) 当机器停机时，带的非空白区域包含串 mu 

b ) 当机器停机时，带的非空白区域包含串 01 U 

c ) 当机器停机时，带的非空白区域包含串 OOOOU 

d) 当机器停机时，带的非空 白区域 包含串 00 & 

3. 如果带上至少有一个 L 则机器从第一个1开始，每隔一个1变为0,且在到达第一个空白符时停机。若 
一开始的时候带就是空内，则机器不对带作任何改变就停机。如果带的非空白区域所含的都是0,则机 
器在相继穿过这些0后停机 。 

5- 4 (. Jq * 0 ? ^ I 1 1» ^ t C -^4) i 1 # # It ) 

7. (-t O-i ^ f 0 + f?) ( 3。 . 1 ■ ■"¥] ， 1 i ■ 只）， 0 ， i 、， 0 ， J ?) ， （ 5*1 ， 1. t ?■ 0 ， ■!?) a 

9* C Jq t 0 * 5| t 0 ■? K) T (s 。 ， 1 ，知 ■ 0 T Jf?) ， 0 T ^ Ot 1 ，如， 0* J ?) ， （ * B ， 5g ， B ， R) * 

11 < ( f 0 1 0 * 知， 0 骨 J ?). (4 » 1 ， ， V | >■ 1 T f ?) * (t 0 ， & ， 0 ， J?》 ， Ii J ?) t ( Jq t B ■? ? Bt R ) a 

13+ 若输人串为空串或以〗开头，则机器在 非终结 状态&下停机，若不是，则开头的0变为 M ， 且机器掠 
过中间所有的0和1,直到到达输入串的尾部或遇到 M , 此处它往后退一个方格，并进人状态因为 
可接受串对于左边的每个0都必须在也边有个 U 故若此串是可接受的.此处必定有个 U 当这个方格 
所含的是〗时，从和出发的唯一转移就要发生。如果这样，机器就用 M 取代之，且向左继续回走 t 如 
果不是这样，则机器在非终结状态^下停机 d 在往回走的过程中，如果它所见的是 U 则处于如 
果它所讥的是0,则处于最后它处于下列两种情形 之一： 一是在^下遇到〗，此时它停机但不接 
受；或者到达已经在此串初始部分的0上写下的最右的若此发生时它处于则此串中不再有其 
他的 0 t 闪此最好也没有其他的 U 这4以用转移（… M ， 心， /?) 和（％, M , M ， 尺）来完成， 
其中^是一个终结状态，否则机器在非终结状态&下停机，若遇到这个 M 时处于则事情又完全从 
头开始，除了将串中剩下最左边的0和最右边的1用对来替代，所以机器在状态~下移动到剩下最左 
边的0,且回到状态~再重复这个过程。 

1 5- ( \ B t 厂 ） ， Cj 0 i Ot 5 ^ f /-)t C ^ i * B ^ .^2» £ I /?) ， f ， Af ， ^ ， JWt J ?). C ^ ^ ? 01 t 

JVf " ， j ?) ， （& ， o ， 5" j # o ，尺）， ch ， iVf"，$jt ，及 ），〔 ij * 1，&， ivf ，只 ） ， （ ^ * i ， a ,' ， i * /?)ii 

( i t s 過， 1^1 ， R ， jf ?) ， （ 七 * 2 h t 2 ， jf ?) ， C 5吾， jB 1 〜 ， ， f ? ， J "， 〉， （ ~ , 

iVf T ) + (t 2« Sj f 2 1 Ij )， (Sti 0-j jj? Ot i-) ? ( jSj I It Sj ^ It 乙）（ _ 年 7 ， 2 ， 5 ” 2 ， jL 〉，(Sf * Af ， 

h ， M ， L ) • ( s ” s ” E t R ) ， M t 5 ft ^ M f L ) t ( s h w H t H ? ? ^ E $ L ) t 其中 JW 和 E 是记号， 
E 标记输入的左端点， 

17, ( \，1 了 在 ■ ， B » J ?) ， （ 5| + 1 ， B ， ff ). (* 1 + ^ jB 1 H ) ， ( T If . t 1 ^ li ) ， （ ， B , \ ， 1 t 

R ) 4 ( s 2 * B * 5 4 * ] f R ) ， (， s 3 ， B ， & _ 1 ， i ?) Q 

]，/?)* ( 5 " 1， -七，只， s 6 * i ?) t (%• 1* 33 * S ， R)，C ^ B f jf fi » B * 

R ) v t jf a t K s 4 v R ) ^ ? * B * 5 6 » Bf i ?)， It %， B . I ?)，( 5 , t s 61 R ) t (t B f 

^ 1 ^,« 1 4 J?) ， 1， iit /?)，(^ 5 f B ^ \ t (s- ^ * It J?)t ( /?>， 

(〜， 匕 ，， 1 ， 尺 ） n 

31. ( ， U ， b ， 0 * R) ， ( 5 ^ * * ， 4 U W 〉， （ a ， * ， & ， * ， /-). (S 3 ， 0 ， & ， 0 ， D ， (> I ^ 5^ ■?. It 

Z ) ， 1 j 3 1 ti t Sq ^ B ^ K ) * { Sg , ? If ^5 t fi t R ). ( Sj t 01 t s 1 ?) ， （ 4 * iJ ， 4 1 B ， !:、， (发 & ， 

s ( * li t L ) ， C ^ 0 j j j 1 1 1 f -) 1 ( ¥ 0 ^ Sj - 1 ^ i - 3 ■» ( j 0 ¥ 1 ，、、， 0 * /?) ， (j|f 1» If J?) * (^ j f 

* » S - ， * * /? y > ( 左 2 * 0 ，哀 2 ，，尺 ）， C t 1* ^ 0 ^ /-■) 1 (.. 七 t 方 + \ B ， L^)i t ^ 0 j. -^4 ^ -It ^ ^ 

C h * s 5技 * ■■ L^y ^ 4 ， 0 * 4 ， f _ r 〉， C -Sg f 1 ， 1 £J * !■#) * 

23. f s rt t > K L ) , ( T K s x ^ I , R ) f ( B * j 0 , 1 * R ) a 

补充练习 

L a ) S — 00S111 , S—JU 

b ) S -^ AABS , A B -* BA f BA -* AH . A ^ Q , B—U 

c ) S — E 7\ T -*0 TA , T -^ ITB . 7、 A , OA — AO , iA — Al , 0 B — B 0， W-^Hh KA — EO , EB — El , 
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奇数练巧题答案 
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23,用状态 S 和终结状态 F 构造 A 的确定型有限状态自动机 s 对力 使用相同的自动机，怛其终结状态为 



] I a 1 


27. 假设1々是素数}是正则的，则有一个有限状态机器识别它,令 s 为此机器的状态集，设 

其中 A 是一个大干 I SI 的素数（这样的素数是存在的，因为有无限多个素数由泵引理知：必定能够将 
2写成 [ S |, 并旦对任意非负整数 h uv ^ eu 因为$是由1构成的串， 

可今 u ；= r ,其中 且 6> l n 这意味着 = P …一 n 

=1 ㈣ 卜 ' 现在取 i = p+l, R|J U^w = l^ 1+b \ 因为 〆 l + 6> 不是家数， te uv f w^L, 矛盾. 

附录 


附录 A 

1 ， a>2 3 b)2 6 c>2 ， 

3d)2y b)2y/3 €)y/2 

5- 10- 
9 _ 



0 f 2 
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奇教鏢习题答案 


附录 B 


L 第一块执行后，6原来的值被陚给心 c 原来的值被賦给 I 但第二块执行之后. c 原来的值被賦给 h 且 
^原来的值也被賦给了 
3-下面的 while 结构实现相同的 事情： 
i 1 = 起始值 
while i < 结束值 
begin 

语句 

r * = 1 +1 

end 
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提出 的书面 材料和相关的网站都是用来进一步学习木书内容的资源 0 本推荐读物描述的书 
面材料 t 将分章列出，并与特定研究课题相联系。有一些内容全面的参考书特别值得一提。读者 
可能发现 1 Rosen 的 (( 离散和组合数学手册 》 （Handbook of Discrete and Combinatorial Mathematics ) 

[RoOOa] 非常有用，这是 _ 本综合参考书，在 Michaeb 和 Ro se n[MiRcj91] 中，可以找到离散数学 
的其他应用 P 在 Gruska[Gr97] 中，有计算机科学中许多课题（钽括本书中讨论的课题）的更深入 
介绍，本书提到的许多有关数学和计算机科学的文献信息町以在 Gmi S pie[Gi70 ：] 中査到 。 

要査找相关的网站，请在本书的网站中查询，本书网站的统 _ 资源定位器（ 1 ： 1^1 ^>是 

www. mhhe- com/ ro^eu b 

第】章 

学习逻辑的一个有趣方法是读 Lewis C a rro!l[C a 78]- 书。逻辑的一般参考书包括 Mendel^on 
[Me64]' Stoll[St74 ] 和 Suppes[Su87] e Gries 和 Sclmei<ler[GrSc93 ] 中可以找到离散数学中的逻辑 
学的全面介绍。系统规范在 〖 nce[In93] 中有讨论。 Smullyafi 的骑士和流氓的难题在 [Sm78 ] 中介 
绍 - 他还写了许多有关逻辑难题的书 * 包括 [Sm92] 和 [SmSSh Nilsson 和 Maluszynski[NLMa95] 
中有 Prolog 的深人介绍 ， Ctocksin 和 Mellish[ClMe94] 中 也有。 Cupillari[Cu01 ] , Solow[SoOl], 
Vdlermn[Ve94] 及 Wolf[Wo98] 中介绍了证明方法的 基础。 Uti 和是关于集合论及其 
应用的一本易读的教材。公理集合论的进展可在 HalmosCHaSO]. VLunk[Mo69] 或 Stoll[Si 74 ] 中 
找到 9 Brualdi[ Br77 ] 或 Reingold, Nievergdt 和 Deo [ReNiDe77 ] 中有关于多重集合的介绍 s 
Megoita[Ne85] 和 Zimmemi a n[Zi91] 都抡述了模糊集合及其在专家系统和人工智能中的应用。微 
积分的书中，如 ApostolQAp67j % Spivak[Sp94 ] 及 Thomas 与 Finney[ThFi96] * 都有关于函数的 
讨论 p 在 Arbib、Kfoury 与 Moli[ ArKfMoSO ] t Bobrow 与 Arbib BoAr74] t Beckman [Be80 ] 和 
Trembhy 与 ManoharCTiMWS] 中 . 都可找到有关计算机科学的数学基础的讨论。本书提及了许 
多数学家和计算机科学家，他们的传记珂在 GiUispk[Gm)] 中找到。 

第 2 章 

Kmith 的文章 [Kn77] 与 Winh 的文章 [WiJU] 是算法这 n 学科的人 0 文献。在 Knuth[ Kn97a] 

中可以找到函数大 O 估计的广泛讨论，有关箅法及其复杂性的一般参考书有 Ak 、 Hoperoh 和 
Ullmanr AhHoUI74], Baase 和 Van Gelder l BaGe99 j ^ Cormen^ Leierson^ Rivest 和 Stein 
LCoLeRistOl] s Gonnet[Go84] , Goodman 和 Hedetniemi[(joHe77 , Hard[HaS7]，Horowitz 和 
Sahni[HoSa82], Knuth 关于计算机程序设计艺术的著名系列著作 [Kn9 7 a ， h ， 98 | ， Kronsjo 
| Kr8?]，Pohi tP Shaw [ PoShSi ] , Purdom 和 Brown 「 PuBrftS 」 ， Rawlins [ Ra92 " Scdgewick 
[Se88], WiIf[Wi86] 以及 Wlrth[Wi76] p Kmith[98] 中有排序和搜索算法及其复杂性的详细介纤 L 
有关数论的参考书有 Hardy 和 Wright [ HaWr79] , Leveque[ U77] , Rosen- R _: 以及 Stark 
[St78] c 介绍数论在密码学中应用的书有 Denning[ DeB 2 j ? Menezes、van Oorschoi 和 
[MeOoVa97], Rosen[RoOO] » St;berry 和 Pieptzyk[SePi89] , Sinkov[ Si66 以及 Stinson [ Sl02 ] D 
Rivest, Shamir 和 Ad 【 eiriim[R 〖 ShAd78 ] 介绍了 RSA 公钥系统 4 Knuthf Kn97t >] 以及 Poh\ E -j Shaw 

的 [p 0 sh8i] 中讨 论了有 关计算机算术的算法 * 所有的线性代数书中部科矩阼及 _Jt 运 n 的介绍 * 
如 Curris[Cu84 ] 和 Strang! SiS8] 
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第3章 

F 6 lya 的三本书 [ Po 62、 Po 7 K Po 90] 以令人愉快的方式讨论了构造证明的科学与艺术。有关 
整数序列的最佳书面材料是 Sloan 和 Plouffe [ SlPl 95] 0 Stanat 和 McAtlbter [ StM C ? f ] 中有一整节 
讨论可数性。在 Sominskii [ So 61] 的英语译本（原文为俄文）中可以找到数学归纳法的通俗介绍。 
G 0 bmb [ GM 4] 中讨论了用 L 形片或其他类型的片来 W 盖一个棋盘中的部分或全部方格问题。包 
含数学归纳法和递归定义全面介绍的书有 Lm [ Li 85], Sahni [ Sa8S ], Stanat 和 McAllister 
[ StMc 77] 以及 TrembUy 和 Manohar 的 LT > Ma 75 ：U 阿克曼函数是由阿克曼 （ Ackermatm ) 在 1922 
年引人的，它起源于递归函数论（例如可参见 Betkman [ B e 8 0 ] 和 McNaughtoi ^ McS 2 ]} 和某些集合 
论算法的复杂性分析（见 Tarian :[ Ta 83])。 Roberts [ Ro 86] , RoM [ K 。 “]和 Wand [ Wa 80] 都讨论了 
递归。程序正确性的讨论以及用来证明程序是正确的逻辑机制的忖论可在 Abgk 和 Arbib 
[ AlAr 78]、 AndersonLAn 79 j v Backhouse [ Ba86 ] ^ Sahni [ Sa 85] 以及 Stanat 和 McAllister [ StMc 77] 

中找到。 

第 4 章 

计数技术及其应用的一般参考书有 Anderson [ An 7 4 ] ^ Berman 和 Fryer [ BeFr 72] ^ Bogart 
[ Bo86 ] ' Bose 和 Manvel [ BoMa 86」 、 Brualdi [ Br 97] 、 Cohen [ Co 78]、 Gdrfialdi ^ Gr 94] ^ Liu [ Li68 ] > 
Polya ^ Tarjan 和 Woods [ PoTaWo 83 Riordan [ Ri 58 J 、 Roberts [ Ro 84] , Tucker [ l u 02 ] 以及 
William 5 on [ Wi 35 ] e Viknkin [ Vi 71 ] 中有选择地介绍了一些组合问题及它们的解，在 Lovasz 
[ Lo79 ] 中可以找到一些更困难的组合问题.关于因特网协议寻址和数据报的信息叮在 Comer 
[ CoOO ] 中找到。鸽巢原理的应用可在 Bm a ldi [ Br 77 ]、 Uu [ US 5 ] 和 Robert H [ Roa 4 ] 中找到 a 在 
Ri 0 rda n [ Ri68 ] 中可以找到许多组合数学中的恒等式， Evcn [ Ev 73], Lehm 付 [ LeS 4 ] 以及 Reingold , 
Niewrgdt 和 Deo [ ReN 〗 L ) e 77] 都描述了组合算法（包括生成置换和组合的算法）。 

第 S 章 

离散概率论的参考书有 Fdler [ Fe 63], Nabiti [ NaOO ] 和 Ro ^[ RoOl] 0 Ross [ Ro 02] 关注于概率 
论在计箅机科学中的应用。 Aho 和 UlUna n [ AhU 195] 包括了计算机科学中与概率论相关的讨论， 
包括概率的编程应用 • Aigner 和 ZieglerrAiZiOl ] 中专门有一章讨论概率方法 ， A Ion 和 Spencer 

[ AlSpOO ] 中更加全面地讨论了概率方法。 

第6章 

在 Roberts [ Ro 84] 和 TuckeT [ Tvi 02] 中吋以找到使用递推关系的许多不同模型。在 Brualdi 
[ Br77 ]、 Liu [ U68 ] 和 Mamon [ Ma 93] 中可以找到常系数线性齐次递推关系以及相关的非齐次递 
推关系的详尽介绍. Roberts [ Ro 84 ]S Stanat 和 McA ] lister [ StMc 77] 都介绍了“分而治之 M 算法及 
其复杂性。 Aho 、 Hopcrofi 和 mhrnrn [ AhHoUl 7 4 ] 及 KmUh [ Kniil ] 描述了更快的整数乘法和矩阵 
乘法 a Polya , Tarian 和 WDods [ PoTaWo 83 l 中有生成函数的极好介绍^详细研究生成函数的文献 
有 BmaWi [ Br77 ] > CohenQCo 78] , Graham、Knmh 和 PatasJmik [ GrKnPa 94] 、 Grimaldi [ Gr 94] ftl 
Roberts [ Ro 84], 容斥原理的其他应用可在 l 」 u [ IJ 85， Li 68]、 Roberts [ Ro 84] 和 Ry 时 r [ R y S 3] 中 

找到 s 

第 7 章 

关于关系（包括等价关系和偏序）的通用参考书有 Bohirmv 和 Arbib [ HoAr 74] , Grimaldi 
[ Gr94 ] , Sanlii l Sa 85 ] 以及 Trernblay 和 Manohar _ TrMa 75 ^ „ Date [ Da 82 ] 及 Alio 和 UUman 
[ AMJ 195] 讨论了数据库的关系模型， Roy 和 Warshall 求传递闭包的原始文献分别在 [ Rg 5 9 ] 和 
[ Wa 62 ]. a 研究有向圈的文献有 Chartrand Lesniak ^ ChLeSS ] ^ Gross 和 Ye " en [ GrYe 99] 、 
Robinson 和 FouldsCR0F086 J ^ Roberts [ Ro 84 | 以及 Tack ^ r [ Tu 85 ] Q Denning [ De 82] 讨论了 格在信 
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息流处珲中的应用 t 

第8章 

图论的一般参考书有 Behead 和 Chartrand [ BeCh 71 ] 、 Chart rand 和 Lesniak [ ChLe 96 ] 、 Bondy 
和 Murty [ BoMu 76 ] ^ Chartratid 和 （) elUrmiatifi [ ChOe 93 〕 、 Graver 和 Watkins [ GrWa ?7 j ^ Gross 和 
Ydlenj _ GrYe 99] 、 HararyL Ha 69] 、 Ore ；_ Or 63] ^ Roberts [ Ro 84] ^ Tucker ^ Tu 85] , Wilson [ Wi 85] 
以及 Wib ⑽和 Watkins [ WiWa 90]。 介绍图论广泛应用文献的有 Chartrand [ Ch 77] v Deo [ De 74], 
Foukk [ Fo 92]、 Roberis [ Ro 84, Ra 76], Wilson 和 Bdn e ke [ WiBe 79] 以及 McHugh )： Mc 90]。 涉及 
大图（包括 Web 图）的应用在 Hayes [ Ha 00 a , 00 b = 中讨论 e Gibbons [ Gi 85] 全面描述了图论算法 * 
图论算法的其 他参考 书还有 Buckley 和 Harary [ BuHa 90] , Chart rand 和 Oellermann [ ChOc 93] ^ 
Chadinu Gliare 和 Moore [ ChGhMo 79 ] , Kv^n [ J - Iv 73 % Ev 79]、 Hu 「 Hu 82] 以及 Reingold ^ 
Nievergdi 和 ]^ o [ RcNiDe ?7 J D [ Eu 53] 是欧拉关于哥尼斯堡桥问题原文的译文 4 Gibbons [ Gi 85] , 
Liu [ IJ 85] 以及 Reingold , Nievergelt fD Deo [ ReNiDe 7 7] 都讨论了 Dijksrra 算法 ， Dijkstra 的原文在 
[Di59] 申 。 Kuratwoski 定理的证明可在 Harary[Ha69 ] 和 Liu[U68] 中找到 。 Chart rand 和 Lesniak 
[ChLe96 ] 研究了图的交叉数和厚度 p 有关图着色及四色定理的参考书有 B ar nette[Ba83] 及 Saaty 
和 Kainen[SaKa86] & Appel 和 Hakeni ApHa76] 报道了四色定理的最初结果， Roberts[Ro84 ] 描述 
了图葙色的应用。 Biggs, Uoyd 和 Wilscm[B 〖 LlWi86] 介绍图论的历史 , Akl[Ak89] 与 Siegel ft 
Hs U [SiHsS8] 讨论了并行处理的互连网络。 

第9章 

下列文献都讨论 了树 : Deo De74]、Grimaldi [Gr94j ^ Knuth[ Kn97aj , Roberts[Ro84] ^ 
Tucker[Tu85] D Gotlieb 和 Gotlieb[ GoGo78] , Horowitz 和 SahrU[ Ht>Sa82 ] 以及 Knuth[Kfi97a, 
98] 描述了树在计箅机科学中的应用。 Kobms[RoS4] 介绍了树在许多不同领域中的应用， 
Hammmg[HMO] 介绍了前缀码和茁夫曼码 a 回溯法是 — 种旧方法，它在解迷宮难题中的应用可 
从 [Lu91 」 中找到，这是 Lucas ^ 1891 年写的一本书 D Reingold, Nievergelt 和 Deo[ReNiDe77 ] 广 
泛讨论「怎么用回溯法来水解 问题。 GibbonsLGi85 」 和 Reingold 、 NkvergeU 和 Deo[ReNiLk77 ] 还 
讨论了构造生成树和极小生成树算法。 Gnham 和 He 〖 l[GrHe ⑽]介绍了求极小生成树箅法的历史 
和背景 . Prim 和 Kmskd 分别在 [Pr57] 和 LKr56 ：] 中描述了他们的求极小生成树算法 。 Solliti 算法 

是一个北常适用于并行处理算法的例子虽然 Sdlin 从未发表这个算法的描述，但 Ev en [Ev73] 
及 Guudman 和 Hedetniemi[GoHe77 |都描述 了它。 

第章 

讨论布尔代数的文献有 HoKn[Ho66], Kohavi[Ko86 ] 以及 Tremblay 和 Manoh a r[TrMa75] a 
Haycs[Ha93], Hohn[HoS6], Kau[Ka93 〕 和 Kohavi[Ko86 ] 描述丫布尔代数在逻辑电路和开关电 
路中的应用。用图来处理乘积的和展开式的极小化的原姶文献是 Karnaugh [KM3] 和 Vehch 
[Ve52] 0 奎因 - 莫可拉斯基方法是在 McChjskey[Mc56] 和 Quine[Q u 52, Qu55] 中引人的 ， Kohavi 
[K 0 78 ] 介绍了 _ 値函数 B 

第 U 章 

语言和白动机理论的般参考节有 Dinning, Dennis 和 QuaIitz[DeDeQu8i ] % Hopcroft 和 
Ullman HoUl79 ] ^ Hopkin 和 Moss HoMo76 _ 、 Lewis 和 PapadiraiirioiLi [ LePaM ] 以及 
McNaughtonf McS2] a 米利机和摩尔机是在 Mea 〗 y[ Me55] 和 {^1 。 01^ 「 ^1056] 中引人的 3 克莱闲定理 

的原始证明可在 [Ki56] 中找到 . r 列文献讨论了更强大的 H • 算模型（包括下推自动机和图灵机 h 
Brook shears Br89l , Henniel He7 7 , Hopcroh 和 Utlman[ HoUl?9] ^ Hopkin 和 Moss: HoMo76] 、 

以及 Wood ： WoS7 J, Barwise 和 ETchemendyrBArgS] 是关于图灵机的—个不错的介 
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绍。在 HerkenCHeSS ] 中可以找到一些关于图灵机及相关机器的历史和应用的有趣文章 6 忙碌海 
狸机器首先由 Rado 在 [ Ra 52] 中引人，有关这些机器的信息可在下 列文献 中找到 .. Dewdney 
[ De 84 t 93], Herken [ He 88] 中由 Bmly 所写的文章以及 W 00 d [ Wo 87] 0 

附录 

指数和对数函数的详细介绍可在撖积分书中找到 ，如 Apostol [ Ap 67], Spivak [ SpSO ] 及 
Thomas 和 Finney ThFi92 J a 附录 2 中描述的伪代码与 Pascal 十分相像 》 Pohl 和 Shaw[PoSh8I] 
用类似形式语言描述算法。 Wirth[Wi76] 描述了怎么用算法和数据结构来构造 Pasca 〖程序 & Rohl 
[Ro84] 说明怎么用 Pascal 来实现递归程序. 
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